
Calcolo II
Esame del 9/02/2018

Cognome........................... Nome...........................
Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 5 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Dato it sistema di equazioni differenziali

x1 “ 2y ´ 2x3

y1 “ ´x´ 3y3,

si studi prima la stablilità lineare dell’origine; quindi la stabilità dell’origine trovando una
eventuale funzione di Lyapunov (suggerimento: si provi con polinomi).

2. Si determini la soluzione generale dell’equazione

y2 ´ y “ e´x.

3. Dire per quali valori di α, p ą 0 la funzione y´α è integrabile sull’insieme A “ tpx, yq :
x P p0, 1q, y P pxp, 1qu. Per tali valori si calcoli

ż

A

y´αdxdy.

4. Sia Σ Ă R3 la superficie determinata dal grafico di Gpx, yq “ px, y, gpx, yqq definita su
Q “ tpx, yq P R2 : x P r0, 1s, y P r0, 1su. Si mostri che, per ogni funzione f P C0pR3,R3q,

ż

Σ

xf, ny dS “

ż

Σ

ω

dove n è la normale a Σ e

ω “ f1dx2 ^ dx3 ´ f2dx1 ^ dx3 ` f3dx1 ^ dx2.

5. Si trovino le soluzioni differenziabili e di periodo 2π dell’equazione

y1ptq ` ypt´ π{2q ´ ypt´ πq “ cos t.

6. Sia f una funzione pari di periodo 4 tale che fpxq “ 1 ´ x per x P r0, 1s e fpxq “ 0 per
x P r1, 2s. Si determini la serie di Fourier.



Soluzione
1. Il sistema linearizzato è

ˆ

x1

y1

˙

“

ˆ

0 2
´1 0

˙ˆ

x
y

˙

“ A

ˆ

x
y

˙

.

La matrice A ha autovalori ˘i
?

2, dunque il sistema loneare è stabile, tuttavia questo non
da alcuna informazione sulla stabilità dell’equazione originaria. Per investigare la stabilit

a di quest’ultima si consideri la funzione F px, yq “ x2

2 ` y
2. Data una qualunque soluzione

pxptq, yptqq del sistema non lineare si ha

d

dt
F pxptq, yptqq “ xp2y ´ 3x3q ` 2yp´x´ 3y3q “ ´3x4 ´ 6y4 ď 0.

Poichè F ha superfici di livello compatte, ne segue che F è una funzione di Lyapunov e
quindi zero è un punto di equilibrio asintoticamente stabile.

2. La soluzione generale dell’equazione lineare è ypxq “ aex ` be´x. Per concludere basta
trovare una soluzione particolare. È facile verificare che ypxq “ ´x

2 e
´x è soluzione, quindi

la soluzione generale è data da

ypxq “ aex ` be´x ´
x

2
e´x.

In alternative si ponga ξ “ py, y1q e si scriva il sistema come

ξ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

ξ ` e2e
´x “: Aξ ` e2e

´x

che ha soluzione

ξpxq “ eAxξ0 `

ż x

0

eApx´yqe2e
´ydy.

Poichè A2 “ 1 è facile verificare che

eAx “

ˆ

coshx sinhx
sinhx coshx

˙

si può concludere calcolando l’ integrale.

3. Si noti che A “ tpx, yq P R2 : y P p0, 1q, x P p0, y1{pqu e

ż 1

0

dy y´α
ż y1{p

0

dx “

ż 1

0

dy y´α`1{p.

L’ultimo integrale è finito solo se α ă 1` 1
p . In tal caso, per Fubini, si ha

ż

A

x´αdxdy “

ż 1

0

dy y´α`1{p “
p

1` p´ αp
.

Ovviamente si poteva anche integrare prima in x e poi in y, ma il conto veniva un poco
più complicato.

4. Si noti che
n “ rpBxgq

2 ` pBygq
2 ` 1s´

1
2 p´Bxg,´Byg, 1q.
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Dunque
ż

Σ

xf, ny dS “

ż

r0,1s2
dxdy rpBxgq

2 ` pBygq
2 ` 1s

1
2 xf, ny ˝G

“

ż

r0,1s2
dxdy xf ˝Gpx, yq, p´Bxgpx, yq,´Bygpx, yq, 1qy.

D’altro canto
ż

Σ

ω “

ż

r0,1s2
dxdy f1 ˝Gdx2 ^ dx3pBxG, ByGq ´ f2 ˝Gdx1 ^ dx3pBxG, ByGq

`

ż

r0,1s2
dxdy f3 ˝Gdx1 ^ dx2pBxG, ByGq

“

ż

r0,1s2
dxdy f1 ˝G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 1
Bxg Byg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ f2 ˝G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0
Bxg Byg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` f3 ˝G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0
0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż

r0,1s2
dxdy xf ˝G, p´Bxg,´Byg, 1qy.

5. Se y è una funzione periodica di periodo 2π. Allora i coefficienti di y1 sono ikŷk, dove ŷk
sono i coefficienti di Fourier di y; inoltre, per ogni a ą 0, detta yaptq “ ypt´ aq, si ha

ypyaqk “
1

2π

ż 2π

0

ypt´ aqe´iktdt “
e´ika

2π

ż 2π´a

´a

yptqe´iktdt “ e´ikaŷk.

Ne segue che se y soddisfa l’equazione i suoi coefficienti di Fourier devono soddisfare

”

ik ` e´ikπ{2 ´ e´ikπ
ı

ŷk “
1

2
pδk,´1 ` δk,1q.

Si noti che il coefficiente in parentesi quadre è diverso da zero per tutti i k ‰ 0. Ne segue
che ŷk “ 0 per tutti i |k| ą 1. Infine

ŷ1 “
1

2
; y´1 “

1

2
.

Ne segue the la soluzione è data da

yptq “ a` cos t

per ogni a P R.

6. Chiamando f̂k i coefficienti di Fourier si ha, per k ‰ 0,

f̂k “
1

4

ż 1

´1

e´iπkx{2fpxq dx “
1

4

ż 1

0

e´iπkx{2fpxq dx`
1

4

ż 1

0

eiπkx{2fpxq dx

“
1

2

ż 1

0

cospkπx{2qp1´ xq dx “
1

kπ

ż 1

0

sinpkπx{2q dx

“ ´
2

k2π2
rcospkπ{2q ´ 1s “

2

k2π2

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 if k “ 4j ‰ 0

1 if k “ 4j ` 1

2 if k “ 4j ` 2

1 if k “ 4j ` 3

mentre f̂0 “
1
4 .
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