Calcolo 11

Esame del 9/02/2018

Cognome.......................... Nome.....ooooovvinnn,

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 5 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Dato it sistema di equazioni differenziali

r' =2y — 223
/

y' = —x -3y’

si studi prima la stablilita lineare dell’origine; quindi la stabilita dell’origine trovando una
eventuale funzione di Lyapunov (suggerimento: si provi con polinomi).

2. Si determini la soluzione generale dell’equazione

—x

3. Dire per quali valori di «,p > 0 la funzione y~* & integrabile sull’insieme A = {(x,y)

x € (0,1),y € (aP,1)}. Per tali valori si calcoli
J y~ “dxdy.
A

4. Sia ¥ < R? la superficie determinata dal grafico di G(z,y) = (z,y,9(x,y)) definita su
Q= {(z,y) eR? : z€[0,1],y € [0,1]}. Si mostri che, per ogni funzione f € C°(R3,R?),

L<f’ m d5 = L .

w = fldIQ A drs — deJ?l A drs + f3d$1 A dxg.

dove n ¢ la normale a ¥ e

5. Si trovino le soluzioni differenziabili e di periodo 27 dell’equazione

y'(t) +y(t —m/2) —y(t — m) = cost.

6. Sia f una funzione pari di periodo 4 tale che f(x) = 1 — x per x € [0,1] e f(z) = 0 per
x € [1,2]. Si determini la serie di Fourier.




Soluzione

! 0 2\ [z x
(y> - (1 0) (y) - (y>
La matrice A ha autovalori +iy/2, dunque il sistema loneare ¢ stabile, tuttavia questo non
da alcuna informazione sulla stabilita dell’equazione originaria. Per investigare la stabilit

. Il sistema linearizzato ¢

a di quest’ultima si consideri la funzione F(z,y) = % + 2. Data una qualunque soluzione
(z(t),y(t)) del sistema non lineare si ha

d
aF(x(t),y(t)) =x(2y — 3:103) +2y(—x — 3y3) = 3z —6y* <0.

Poiche F' ha superfici di livello compatte, ne segue che F' & una funzione di Lyapunov e
quindi zero & un punto di equilibrio asintoticamente stabile.

. La soluzione generale dell’equazione lineare & y(z) = ae® + be™ . Per concludere basta
trovare una soluzione particolare. E facile verificare che y(z) = —5e™* ¢ soluzione, quindi
la soluzione generale ¢ data da

y(x) = ae® + be” " — ge*‘/”.

In alternative si ponga & = (y,y’) e si scriva il sistema come

0 1 - —
5/—(1 O)§+626 =: A + ege

che ha soluzione

X
£(z) = e + J ATV ene Y dy.
0

Poiche A? =1 & facile verificare che

Az coshx sinhz
et =",
sinhx coshz

si puo concludere calcolando 1’ integrale.

. Sinoti che A = {(z,y) e R? : ye (0,1),z€ (0,y"/?)} e

1 yt/r 1
J dyyfo‘f dx :J dyy—otp.
0 0 0

L’ultimo integrale & finito solo se @ < 1 + %. In tal caso, per Fubini, si ha
! P
J x~ “dzdy :f dyy ottr = — 2
A 0 I+p—ap

Ovviamente si poteva anche integrare prima in x e poi in y, ma il conto veniva un poco
piu complicato.

. Si noti che .



Dunque
J2<f7 ny dS = J[o . dady [(0.9) + (0y9) + 1]2(f,n) o G
- J[O,l]z dxdy{f o G(z,y), (—0.9(x,y), —0yg(x,y),1)).
D’altro canto
L W= f[o " dzdy fi o Gdxy A dz3(0:G, 0yG) — fo 0 Gdxy A das(0,G,0yG)

+ f dzdy f3 0 Gdx1 A dxe(0:G, 0yG)
[0,1]2

0 1
= dxd oG
£071]2 yfl ‘axg ayg

= J[ | dady {f o G, (=029, —0yg,1)).
0,1]2

0

1
—J2oC 029 ayg

+fSOG‘1 O'

0 1

5. Se y ¢ una funzione periodica di periodo 2w. Allora i coefficienti di 4’ sono kg, dove g
sono i coefficienti di Fourier di y; inoltre, per ogni a > 0, detta y,(t) = y(t — a), si ha

— 1 2m . —ika 2T —a
(Ya) g y(t — a)e_””dt ¢ f

= — t)e Ftdt = e~ Ry,
o7 ), o ), y(t) Yk

Ne segue che se y soddisfa I’equazione i suoi coefficienti di Fourier devono soddisfare

Si noti che il coefficiente in parentesi quadre ¢ diverso da zero per tutti i £ # 0. Ne segue
che g = 0 per tutti i |k| > 1. Infine

Ne segue the la soluzione ¢ data da
y(t) = a + cost
per ogni a € R.
6. Chiamando fk i coefficienti di Fourier si ha, per k # 0,

1

R e 1t . 1 (.
fk _ 7J‘ e—zﬂ-kx/2f(x) dr = 7J e—z-rrkm/2f(x) dz + 7J ezrrk.r/Qf(x) dz
4 —1 4 0 4 0

1 1
%L cos(kmx/2)(1 —x)dx = %L sin(kwx/2) dx

0 ifk=4j#0

2 |1 ifk=4j+1
- km/2) = 1] =

123 [cos(km/2) — 1] k2n2 |2 ifk=45+2

1 ifk=45+3

mentre fo = i.



