INTEGRALI IN PIU VARIABILI

CARLANGELO LIVERANI

Questa nota intende dare alcune informazioni di base sulla teoria della inte-
grazione in piu variabili. Lo scopo € di presentare la teoria nel modo piu semplice
possibile in modo da permettere 1'uso della integrazione in alcuni casi semplici senza
dovere sviluppare tutta la teoria generale.

1. INTEGRAZIONE SU DOMINI REGOLARI

In una dimensione il dominio di un integrale € sempre un intervallo, in piu
dimensioni la geometria ¢ molto pit complessa ed esistono un mucchio di forme
possibili. Qui ci limiteremo al caso pitt semplice.

Definitione 1.1. Un aperto D C R? ¢ detto un dominio elementare se: a) ¢
limitato; b) d = 1 e D & un intervallo; ¢) d > 1, esiste un dominio elementare
D' C Rt ke {l,...,d} e due funzioni f,g € C*(R¥~1 R) tali che

D={zeR? : Z:=(x1,..., %6 1,Ths1,-..,2q) € D', z € (9(7), £(T))}.

Un dominio regolare & un insieme D = U;D; dove {D;} é una collezione finita di
insiemi elementari disgiunti.

Dato un punto z € R? definiamo il cubo di lato r come
Car(@)={y €R? : [ly — 2l < r/2},
dove ||z||¢= := SUD;e(1,....d} | 2]

Definitione 1.2. Data una funzione p € C*(R% R) e un insieme limitato D se
esistono i due limiti

: kN —a _ +
B Y ()t st
kez?
Cd,l/n(%)mD7£®

. EN g e
D S O
kez?
Caa/n(E)CD

e sono uguali, allora definiamo lintegrale (di Riemann) di ¢ su D come

/ p(x)dx := lim S, (¢).
D

n—oo
Il prossimo lemma mostra che integrale & ben definito su una vasta classe di
insiemi.
Lemma 1.3. Se ¢ € C'(R%,R) e D C R? & un dominio elementare allora [, o(x)dx

e ben definito.
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Proof. Poiche D ¢ limitato, per definizione esiste un L € Ry tale che D C Cy 1(0).
Poiche ¢ ¢ continua esite M tale che

(1.2) lellercaro)y = sup [e@)[+ sup |[[Vo(z)|| < M.
a:ECd,L(O) Zecd,L(O)

Sia,

(1.3) 0-(D) ={k €Z* : Cy.(ke)NOD # 0},

questi sono i cubetti che intersecano la frontiera di D. Si noti che

Yo ekt = Y plke)et < D fp(ke)le?

(1.4) kezd kez? ked. (D)
Ca,c(ke)ND#0 Ca,-(ke)CD
<M § ed.

ked. (D)

Dobbiamo quindi stimare la cardinalita di 9:(D). Vogliamo mostrare per induzione
sul numero di dimensioni che per ogni D C R? elementare esiste una costante C
tale che, per ogni € > 0, #0-(D) < Csd_lﬂ

Se d =1 allora D & un intervallo e la frontiera consiste di due punti quindi d.(D)
consistera al massimo di due elementi. Dunque 'affermazione ¢ vera con C' = 2.
Supponiamo che sia vera per d. Allora, dato D € R%*!, eventualmente permutando
I’ordine delle coordinate, abbiamo

D={zeRM™ : (x,...,2q) €D, 2441 € (g(x1,...,2q), f(21,...,24))}.
Esercizio 1.4. Si mostri che 0D = D1 U Dy U D3, dove

Dy ={z e R™ : (z,...,24) €0D’, z441 € (9(x1,...,2q), f(z1,...,24))}

Dy ={(z1,...,2q,9(x1,...,2q)) : (x1,...,24) € D'}

D3 ={(z1,...,2a, f(21,...,24)) : (x1,...,24) € D'}.

Dunque, ricordando la definizione ,

3
10-(D) < Y #{k € Z™" : Cyo(ke) N Dy # 0},
=1
Esercizio 1.5. Sia definita la proiezione w(x1,...,x441) = (z1,...,24). Si veri-

fichi che m(Cyt1,6(x)) = Cae(n(z)) e che (D) = 0D'.

Per I'esercizio[L.5]si ha che, se Cay1,c(ke) N Dy # 0, allora Cy o ((k)e) NOD’ # 0.
D’altro canto, per ogni k € [—Le™!, Le*]* N Z* esistono solo e ' L interi kqy1 tali
che (k,kqy1) € [~Le™!, Le7 191 N Z9+1. Ne segue che, per I'ipotesi induttiva,

#H{k € Z . Cyyro(ke)N Dy # 0y <e 'Lt{k € 29 : Cy.(ke)NOD' # 0}
= e 'L89. D' < Ce7.

IDato un insieme discreto A, con #A intendiamo la cardinalita di A, ovvero il numero dei suoi
elementi.
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D’altro canto per ogni x € Cq . (ck),

9(0) ~ g(ei)| =| [ Grotea + (1= Dbyt

(1.5)

1
/ (Vg(te + (1 —t)ek),z — 5k>dt‘ < lgllcre-
0

Questo significa che, per ogni k € Z%, I'insieme
{k = (/_f, kd+1) S RdJrl : Cd’s(k€) N Doy # @}

puo counsistere al piu ||g||cr elementi. Lo stesso argomento vale per D3, dunque
esiste una costante C7 > 0 tale che

3
> 8k € 2 1 Cyc(ke)NDy # 0} < Cit{k € Z¢ : Cyc(ke)ND' # 0} < CyLe*
=2

il che conclude I'induzione.
Ne segue che possiamo continuare la stima in (1.4)) e scrivere

Z p(ke)e? — Z o(ke)e?| < Ce.

kez? kezd
Ca,e(ke)ND#D Cq,e(ke)CD

Questo implica, ponendo € = %, che se uno dei due limiti esiste anche ’altro esiste
e sono uguali. Rimane da dimostrare ’esistenza
Cominciamo col confrontare S, (¢) con S,,,(¢), per ogni p € N:

_ kN _4 _ kp+j\ _4 _
SAOEEED SN o FEUE D DD DI o) P
kez? Je{l,...p}¢ kezd
Cd‘l/pn(p%)CD Cdyl/pn(kar])CD

o
Argomentando come in (|1.5)) abbiamo

(5) o ()l= e
pn n

Dunque

: A -
SACEND SR DR () Pt B
je{l,..p}¢ kezd
Ca,1/pn (532 )CD

pn

Si noti che se Cy 1/, (£) C D, allora Cy1/pn (k“j) C Cyin (£) C D per ogni

pn
je{l,...p}%e
Ujett,..p34Ca1/pm = m'
Quindi
|5 (9) = Spu(o)| < €[S, (1) = Sy ()| + Cn7t < Cn7h
Da questo segue che per ogni n,m € N, m > n,

|55 () = Si(@)| <1597 (©) = S (@) + [Sran(0) = Spu(i0)] < Cn™h
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Dunque S, () & una successione di Cauchy e quindi ha limite, e questo conclude
la dimostrazione. [l

Se avete capito la dimostrazione precedente allora potete facilmente risolvere i
seguenti esercizi.

Esercizio 1.6. Si mostri che per ogni ¢ € C' e regione regolare D, l'integrale
Jp e(x)dx & ben definito.

Esercizio 1.7. Dato f,a € R?, e L € Ry. Si consideri l'insieme A = {x € R? :
(x—a,0) =0, ||z| < L}. Si mostri che [, 1dx = 0.

Esercizio 1.8. Sia D C R? tale che 0D ¢ contenuto nella unione finita di insiemi
A; definiti come nell’esercizio . Si mostri che, per ogni ¢ € C*, ngo e ben
definito.

2. FUBINI (VERSIONE BABY)

La prima cosa che vogliamo fare con gli integrali e calcolarli. Uno strumento
fondamentale per farlo ¢ il seguente.

Teorema 2.1. Dato un dominio elementare
D={zeR?: z:=(x1,...,0q1) €D, xq € (9(), f(T))}
e p € Ct abbiamo

f(z1,,ma-1)
/ p(r)dry - xqg = dry - xg_1 / p(z)drq|
D D’ g(r1,-'-7rd—1)

Proof. Prima di tutto occorre verificate che la parte di destra dell’enunciato & ben
definita.
Esercizio 2.2. Data la funzione

flz1,wa—1)

Y1, Ta-1) =/ p(x)dag

g(z1,,2a—1)

si mostri che 1 € Ct.

Ponendo, per Z € D' e r € R4, definiamo
(@, r)={kq €R : kgr € (g(T) +r/2, f(Z) —7/2)}.
Allora,

_ k,k |-
sie= Y > (B e
kezdt ks€X(kn—1,n)
Ca—1,1/n(E)CD’

n

Visto che la nostra definizione di integrale in una dimensione corrisponde all’integrale
di Riemann, abbiamo

pEny - Y so((kj)) < on .

ka€X(kn—1,n)

Il Lemma segue dalla definizione di integrale. [
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3. VOLUMI E MATRICI

L’integrale ci permette di definire il volume di una regione regolare come
(3.1) Vol(D) = / dx.
D

Esercizio 3.1. Si mostri che Vol(Cy,,(z)) = r<.

Esercizio 3.2. Si mostri, dati due domini regolari Dy, Dy con interno disgiunto,

VOI(Dl U DQ) = VOl(Dl) + VOI(DQ)

La nostra definizione di volume ha quindi le proprieta a cui siamo abituati.
Dati [ + 1 vettori a,vy,...,v € R%, | < d, definiamo il parallelepipedo

l
(32) Pd(a,vl,. .. ,Ul) = {a+2)\ivi D VNS (071)} .
=1

Esercizio 3.3. Si verifichi che per d = 1,2,3 la definizione (3.2)) corrisponde a
quella che ci hanno insegnato alle elementari.

Esercizio 3.4. Si mostri che se l < d allora Vol(P%(a,vy,...,v;)) = 0.
Esercizio 3.5. Si mostri che per {a;}{_, C R, Vol(P4(0,aze1,...,ae;)) = H;izl |ag].

Il prossimo lemma mostra che la nostra definizione € invariante per traslazione,
come ci aspetteremmo intuitivamente.

Lemma 3.6. Sia Q un insieme regolare e a € R™. Si definisca il traslato di ):
Qa)={veR? : v—acQ}. Allora
Vol(2) = Vol(Q(a)).

Proof. Si definisca a® = n=!([na1],..., [naq]). La prima cosa rilevante & che se
Cyn-1(n~tk) C Q allora Cy,,—1(n 'k + a™) N Q(a) # 0. Infatti, per definizione,
Can-1(n"'k + a) C Q(a). Poiche, per costruzione, [la — a™[s~ < L1, ne segue
che n™ 'k + a™ € Cy -1 (n" 'k + a) e dunque Cy -1 (R 1k + a™) N Q(a) # 0. Con
un ragionamento analogo si puo dimostrare che se Cd;nfl(n_lk) C Q(a) allora
Can-1(n" 1k —a)NQ# 0. Quindi

Z n¢ < Z n~¢
kez* kez?
Caorm(B)eR  Caayu(E)nar0
che, prendendo il limite per n — oo, implica
Vol(2) < Vol(Q(a)).
Scambiando il ruolo dei due insiemi segue 1'uguaglianza. ]

Il prossimo Teorema & piuttosto sorprendente in quanto connette un concetto
puramente geometrico (volume) con uno puramente algebrico (determinante).

Teorema 3.7. Dati d vettori vy, ...,vq € RY, definiamo la matrice
A(vy,...,vq) = (111 Ud).

Allora
Vol(P4(0,v1,...,vq)) = |det(A(vy, ..., vq))].
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Proof. Sinoti che se i vettori vy, ...,vy € R? sono linearmente dipendenti allora es-
iste w € R? tale che (v;, w) = 0 per ogni 4. Ma allora il Teorema segue dall’esercizio
e dalle proprieta del determinante. Da ora in poi assumiamo quindi che i vettori

v1,...,vq € R? siano linearmente indipendenti.
In nostro obiettivo e di costruire un parallelepipedo rettangolo con le facce paral-
lele agli assi e con lo stesso volume di P¥(0,v1,...,vq). Otterremo questo risultato

modificando gradualmente il parallelepipedo in modo da rendere i vettori che lo
definiscono sempre piu paralleli agli assi.

Dato k € {1,...,d} si noti che deve esistere almeno un ¢ € {1,...,d} per cui
(ek, v;) # 0, altrimenti i vettori {v;} sarebbero linearmente dipendenti.
(vj,er)

Si consideri un indice j # ¢ e si definisca w = aw; +vj, o = — Si noti che

(vier)
(w, er) = 0. Inoltre sia w € span{v;,v;}, un vettore unitario perpendicolare a w
e tale che (w,v;) > OE|

Il nostro primo passo e di costruire un nuovo parallelepipedo, con lo stesso volume
di quello originario, in cui v; € sostituto da w (che, essendo perpendicolare a ey, &
orientato un poco meglio rispetto agli assi).

Ovviamente se a = 0, allora non c’¢ nulla da fare. Possiamo quindi restringerci
al caso a # 0.

Si supponga a > 0. Definiamo

d
o {ZAW’“ F Ak € (0,1, (Dravi £ Ay - avi ') < 0}
k=1

T={v+v : veT}
Il punto della precedente definizione & che
(3.3) (P0,v1,...,0a) \T)UT = P (av1,v1,...,0j_1,W, 011, ... Va).
Infatti, se v = ZZ:1 AV € T allora
0> (wh, (i —a)vi+Ajv;) = (w, (i —a)vi+X\j(w—av)) = [Ni—(14+N\;)al{(w™, v;)
which is equivalent to \; < (14 A;)a. Quindi, se v € P4(0,v1,...,vq4) \ T, abbiamo
v = av; + Z Akvr + (A — (1 + Xj)alv; + Ajw.
kA{i,j}
D’altro canto se v € T,
v+v; = av; + Z At + L4+ X — (1 = Xj)a]v; + Ajw.
k#{i,j}
Si noti che, per un A; fisso, se v € T', allora \; — (1 + Aj)a € [0,1 — (1 + Aj)al,

mentre nell’altro caso 1+ A; — (1 — Aj)a € [1,1 — (1 4+ Aj)a]. L’equazione (3.3)
segue.

Esercizio 3.8. Se i conti algebrici precedenti vi hanno confuso e non capiste che sta
succedendo, considerate il caso d =11 = 1,7 = 2 e fate dei disegni corrispondenti
a tutte le quantita e operazioni definite sopra.

Esercizio 3.9. Dimostrate la (3.3) nel caso a < 0.

25i noti che se <wJ-, v;) = 0 allora v; deve essere proporzionale a w, ma questo non & possibile
visto che (eg, v;) # 0, per ipotesi, mentre (w,ex) = 0.
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Esercizio 3.10. Si verifichi che T e T sono insiemi regolari.

Poiche per ’Esercizio e il Lemma Vol(T') = Vol(T), P'equazione (3.3)

implica, ponendo vj(-l) = w,

Vol(P4(0, vy, ...,vq)) = Vol(P%(0,v1,. .. Vi1, vj(.l), Vit1,---Vd))-
Poiche la scelta di j era arbitraria, ne segue che
Vol(P4(0, vy, ..., v4)) = Vol(PY(0,0{", ... vi)),
dove (vl(l), ex) =0 perongil#£ie ’UEl) = v;.

Si noti che anche k era arbitrario. Supponiamo che si fosse scelto £ = 1, e
(1)
v

chiamiamo il corrispondete 4, i;. Consideriamo ora k = 2. Se (v, /,e3) = 0 per

ogni i # i1 questo implica che i d — 1 vettori {vz( )}i;éil sono perpendicolari sia
a e che a ey, ma allora non possono essere linearmente indipendenti, contraria-

(21), e2) # 0 e applicare il

mente all'ipotesi. Possiamo quindi scegliere i tale che (v;

ragionamento precedente. In tal modo otteniamo nuovi vettori vl(z) tali che

Vol(P(0, 01, .. va)) = VOl (P00, 0i?),
(2)

e che sono tutti perpendicolari a e, ez a parte v;;” che non ¢ perpendicolare a e;

2 R . . . . .
e vi(l) che non ¢ perpendicolare a e;. Continuando in questa maniera si ottengono

vettori Ul(d) e indici 7; tali che

VI P!(0, 01, ) = VoI(P(0, 0", ),

(d)

dove (vil ,er) = 0 per tutti i k # I. Ne segue che vz(ld) = Bie; per qualche numero

0;. Finalmente possiamo concludere: 1’Esercizio [3.5| implica

d
Vol(P4(0,v1,...,va)) = Vol(PU(0, ..., u§")) = T] 181
=1

B 0 ... 0
0 B ... 0

— |det S z‘det<v§d) Uc(zd))“
0 0 ... B

L’ultimo passo € notare che i cambiamenti di parallelogrammi che abbiamo fatto
consistono tutti nel sostituire due vettori v;, v; coi vettori v;, av; +v;, ma sommare
ad una riga un multiplo dell’altra non cambia il determinante, e questo conclude il
Teorema. O

4. CAMBIO DI VARIABILI

In una dimensione ¢ molto utile la possibilita di cambiare variabile di inte-
grazione. E’ quindi naturale chiedersi se si puo fare una cosa simile per integrali in
piu dimensioni. La risposta & affermativa come spiegato dal prossimo teorema.

Teorema 4.1. Sia D un dominio regolare e ¢ € Ci(Rd,R). Sia ¢ € C*(R%,RY),
invertibile, e sia D un dominio regolare tale che (D) = D, allora

| o= [ ¢ovlaetn
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Proof. Si ricordi che

k
/ ¢ = lim Z %) (> n=d.
D n—oo n
kez?
Caa/m(E)CD

Il primo passo ¢ studiare la forma di ¥ =(Cy1/p (%))
Esercizio 4.2. Si mostri che, per ogni ¢ € C', z € R er € Ry, ¢(Cur(2)) ¢ un
dominio regolare.

Si noti che se z € Cy - (2), ovvero ||z — z||g < 7, allora
[071(2) = [0 (@) + Dt (2 = 2)] [ oo < 07 2.
E quindi naturale definire la trasformazione affine L, : R — R? come
Lo(v) = ¢~ () + Dy~ (2 — x).
Esercizio 4.3. Si mostri che esiste C > 0 tale che, per ogni z € R% e r € (0,1),
L:(Car-cr2(2)) C Y (Car(2)) C Lo(Caryore(2)-
Dall’Esercizio e dal Teorema segue che, se r < C_1E|
Vol(¢p=1(Cy.r(2))) < Vol(L.(Cyr—cr2(2)) _ |det(D,y~H)|(r + Cr?)d
Vol(L.(Cyr—cr2(2)) = VOl(L:(Cyr—cr2(2))  |det(D.yp=1)|(r — Cr?)d
_ 8 * g:;j < (14 Cr)*(1+207)? < %7
Esercizio 4.4. Si dimostri che
Vol(yp~! (Ca.r(2)))
Vol(L:(Ca,rtcr2(2))

Z 6—307’-

Dunque

VoIl (Cans () = e VO Ca -2 ()

< 397 | det(Dyp ) e

e, analogamente,
Vo4~ (Can-1(2))) 2 e=*" | det(Doa .

Possiamo quindi scrivere, ponendo z; = ¢(n~1k), per qualche costante Cj,

ol (¢t k
D <k> S ¢O¢(Zk)v 1= (Car(3))) < Ot

det(D k11
kez? " kezs | det( %w )
Cd,l/n(%)CD Cd.l/n(%)CD
Per concludere si noti che, per il teorema della funzione inversa,
[det(Dryp™ )] ™" = det D, v.

3Nella penultima uguaglianza abbiamo usato che, per x € (0,1), (1—z)~! < 1+2z e nell’ultima
uguaglianza il fatto che 1 4+ z < e®.
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Esercizio 4.5. Se Q C R? ¢ un dominio regolare di diametro inferiore ar, g € C*
ez €2 allora

| stariz ~ g(a) Vom)\ < llgller Vol(€).

Ma allora dagli Esercizi e dal fatto che ¢ o1)| det(D)| € C! per ipotesi,
segue che

Vol( (Car(£)))
[det(Dx )

@ o(zk)

B / ( (k))goow(xﬂdet(waﬂdx S Ozn_d_l
Pt Ca,r o

per qualche costante Cy. Ma allora

k
S o(B)nt- [ ooutdenaiis < oo
Canrn(E)eD

per qualche costante Cs, e questo conclude la dimostrazione prendendo il limite per
n — 0. (]
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