NORME E PRODOTTI SCALARI

CARLANGELO LIVERANI

1. SPAZI VETTORIALI NORMATI

Assumo che sappiate cosa ¢ una spazio vettoriale' Il primo concetto che vor-
remmo introdurre ¢ quello di lunghezza di un vettore: la norma. Dato uno spazio
vettoriale V su un campo K (siano i complessi o i reali) una norma & una funzione
II- 1] : V= Ry con le seguenti proprieta

1) |lvl=0=v=0

(2) |M|| = |Alllv|| per ognive Ve de K

(3) llv+wll < vl + [|w]| per ogni v, w € V.
Data una norma é naturale definire la distanza tra due vettori z,y € V come
d(z,y) = ||z —yll.
Problem 1.1. Si verifichi che d soddisfa la disuguaglianza triangolare.
Problem 1.2. Si mostri che per ogni a,b € R et € [0,1] si ha

eta—f—(l—t)b < te® + (1 _ t)eb7

ovvero €* ¢ una funzione convessa.

Theorem 1.3 (Hélder inequality). Si verifichi che, per ognin € N e p € (1,00),
1

se definiamo, per x € R", ||z||, = {Z:L:I |xi|p] " allora

Z TiYi
i=1

< lzllplyllq

1,1 _
dove;—i—a—l.

Proof. Si supponga che ||z|, = |ly|l; = 1 dove zl) + % = 1. Allora, per la convessita
dell’esponenziale,

n
1 P4l |a 1 o1 |a
E TiYi| < § || |ys| = E ev Il Inlul® < E —emlil” 4 Zetnlvil
i=1 i=1 i=1 i1 P a

n
1 1 1 1 1 1
=3 el = el + oyl ==+ =1
P q p q P q
Questo implica che per ogni x,y € R™ si ha

Zﬂciyi
i=1

< llzllpllyllq-

Date: April 12, 2022.
1Se non lo sapete guardate su un libro di algebra, oppure, se vi basta una idea superficiale,
vedete wikipedia.
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Theorem 1.4. Si verifichi che, per ognin € N e p € (1,00), se definiamo, per
1
zeR”, |z|, = [Z?:l |xi|p] " allora || - ||, ¢ una norma.

Proof. L’unica cosa non ovvia e la disugauglianza triangolare. Si supponga che
z,y € R? allora se ||z + y||, = 0 la disuguaglianza & ovvia, altrimenti

n n
S s+ wilP <3 Jaal s+ Pyl gl

i=1 i=1

Per la disuguaglianza di Holder si ha

n n % n é n % n %
Z i + " < lz B lz |z +ys| PV 4+ Z |y¢|p] lz |z; + in(pl)q]
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1
n q
= {llzillp + lyllp} [Z i + il
i=1
1
dividento ambo i membri per [Y 1, |z; + y;|P]¢ si ha il risultato voluto. O

Problem 1.5. Si verifichi che se definiamo, per x € R™, ||z||c = supi_, |x;| allora
I lloo € una norma.

Problem 1.6. Si verifichi che se definiamo, per x € R™, ||z|1 = Y., |z allora
|- ll1 é una norma.

Problem 1.7. Si verifichi che tutte le affermazioni precedenti sono valide anche
in C".

2. PITAGORA

Un teorema fondamentale in geometria che abbiamo imparato da piccoli e il
teorema di Pitagora per i triangoli rettangoli. Sarebbe bello avere un teorema del
genere su spazi vettoriali astratti ma ci scontriamo con un problema di base: cosa
¢ (in astratto) un triangolo rettangolo e, pil in generale, cosa & un angolo?

La cosa non ¢ ovvia. Il promo passo sarebbe se riuscissimo a dire cosa ¢ un
triangolo rettangolo senza fare riferimento agli angoli.

Dati z,% € R? un poco di geometria mostra che il triangolo di vertici 0,z,y &
rettangolo solo se ||z —y||2 = ||z +y||2 (ovvero le diagonali del quadrilatero di vertici
0,z,x+y,y sono lunghe uguali). Possiamo quindi decidere che il triangolo di vertici
0, 2,y in uno spazio vettoriale normato & rettangolo se e solo se ||z — y|| = ||z + y||.
Questo ci ricorda un altro teorema che abbiamo imparato da piccoli (anche se meno
famoso), il teorema del parallelogrammo.

Definition 1. Dato un spazio vettoriale normato V sui reali o i complessi si dice
che la norma soddisfa la regola del parallelogrammo se, per ogni x,y € V

2llzll* +2lly1* = llz = ylI* + = + y)*.



NORME E PRODOTTI SCALARI 3

Problem 2.1. In R? il teorema di Pitagora e quello del parallelogrammo sono
equivalenti.’

Ne segue che il teorema di Pitagora ¢ valido in astratto solo se la norma sod-
disfa la regola del parallelogramma. Ma se Pitagora ¢ valido possiamo definire la
proiezione ortogonale e quindi il prodotto scalare. Un poco di geometria mostra
che un buon candiato per un prodotto scalare reale &

_ Nz +yl? — e —yl?

2.1) (z,1) ,

Certo, a prima vista la regola sembra strana ma risulta pitu naturale di quello che
sembra,

Lemma 2.2. I prodotto scalare (2.1) é simmetrico e bilineare.

Proof. La simmetria & ovvia. Vediamo la linearita. Dati z,y,z € V vogliamo
dimostrare che

(x+y,2) = (,2) + (y,2).

A questo scopo notiamo che
(2.9) lz+y+2l° = —llo + 2 =yl + 2]z + 2I* + 2[|y])*
Iz +y + 2lI* = =lly + 2 — @[|* + 2lly + 2I|* + 2.

Facendo la media e sostituendo z con —z si ha

1 1
lz+y+ 2l —llz+y =2l = —5llz+ 2 = yll* = Sy + 2 —2* + o + 2[*

1 1
+lly+ 2l + 5l =2 =yl + 5lly — 2 = 2l* = o = 2" — ly — =/
= |l +2|* = fle = 21* + lly + 2[* — lly — 2>
da cui (2.2) segue per definizione. O
Si noti che il Lemma precedente implica che per ogni p € N

(pz,y) = p(z,y).
Da cui seque che p(%x, y) = (x,y). Inoltre 0 = (0,y) = (z,y) + (—z,y) da cui segue
(—z,y) = —(z,y). Unendo tutte queste considerazioni si ha che (\z,y) = Az, y)
per ogni z,y € Ve A € Q. La proprieta che per ogni z,y € Ve A € R

(Az,y) = Mz, y)

segue dal seguente Lemma.
Lemma 2.3. La funzione (-,-) : V> — R ¢ continua.

Proof. Si consideri una successione {x,} che converge a « € V. Allora, per ogni
yev

lon +yll =llz+y+ 20—z <z -yl + ||z — zn]

[z =yl < llzn —yll + [l — 2]

2Suggerimentzo: Si considerino i vettori x,y e sia ax la proiezione ortogonale di y su z e sia
h||lz|l2 = ||y — azx||2. Per semplicita si ponga b = 1 — a e si mostri, usando la geometria elementare,
che (a2 + 5223 = ly?ll2 (8% + h2)|2ll3 = lly — I3, (@ + D2[z]3 + A [all3 = llz + y]. Si
deduca da cio ’equivalenza.
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quindi
—llz =zl < lz =yl = [lzn —yll < |z — nl
che implica

lim (z,,y) = lim lzn +yl% = |z — yl|? B |z + y||? — ||z — |2
mnH - —

n—00 n— o0 4 4

= (z,y)-
O
Si noti inoltre che, per definizione (x,z) > 0 e (x,z) = 0 se e solo se z = 0.

D’altro canto se abbiamo una funzione simmetrica e bilineare (-,-) : V. — R, V
spazio vettoriale sul campo dei reali, tale che
(1) (x,x) >0 per ogni z € V
(2) (z,z) =0seesolosex =0
(3) (Az,y) = XMz,y) perogni \ e Rez,y €V.
allora possiamo define la funzione || - || : V — R come

(2.3) 2]l = v/{z, ).
Lemma 2.4 (Disuguaglianza di Schwarz). Per ogni x,y € V si ha
[z, p)| < ll=lllyll
Proof. Si noti che, per ogni A € R,
0 < flo+Ayll* = flz]* = 2X(z, y) + A2[ly]%,

cosa possibile solo se I’enunciato del Lemma ¢ vero. (I
Problem 2.5. Si mostri che || - || é una norma.
Problem 2.6. Si mostri che || - || soddisfa la regola del parallelogramma.

Problem 2.7. Si mostri che se la norma soddisfa la regola del parallelogramma,
allora il rettangolo di vertici 0,x,y & retto se e solo se (x,y) = 0.

Problem 2.8. Si sviluppi una teoria analoga per il caso di spazi vettoriali sul campo
dei complessi.

3. DIMENSIONI

Dato uno spazio vettoriale V su un campo K, si ricordi che un insieme di vettori
{v;} C V si dice linearmente indipendente se )", \jv; = 0, A\; € K, implica A\; = 0.
Mentre una base & un insieme di vettori {v;} C V lineramente indipendenti tali che
ogni vettore v € V si puo scrivere come v = ) . A;v; per certi \; € K.

Problem 3.1. Si mostri che i \; sono univocamente determinati.

Problem 3.2. Si mostri che se uno spazio vettoriale V ha una base che consiste
di d elementi, allora tutte le basi hanno esattamente d elementi.

Il numero di elementi di una base si dice dimensione dello sapzio V.

La prima sorpresa della teoria astratta degli spazi vettoriali & che possono avere
dimensione infinita.

Facciamo un esempio: dato un insieme A possiamo considerare I'insieme di tutte
le funzioni da A a R, denotato come R“. Date due funzioni f,g € R* possiamo
definire la somma come (f + g)(a) = f(a) + g(a), per ogni a € A e il prodotto per
uno scalare come (A- f)(a) = X f(a).
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Problem 3.3. Si verifichi che abbiamo appena definito uno spazio vettoriale.

Per ogni a € A possiamo poi definire la funzione

ea(b):{o seb#a

1 seb=ua.

Problem 3.4. Si verifichi che {eq}aca forma una base di RA.

Ne segue che se A contiene infiniti elementi, allora R4 ha dimensione infinita.
Troppo astratto? Allora consideriamo V = RN, ovvero lo spazio di tutte le

funzioni da N a R. Tali funzioni si possono scrivere come la lista (v, va, ..., U, .. .)
dove v; € R ¢ il valore che la funzione assume sull’intero ¢ € N. La struttura dello
spazio vettoriale diventa v + w = (v1 + w1, v2 + wa,...) e Av = (Avy, Avg,...).

Problem 3.5. Si verifichi che RN ¢ uno spazio vettoriale infinito dimensionale.

Problem 3.6. Si verifichi che 7 = {v € RN : Y. |uilf < oo}, p > 1, €

0 ={ve RN : sup,cy|vi| < 0o} sono spazi vettoriali.

Problem 3.7. Si verifichi, sequendo gli argomenti dei Teoremi 1.3 e 1.4, che
1

[vllp = [Zen [vil?P] 7 ¢ una norma su €7 per p > 1.
Problem 3.8. Si verifichi che ||v|loc = sup;cy |vi| € una norma su £>°.

Problem 3.9. Si verifichi che ||v||2 verifica la uguaglianza del parallelogrammo e
si seriva il corrispondente prodotto scalare.

Uno spazio normato e completo si dice di Banach, uno sapzio di Banach in cui
la norma soddisfa 'uguglianza del parallelogrammo si dice di Hilbert.

Theorem 3.10. Gli spazi fP, p > 1, sono spazi di Banach. (? ¢é uno spazio di
Hilbert.
Proof. Si noti che
vil < Jlvllp-
Ne segue che se {v,} C ¢P & una successione di Cauchy, allora ogni componente

(vn)i & una successione di Cauchy in R. Ma R & uno spazio completo, quindi esiste
¥ = limy, o (v, ). Verifichiamo che © € ¢P. Per ogni m € N si ha

m m
Dol = Jim 3 ()il <l ol < o0
i= i=

e il risultato segue prendendo il limite per m — oco. D’altro canto

[Z |0 — (Un)ip‘| Z [(vs)i — (vn)i|p]

P

[Z |v; — (’Us)ip‘| +

=

IN

p

>l - mw} + [os = vallp.
=1

IA

Per ogni ¢ > 0 esiste 7 € N tale che [uy — v,|l, < €/2 per ogni n,s > n
(poiche la successione ¢ di Chauchy). Inoltre, per ogni m esiste 5 € N tale che
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1
(> [0: = (vs)ilP]? < /2 per ogni s > 5. Quinidi, per n >n e m € Nsi ha
m b
St -] <
i=1

Prendendo il limite per m — oo, segue che ||o — v, ||, < € per ogni n > . Ovvero,
lim, o v, = . Il resto del teorema segue facilmente. (I

Problem 3.11. Si mostri il Teorema 3.10 nel caso p = oco.

4. SPAZI DUALI

Dati due spazi di Banach By, B e una funzione lineare f : By — Bs, la diremo
limitata se®

1f]l:=sup_[If(v)lls, < oo
lolls, <1

Chiameremo L(Bj, B2) U'insieme delle funzioni lineari limitate da By a Bs.
Problem 4.1. Si mostri che L(By,B2) é uno spazio lineare.

Problem 4.2. Si mostri che || - || é una norma in L(By, Bs).

Problem 4.3. Si mostri che L(By,Bs2) é uno spazio di Banach.

Problem 4.4. Si mostri che se f € L(B1,Bs) allora f é una funzione continua da
Bl a BQ.

Dato uno spazio di Banach B sui reali (o sui complessi) chiamiamo spazio duale
lo spazio B’ := L(B,R) (o L(B,C)).

Theorem 4.5. Per ogni p > 1, si ha (¢?) = 9, dove % + % =1.

Proof. Sia « € £7 allora possiamo definire f(v) =
di Holder segue

ien @iv;. Dalla disuguaglianza
[f (@) < llellqllvllp

ovvero f € (¢P). Ne segue che ||| < |lallq € £2 C (¢P)’. D’altro canto se f € (¢7)

possiamo definire o; = f(e;). Dato m € N sia

m signai|ai|Pi1 sei<m
(™) = :
0 se 1> m.

Allora,

1

oz Ml ml'“i'“ll |ai|q]q.
i=1

o™l [em N
P [Zi:l |ai|"’1}
Dall’arbitrarieta di m segue ||f|| > |lo|lq € quindi (¢P)" C ¢9. Abbaimo quindi
ottenuto che ||f|| = |lall, e () = ¢4.* O

Problem 4.6. Si mostri che (1) = (> e (£>°)" = (L.

30vviamente || - ls; € la norma dello spazio B;.

4Si noti che l'uguaglianza & nel senso che esiste una mappa lineare ¥ : £9 — (¢P)’ iniettiva e
suriettiva, tale che ||¥(a)|| = ||t||q per ogni a € £2. Ovvero i due spazi sono isomorfi come spazi
di Banach.
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