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1. MECCANICA QUANTISTICAZ UNA INTRODUZIONE ISTANTANEA E IRRITUALE

La Meccanica Quantistica e radicalmente diversa dalla meccanica classica e si
basa sui seguenti principi:*

(1) Lo spazio degli stati di un sistema ¢ la palla unitaria di uno spazio di Hilbert
sul campo dei complessi;?

(2) gli osservabili sono gli operatori Hermitiani. Dato un osservabile A i pos-
stbili risultati di una misura sono gli elementi di o(A), lo spettro di A. Se
{a;} = o(A) e {IL;} é il projettore sull’autospazio associto all’autovalore
a;, allora, nello stato 1, la probabilita di osservare il valore a; ¢ data da
(1, ;).

(3) Se si ripete la stessa misura “istantaneamente” si ottiene lo stesso risultato.

(4) la dinamica é lineare e lascia invariante la norma di uno stato. Inoltre ogni
stato & raggiungile dalla dinamica.*

(5) Dato un sistema Sy con spazio degli stati Hy e un sistera Sa con spazio degli
stati Ho, lo spazio degli stati associato al sistema S ottenuto considerando
assieme S1 e Sy & dato da H = H, ® Hy.”

Nel seguito discutiamo le conseguenze di questi principi.

2. ALCUNE SEMPLICI CONSEGUENZE DEI POSTULATI (1-5)

Prima di tutto ogni operatore Hermitiano A ¢ diagonalizzabile. Quindi, se A ¢
compatto, possiamo scriverlo come

Av = Z akﬂkw

keN

dove IT}, = I, e III1; = 11,655 e Zk II; = 1. Ne segue che se il sistema ¢ nello stato
Yy tale che Ay = aryy si ha ILjyh, = Y105k, quindi la probabilita di osservare il
valore a; ¢ data da

(1, I ) = Onj (Vn, Y1) = Oy

Dunque, in questo caso il risultato della misura ¢ a; con probabilita uno, ovvero il
risultato € deterministico.

Date: August 16, 2023.

La parola sistema & un concetto primitivo e sta a significare cid che si vuole descrivere.

2In meccanica classica lo spazio degli stati si chiama spazio delle fasi ed & R?” o, pill in generale,
un manifold simplettico.

3In meccanica classica gli osservabili sono funzioni f : R2 — R e, dato uno stato = € R2", il
risultato della misura & sempre lo stesso ed & f(x).

4In dinamica classica la dinamica ¢ data da una ODE ed ¢, in generale, non lineare.

5Nel caso calssico se R2? e R2™ sono gli spazi delle fasi di due sistemi, lo spazio delle fasi del
sistema congiunto e R2(n+m) — R2n  R2m,
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D’altro canto se in uno stato 1 il risultato di una misura ¢ sempre a;, allora deve
essere (¢, I;4) = d;x. Quindi [|[T;[|* = (TLjep, T;90) = (3, T;00) = Gz e

Y= T =Ty
J

da cui segue Ay = aillxy = aryy ovvero 1 deve essere un autovettore associato
all’autovalore ay.

Remark 2.1. Sinoti che (3) afferma che se A é un osservabile e una misura nello
stato ¢ da il risultato a € o(A), se si ripete la misura si otterra nuovamente a.
Dalle considerazioni precedenti seque che questo € possibile solo se dopo la misura
il sistema sta in un autostato associato all’autovalore a. Si noti pero che questa
analisi non spiega cosa significa che il valore della misura € a, né in cosa consista
una miusura. In particolare, non si parla dell’apparato di misura. Una analisi piu
precisa sembra quindi necessaria, vedasi la Sezione /.

3. DINAMICA

Prima di continuare a discutere di misure, occupiamoci della dinamica. Per co-
modita chiamiamo H lo spazio degli stati. Poiche la dinamica e lineare essa puo
essere rappresentata da un operatore U(t), ovvero se 1 ¢ lo stato iniziale allora
lo stato al tempo ¢ sara dato da ¢(t) = U(t)y. Ma, per ipotesi, [|U(t)y] = |9
Per polarizzazione segue che (U(t)y, U(t)y') = (,4’) per ogni stato ¢, 1’, dunque
U)*U(t) = 1.

Questo implica che (U (t)U(t)*)? = U(t)U(t)*U(t)U (t)* = U(t)U(t)* ovvero U(t)U (t)*
¢ un proiettore. Sinoti che il range di U (¢) & chiuso.® Inoltre il nucleo & {0}. Quindi,
se U(t)U(t)*v = 0, per qualche v # 0, allora deve essere che v ¢ Range(U(t)) con-
trariamente all’assunzione che ogni stato e raggiungibile. Infatti se esiste w € H
tale che v = U(t)w allora si ha la contraddizione

0=U@Ut)v = UG)UE) Ut)w = U(t)w = v # 0.

Ne segue che anche U(t)U(t)* = 1, e quindi U* ¢ l'inversa di U. Dunque, se la
dinamica ¢ differenziabile, differenziando U(t)U(t)* = 1 si ha

d d *
3.1 U U®)*+U0@) |=-U@®)| =0.
(3.1) 0| v v [ Zue)
Ponendo H(t) = ih [£U(t)] U(t)* (si noti che il fattore ih & una normalizzazione
arbitraria che introduciamo per ragioni storiche e di convenienza, non fisiche) (3.1)
implica che H* = H. Inoltre

I p(t) = ihLU (0 = HOU() = HE)(0)
che non ¢ altro che I’equazione di Schrodinger.

Si noti che deve essere U(0) = 1, poiche in un tempo nullo nulla cambia. Se
la dinamica & invariante per traslazione temporale allora significa che la dinamica
U(t) dal tempo zero al tempo & la stessa che la dinamica dal tempo s and tempo
s+ t, ovvero U(t + s) = U(t)U(s). Da cui, scambiando il ruolo di s e ¢, segue
anche U(s)U(t) = U(t)U(s). Differenziando U(t + s) = U(t)U(s) rispetto a ¢ si ha

63e {w;} & una successione nel range di U(t) che convergente a w allora esiste una successione
{v;} tale che U(t)v; = w;. Ma allora ||[v; —vj|| = [|[U(t)(vs —vj)|| = ||w; —wj|| dunque v; & Cauchy.
Detto v il limite si ha U(t)v = w, ovvero w appartiene al range di U(t).
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H(t+s)U(t+s) =HEU)U(s) = H(t)U(t+ s) ovvero H non dipende dal tempo.
Inoltre differenziando U(s)U(t) = U(t)U(s) rispetto a s e ponendo poi s = 0 si ha
HU(t) = U(t)H, ovvero [H,U(t)] = 0. Dunque H & un osservabile che commuta
con la dinamica. A che quantita fisica corrisponde? Si noti che

(), Hy(t)) = (¢, H)

ovvero si tratta di una quantitd conservata. Ma nella meccanica classica (che,
in un qualche modo deve essere il limite della meccanica quantistica per oggetti
macroscopici) abbiamo un nome per una quantitd conservata in tutti i sistemi
indipendenti dal tempo: ’energia (o, in alternativa, I’ Hamiltoniana).

4. LA MISURA E I SUOI MISTERI

L’osservazione 2.1 ci suggerisce alcune considerazioni interessanti.

Consideriamo il sistema apparato di misura + sistema allora secondo il postulato
(5) lo stato del sistema composto & descritto dal prodotto tensoriale H ®@H dove H &
lo spazio degli stati del sistema e H quello dell’ apparato. Consideriamo un apparato
di misura corrispondente all’osservabile A =, a;,P;, P;P; = 0;;P;, >, P; = 1. Per
semplicita assumiamo che Py = 1; (1, ¢). Poiche stiamo considerando quantistico
anche il sistema composto, possiamo fare una misura sull’apparato di misura (per
sapere quale ¢ stato il risultato della misura) e questo corrisponde ad un osservabile
A= Zi G,iHi, HiHj = (Sini7 Zz Hz =1.

Se al momento inziale il sistema sta nello stato ¢ e 'apparato nello stato ¥
allora il sistema composto sta nello stato ) ® ¥. Detta U(t) 'evoluzione del sistema
composto si ha che lo stato dopo la misura ¢ dato da U(t)(y ® ¥). Se apparato &
efficiente ne segue che, se 1y = 1;, allora dopo la misura 'apparato deve essere in
uno stato ¥; tale che AV, = a;¥,, visto che in questo caso il risultato della misura
deve essere sempre a;. D’altro canto se ripetiamo la misura dobbiamo ottenere
nuovamente a; e cio significa che il sistema deve essere ancora nello stato v;. Ne
segue che, per ogni 7, deve essere

(4.1) U, @ ¥ =9, @ ;.

Remark 4.1. Si noti che la (4.1) implica, giustamente, che prima della misura
Uapparato deve stare in uno stato specifico. Infatti se l’apparato potesse fare misure
partendo da due stati diversi U' # U2, si avrebbe

Uty @ (I —0%) =0
il che contraddice 'unitarieta di U.

Problem 4.2. Una domanda leggittima é se un apparato efficiente nel senso de-
scritto sopra possa esistere. Se ne descriva uno nel caso in cui H{H = R?, e

A=A= (é _01> . (suggerimento: U(t)e; ® e1 = e1 @eq, U(t)ea ® e1 = ea ® eq,
Ut)ey @ ea = e3 ®eg, U(t)ea ®ea = ea ®ey.)
La (4.1) e la linearita della evoluzione implica che se lo stato inziale del sistema
e =), ¢, siha
T =Uty U= 1)@ T,
i
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Questo non ¢ probabilmente quello che il lettore si aspettava, tuttavia non ¢ in

contradizione con i postulati. Infatti se facciamo una misura sull’apparato (ovvero

lo guardiamo) otteniamo una variabile aleatoria che da al risultato a; la probabilita
(U5 ILWY) = (5, 4 @ W) = o] = [(0, )7

come richiesto dal postulato 2.

Non esiste una contraddizione neppure con 4 in quanto per ripetere la misura
dobbiamo ri-inizializzare I’apparato (riportandolo nello stato ¥), e in questo caso
occorre scrivere da qualche parte il risultato della prima misura per fare poi un
confronto, oppure dobbiamo introdurre un nuovo apparato di misura indipendente
dal primo. Consideriamo il secondo caso che ¢ leggermente piu semplice.

Questo significa che ora gli stati del sistema sono descritti da H @ H® H e una
misura coinvolge il sistema e un apparato ma lascia indisturbato I'altro. Dunque lo
stato iniziale ¢ 1) ® ¥ ® ¥, e dopo la prima misura si ha lo stato >, ¢;1; @ ¥; @ .
Ricordando (4.1) ne segue che dopo la seconda misura si ha lo stato

Y iU,
i
Per sapere cosa € successo occore osservare i due apparati, ovvero considerare un
operatore A sullo spazio H @ H ® H tale che
AYpRV; @V; =b;9 @¥,; @ U;

dove b;; = by implica ¢ = k e j = [. Ovviamente 'intepretazione ¢ che se vediamo
il valore by; allora significa che il primo apparato ha misurato a; e il secondo a;.
Ne segue che la probabilita di osservare il valore by ; ¢ data da

2
‘<Z cithi @V @ Uy, 1@ W) (Wg| @ [W7) (W] 2051/% U, @V,)| =
2

O ethi @ U @ Wy, cphy, @ U @ Ug) | = bpacy.

K2

= Ot

Ovvero abbiamo probabilita nulla di vedere i due apparati che danno valori diversi
alla misura, come richiesto dal postulato (4), mentre la probabilita di vedere il
valore by, che corrsiponde alla misura ay, &, come deve essere, |ci|2.

Dunque i postulati (1-5) non sono contradditori, ma solamente controintuivi.

Remark 4.3. In particolare, il risultato di una misura é quello di creare uno stato
in cui il sistema e apparato sono in una precisa relazione tra di loro (entanglement,
st veda la sezione 6) ed esiste una correlazione stretta tra il risultato di una misura
sul sistema e una sull’apparato.

Alcuni interpretano l'entanglement come la creazione di universi paralleli (in-
terpretazione dei molti mondi di Everett) ma forse ¢ meglio non addentrarsi nel
tema della interpretazione della Meccanica Quantistica, argomento che rimane, a
tutt’oggi, controverso. Qui ci accontentiamo del fatto che abbiamo una descrizione
coerente, anche se bizzarra, del mondo.

Si noti che, contrariamente a quanto spesso si dice, una misura non disturba
necessariame il sistema. Per rendersene conto si consideri il caso in cui il sistema &
uno stato 1 e si consideri una misura A tale che Ay = atp. Allora, per quanto detto
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sopra, il sistema congiunto si trovera, dopo la misura, con probabilita uno nello
stato ¥ ® ¥, dove W ¢ il corrispondente autostato dell’apparato di misura. Ovvero,
I’apparato diventa entangled con lo stato, ma lo stato del sistema non cambia.
Questo & molto simile a quello che succede classicamente ove si pud misurare un
sistema senza perturbarlo.

Remark 4.4. Questo tipo di misure, in cui lo stato del sistema non cambia, sono
a volte chiamate misure non distruttive.

Rimane la stranezza del risultato probabilistico di una misura. Sull’argomento si
sono scritti flumi di inchiostro. Qui vogliamo solo notare che se abbiamo N sistemi
identici, tutti nello stesso stato 1 e li misuriamo tutti, allora lo stato finale sara
dato da

Z Ciy "'Cinh ®...®wi1 ®\Ijil ®...®\IjiN.
D1 yeesiN

Ne segue che la probabilita di avere come risultato di una misura {a;,, - ,a;}
¢ data esattamente dalla distribuzione di N variabili aleatorie identiche e indipen-
dendi con distribuzione determinata dalla probabilita |c;|? di assumere il valore a;.
In particolare, ne segue che se si considera un osservabile che misura, per esempio,
la media degli a, per N € grande, il numero di autostati ¥;, @ ---® ¥, , che danno
un risultato molto diverso da ), ¢;a; € estremamente piccolo.”

Per capire meglio quanto siano bizzarri questi entangled states si veda il semplice
esempio nella sezione 6.

5. INDETERMINAZIONE

Si considerino due operatori autoaggiunti A, B, « € C\ {0} e un insieme denso
D con D C D(AB) N D(BA) tali che, per ogni ¢ € D,

(5.1) [A, BlY = at)
Si noti che per ogni, p,¥ € D
afp,¥) = (¢, [4, BlY)) = (p(AB — BA)p) = ((B*A" — A"B")¢,¢)
(BA—AB)o, ) = —([A, B¢, v) = —a{e, ¢).
Quindi deve essere a = —a, ovvero a = ia per qualche a € R.

Remark 5.1. Si noti che (5.1) non puo accadere se H ¢ finito dimensionale.
Infatti, in tal caso, detta d = dim(H), si avrebbe

iad = Trace(ial) = Trace([A, B]) =0
ovvero a = 0, contrariamente all’ipotesi.

Se volgiamo quantificare la dispersione di una misura di un operatore autoag-
giunto A in uno stato 1 & naturale introdurre la quantita

(5.2) o) = (1, A%) — (0, Ap)® = (A — (A, )ip, A — (A, Y)o)

Un fatto importante della meccanica quantistica e il seguente principio di indeter-
minazione.

7Questo segue dalla teoria delle grandi deviazioni in probabilita.
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Theorem 5.2. Dati due operatori autoaggiunti A, B, e un insieme denso D con
D c D(AB)N D(BA) tali che, per ogni v € D,

[A, Bl = i)
st ha, per ogni stato ¥ € D,

oa(¥)op(¥) =
Proof. Dalla (5.2) e usando la disuguaglianza di Schwartz abbiamo, per ogni ¢ € D,

oa(W)?o5(¥)? = | AY — (A, ¥)¢|*[| BY — (By, ¥)v|?
|
> |

|

(A — (A, ), By — (B, p)y)|?
S((AY — (A, ), By — (B, p)p)))?
[< — (A, ), By — (By, p)) — (By — (B, ), A — (A, )y) |

27

O

Il lemma precedente implica una ulteriore limitazione per degli operatori A, B
che soddisfano le relazioni di commutazione (5.1).

Remark 5.3. Se A ha un autovettore, allora non esiste un operatore B tale che

valgano le relazioni di commutazione (5.1). Infatti, se esistono ¥ € H e a € R tali
che Ay = at)p allora

oa(¥)? = (i, A%) — (, Ay)* =
dunque, per ogni B si ha o4(¢)op () =0, contrariamente al Teorema 5.2.

A questo punto ci si domanda se le relazioni (5.1) sono veramente possibili. La
risposta ¢ si: sia L*(R), D = C}(R, C) (ovvero le funzioni differenziabili a supporto
compatto) q(z) = z¢(x) con D(q) = {¢ € L? : [ 2?|¢p(z)[*dx < oo} e p = ihfL
con D(p) = {y € L* : [, |¢'|* < oo}. Allora ¢, P sono auto-aggiunti (lo si
verifichi); D & denso in L? e sia pg che gp sono ben definiti in D, inoltre, per ogni
¥ € D si ha

(5-3) {lg. Py }(2) = izhy/(x) — ih(21)(x))" = il ().

Problem 5.4. Si noti che ’esempio precedente non funziona in L?([0,1]) con
D(p) ={y € L? : [2?[¢(x)de < oo;9(0) = (1)} Infatti, in questo caso
q,p sono ancora auto-aggiunti ma, come abbiamo gia visto, p ha spettro discreto e
quindi autovettori. Cosa non funziona in questo caso nel conto (5.3) ?°

6. ENTANGLEMENT

I cosidetti entagled states, la cui rilevanza teorica fu illustrata inizialmente da
Finstein, Podolski, Rosen nel loro famosissimo cosidetto EPR paradox, stanno as-
sumendo una importanza pratica sempre maggiore a causa dei recenti progessi
tecnologici sia in quatum metrology che quantum computing (se volete divertirvi

8Suggerirnento: si verifichi che se ¢ & un autovettore di p allora gy € D(p).


https://cds.cern.ch/record/405662/files/PhysRev.47.777.pdf
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un poco col quantum coputing potete vistiare il sito Qiskit). Nel seguito descriverod
semplici esempi piu di entanglement e interferenza.
Si considerino le matrici di Pauli:

1 0
0'0:]].:<0 1>
0 1
T1=% =1 9
0 —1
02:”y:(i 0)
1 0
03 = 0, = 0 _1

Problem 6.1. Si verifichi che 0? =1 e che

(6.1)

[Uz‘a Uj] = Ei,5,k0k
dove €; j 1 da il segno della permutazione (simbolo di Levi-Civita,).

Data una particella con spin allora lo spazio degli stati ¢ C2. Le matrici o; sono
auto-aggiunte, e quindi osservabili.
Gli autovettori di oy sono 9§ = %(1, 1) con autovalore +1 e ¢* = i2(17 —1) con
autovalore —1.
Gli autovettori di o2 sono ¢4 = %(1,1’) con autovalore +1 e ¥ = %(1, —1) con
autovalore —1.
Gli autovettori di o3 sono 97 = (1,0) con autovalore 41 e 9)* = (0,1) con auto-
valore —1.
L’interpretazione fisica e che sono gli operatori associati alla misura dello spin nelle

direzioni z,y e z, rispettivamente.

Problem 6.2. Si noti che la probabilita di avere £1 per o, o o, negli stati 3 ¢é
uguale a %

Problem 6.3. Si noti che o907 = ¢° e 0,9 = 7, inoltre oy = ip* e
oy = =i,

Problem 6.4. Si mostri che gli autovalori di o(n) = ¥3_n;0;, n € R3, sono
+||n||. Si mostri che per ogni stato 1 esiste un vettore n € R3, ||n|| = 1, tale che
la misura associata l'osservabile o(n) da come risultato sempre +1.

Si noti che I'ultimo problema giustifica I'intepretazione di C?> come uno stato di
spins: ogni stato ¢ interpretabile come una particella con spin n € R3, cosa non
sorprendente visto che C? ha quattro dimensioni reali e quindi lo spazio degli stati
(ovvero dei vettori di norma 1) & tridimensionale, inoltre la phase di uno stato non
ne cambia lo spin.

Immaginiamo ora di avere due particelle, allora spazio degli stati sara R*. Usiamo
I’apice ’ per indicare gli operatori e gli stati associati alla seconda particella. La
misura dello spin della prima particella corrisponde all’operatore ; = g; ® 1 mentre
quella sulla seconda particella a 5} = 1 ® 0.

Si consideri lo stato 1, = % [wi QY? +19% ® wi .
Problem 6.5. Si mostri che (1., 0;9.) =0, (., F0b.) = 0.


https://qiskit.org/textbook/preface.html
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Si noti che questo ¢ sostanzialmente differente dalla situazione nel Problema 6.4:
in qualunque direzione si cerchi di misurare lo spin si ottiene sempre zero in media.
Questo stato, che ha proprieta che non hanno alcuna corrispondenza in meccanica
classica, si chiama entangled.

Una proprieta sorprendente di questo stato ¢ che se si misura o, della prima
particella e si ottiene +1 allora Remark 2.1 implica che dopo la misura lo stato del
sistema deve essere proporzionale a

(W1 V2, vl @ P2 + (] ® YL, ha)Yi @ T =L @¢Z.
Questo implica che se si misura o, si otterra sempre —1. Quindi il risultato della

prima misura determina la seconda anche se i due sistemi sono separati da una
distanza enorme.

Remark 6.6. Si noti che la discussione precedente implica una qualche non-localita
della Meccanica Quantistica. Questo sembra contraddire la teoria delle relativita
secondo cui la luce é la velocita massima. Tuttavia una pit attenta analisi mostra
che non vi & alcuna contraddizione, semplicemente il mondo & strano.

Facciamo un altro esempio che mostra la stranezza del mondo, questa volta os-
servando la dinamica di un singolo spin. Supponiano che in un tempo 1 la dinamica

sia data dalla matrice
1 /1 -1
=500 7):

Poiche U*U = 1 questa ¢ una dinamica consistente coi nostri postulati. Vediamo
cosa implica se partiamo con uno stato ¥ = (a,b) e, al tempo uno, misuriamo o.
Dalla discussione precedente avremo il risultato 1 con probabilita |(¢7, U)|? =
1la — b|* e il risultato —1 con probabilita 1|a + b[%. Se invece facciamo la misura
al tempo due otterremo 1 con probabilita (%, U?y)|? = [b]? e il risultato —1
con probabilitd |a|?. Questo significa che se partiamo dagli stati ¢Z al tempo
uno avremo probabilita 1/2 di vedere 1 e 1/2 di vedere —1. Dunque la dinamica
assomiglia al lancio di una moneta. Tuttavia questa interpretazione non e corretta:
se lanciamo la moneta due volte ci aspettiamo di vedere le stesse probabilia al
secondo lancio, invece otteniamo, partendo ad esempio da 1%, —1 con probabilita
uno.

Chiarmente questo dipende dal fatto che non abbiamo fatto nessuna misura al
tempo 1. E facile vedere che se facciamo una misura sia al tempo uno che al tempo
due, allora la probabilita di vedere —1 & data da Y, [(¢%, Ui )(vi, Uvi)* = 1,
come ci si aspetterrebbe classicamente.

Questo e un semplice esempio di interferenza.

7. DINAMICA—NEL CONCRETO

Quello che abbiamo detto sulla dinamica nella sezione 3 equivale, in meccanica
classica, al dire che le equazioni del moto sono equazioni differenziali del secondo
ordine. Dato un sistema specifico cio non & molto utile a meno di avere una pre-
scrizione di come scrivere tali equazioni. Come in meccanica classica non esiste una
regola che copre tutti i possibili casi, ma solo alcuni principi generali. Facciamo
quindi un esempio concreto: un sistema unidimensionale che consta di IV particelle.
Classicamente lo stato del sistema & descritto da RV = {(z;,v;)} dove le z; e v;
sono le posizioni e velocia della particella i, rispettivamente. Lo spazio degli stati
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quantistico & dato da L?(R™), ovvero gli stati (detti anche funzioni d’onda) sono
funzioni (1, - ,x), a valori complessi, di N variabili z; € R.” L’'Hamiltoniana

classica ¢ data da
N N—1
H = ZE'I}? + Z V(l’iJrl — .’El).
i=1 i=1

La versione quantistica ¢ data da un operatore in cui mwv; diene sostituito da

—zhm8 Ovvero ’Hamiltonia quantistica &, ponendo = = (21,...,2zN),
N N-1
h? 9%y
Hij(z) = ; " om oa? (z) + ; V(@iy1 — 21)9(x).

Si noti che, come in meccanica classica, esiste una arbitrarieta nella descrizione
del sistema. Per esempio, potremmo scegliere le coordiante ¢ = % diirieé =

Zit1 — x; e le funzioni d’onda sarebbe quinidi del tipo ¢(g,&). Questo definisce un
operatore = : L2(RY) — L2(RN):

| X
P(x) :=Z¢(x) = & (N in,xiH — xi> .

i=1
Problem 7.1. Si mostri che E é una isometria (suggerimento: il cambio di coor-
dinate classico ha determinante 1).

Ne segue che, nelle nuove coordinate, la nuova Hamiltoniana ¢ data da Hy =
= H=

(1]

*H
Problem 7.2. Si mostri che v, = q — % Zf\[:_ll &(N —4) + Zz 1 &
Problem 7.3. S¢ mostri che

n* 02 h? 0? 0? 82
Hi = - f‘b—fzi— ’ o LY Vi

(1]

2Nm Oq> 0€? afza&-;-l i =
Si puo cercare una soluzione del tipo ¢(g,&) = a(q)b(&) e la dinamica diventa
) h? 0%a
zh@ta = _72Nm 67(]2
(7.1) . o
h2 0%b 0%b 0%b
1ho:b = — + V(&
‘f Z oe ~ogoen o, T 2 VE!

Ovvero, come in meccanica classma, il centro di massa evolve indipendentemente
dai gradi di liberta interni e soddisfa la stessa evoluzione di una particella libera di
massa M = Nm.
Cominciamo con lo studiare la prima delle (7.1). Applicando la trasformata di

Fourier otteniamo

N o o

1hoya = Wa,
dove

a(k,t) e~ q(x, t)da.

v e

9Lo spazio delle configurazioni per una particella & dato da L2(R), quindi per N particelle & il
prodotto tensoriale, N volte, di uno spazio di una particella, ovvero @ L2(R) ~ L2(R™).
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Ovvero
h

112
27t (k, 0).

a(k,t) = e
Quindi

K

1 : - k2
(7.2) a(z,t) = —— [ e krTinrta(k, 0)dk.
V271 Jr

Se volgiamo una espressione piu esplicita occorre specificare la condizione iniziale.
Supponiamo che a(x,0) = C’e"\”“'z"‘ip””, con A > 0epeR. Dove C e determianta
dal fatto che deve essere uno stato e quindi l'integrale del modulo quadro deve
essere uno.

Problem 7.4. Si mostri che C? = \/%. (suggerimento: si tratta di un integrale

Gaussiano)

Allora

Bl

1 /2) ,
a(z,0) = o (W> /}Re—zx(k—p)—kxzdm
1
_ (”) ! (k) / o= Naigs (k=p)? g
V2m \ T R

Dobbiamo quindi calcolare I'integrale di una funzione olomorpha. Per farlo usiamo
il fatto che 'integrale su un ciclo chiuso ¢ zero.'” Poniamo A = % (k—p) e, per ogni
L € R4, consideriamo le curve v} (t) = {t + 1A}, 72 (t) = {—t} per t € [-L,L], e
Yi(t) = {L+iA(1 —t)}, v3(t) = {—L +iAt} per t € [0,1]. Quindi

L 1
0 :/ e_’\zzdz = / e_’\(t“A)zdt — iA/ e_’\(L+iA(1_t))2dt
YEUy UyZ Uyt —L 0

L 1
- / e At +iA / e MEFAD? gt
—L 0

Problem 7.5. Si mostri che,

—A(L+iAs)?

lim sup ’e =0.
L—00 5¢(0,1]
Ne segue che
1
i L
i, 0) = <= (”) e g [ e g
T T —oo J_p,
1
i L
(7.3) - 7/1 (2)\) 4 67(1625)2 lim e M dt
2 T L—oo J_p,

1 1
_ 1 (2)\>46_<k4§>2 /e_’\tzdt: (%)46_@4@2.
\/27{' ™ R )\

1071 lettore potrebbe avere la tentazione di fare il cambio di variabile n = = + zg(k — p), ma
quale sarebbe il suo significato? Non abbaimo mai discusso di cambi di variabili complesse.
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Possiamo quindi calcolare (7.3)

a(w,t) = = (22) [ ee-itir- S gy
A R

(7.4) >
: (2w34

. o hpZ _ 2
_ (2L I e svad e27mk(w o 2Mp) +22M)k dk
A R
1 2 A(-i )@ — o p)?
inp—q PPy 2M e ax2 M P
(%)4 Tyt 14 B21IN2
_ e Fiver=s
ht - s
sr2art T X

dove l'ultima riga segue come nella derivazione di (7.3). Quindi la probabilita di
trovare il centro di massa nel punto z ¢ data da

2X(z— WP)Q

4
\/5 B n2+2 22
1+
€

- = AMZnd
| _Rh2t2)
43 M2 + 3 By

In altre parole la distribuzione rimane Gaussiana, ma il centro si muove con velocita

v= p mentre il parametro della gaussiana & A(t) = —3%>5>. Questo implica

1+ am274

la(a, )* =

71'2M

che l'incertezza nella posizione ¢ circa

= [ = ot r = o1 B < A0 14 o
T A Wy AM2rt 64M2TIA(0)F

E interessante vedere cosa questo significa per un oggetto concreto. A questo scopo
supponiamo che A(0) = 107¢ metri (un micron).
Poiche & ~ 1073* m? kg/s abbiamo

6 | t2
A(t) ~107° 1+10*48W.

Questo significa che se M = 1072 kg, allora A(t) ~ A(0) per circa 10'® anni,
molto piu della vita dell’universo. Se invece stiamo guardando una proteina media,
diciamo circa 50 10% Dalton ovvero circa 10722 kg, allora A(t) ~ A(0) per circa un
minuto.

D’altro canto se stiamo guardando un atomo di idrogeno allora M ~ 10727 kg,
quindi per ¢t maggiore di un millesecondo abbiamo

A(t) ~ 1073t

quindi in circa un’ora abbiamo una imprecisione dell’ordine del metro. Al contrario,
se osserviamo un elettrone allora M ~ 10739 kg, quindi gia dopo un nanosecondo
si ha

A(t) ~ t.
Ovvero una imprecisione di un metro dopo un secondo.

Remark 7.6. E importante ricordare che le stime di cui sopra sono fatte nell’assunzione
che il sistema sia isolato. Se questo interagisce con l'ambiente la situazione puo
cambiare completamente (si pensi alle camere a bolle dove le particelle elementari
lasciano tracce molto simili a traiettorie classiche).
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Per continuare la nostra analisi occorre dire qualcosa di piu sul potenziale. Per
semplica supponinamo che V(§) = %(5 — /)2, Dal punto di vista macroscopico,
ovvero quando N & grande, il sistema rappresenta (nel caso classico) una barra di

lunghezza approssimativamente L = N/.

Remark 7.7. Si noti che se l’energia totale del sistema é piccola, allora per
qualunque potenziale possiamo sviluppare il potenziale attorno al suo minimo e si
ottiene il caso armonico considerato sopra.

Per capire che succede nel caso quantistico si noti che ’energia dei gradi interni
di liberta ¢ data da

2N1 92

- 2m ; 852 B 23&6&4_1 + 2 + Z

’L+1 i=1

Volgiamo studiare la lunghezza della barra data da

N-1

xN—xl—Zgl—Z (& —0) + ¢N.

=1

Consideriamo uno stato b che descriva una situazione di equlibrio. In particolare
assumiamo che & (b, (& — 0)?b)N = (b, Hb) = EN, ovvero tutte le particelle
si comportano nello stesso modo e ’energia cinetica totale ¢ uguale all’energia
potenziale totale. Allora la deviazione dalla lunghezza da L sara data da

) N-1 2 ) N-1 3
(b, (x5 — 1 — L)?b)% = (b, <Z(fz’ - 5)) b)? < [N Z (0, (& — 5)25%

i=1

2F L (2E\?
v () -£(2)

dove, nella prima riga abbiamo usato la disuguaglianza di Schwartz.

Ne segue che per K grande e E piccolo la lunghezza tipica della barra sara {IN
ovvero la lunghezza ¢ simile a quella classica.

Abbiamo quindi visto che per N grande il sistema si comporta approssimativa-
mente come una barra di lungheza L e centro di massa q.

Problem 7.8. Per una analisi piv precisa si diagonalizzi I’Hamiltoniana e se ne
calcolino gli autovettori.

8. MISURA, IL CASO MACROSCOPICO

Per vedere cosa significa misurare in un caso macroscopico, consideriamo il caso
in cui la massa € un grammo, caso che abbiamo visto avere poca dispersione. Fac-
ciamo una misura di posizione attraverso ’operatore

Qu = Z kS (2 /m)7 e NE- ké)Q/e*My”“‘;)zw(y)dy-
k=—L

dove § = 10~° metri, 10 micron. Per A grande le funzioni e~ A=k9)* sono quasi or-
togonali e quindi sono vicini agli autovettori di (). Allora la probabilita di misurare
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la posizione kd al tempo t ¢ data da

i _BtA Bt 2 2
o\ 1 imy—i P2y M T gz )T ey P
1 —A(y—ks)? (T) PY= sxonr 14 h2t222
pr = |2X\/m)% [ eV ———c¢ aM 2T dy
ht - s
geeart X

Sia A = %, che corrisponde ad un’onda concentrata in una regione di larghezza
1076, Se |k6 — —2_p| > § allora
472 M

2
pe < 207N =272 ~ 107,
Dunque il risultato della misura e estremamente simile ad una particella classica

. S
che si muove con velocita v = 57 p.
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