Chapter 10
Corpi Rigidi

10.1 Tre punti nel piano
Si considerino 3 punti non collineari in R? che soddisfano i vincoli

@i — ;]| =ri; >0 (10.1.1)

per ognii > j € {1,...,3}. Siav = (21 — :@)ri% e n € R? il vettore unitario
0 1

-1 0)°
scrivere x3 — 1 = av + bn, dunque i vincoli (D.5.2) si possono scrivere come

perpendicolare a v e tale che (v, Jn) = 1 dove J = ! Possiamo quindi

7{3 =a® + b

r3g = |lzs — 21+ 21— 22|® = (a+711,2)” +b* = a® + 2ar12 + 175 + b7
Dunque a = (r3 3 — 7§ 3 — 17 2)(2r1,2) "' e b = r{ 3 — a*. La seconda equazione
ha soluzione solo se 123 < 712 + 71,3, che & null’altro che la disuguaglianza
triangolare. Si noti che I’equazione ha due soluzioni simmetriche rispetto alla
linea passante per x1, 3.

Ne segue che, noti i vincoli, la posizione dei tre punti ¢ univocamente deter-
minata da 1, v, e il segno di b. Poiche ||v|| = 1, esso & univocamente determinato
da un angolo # € T': v = (cosf,sinf). Possiamo quindi identificare tutte le
possibili posizioni dei tre punti con R? x Tt x {—1,+1}.

Esercizio 10.1.1. Si mostri che non esiste alcuna curva continua che unisce
! pl 2
($797+) a (x ’9 7_)'

Ne segue che se vogliamo studiare il moto dei tre punti il segno di b non puo
cambiare e quindi lo spazio delle configurazioni ¢ R? x T!. In particolare, se
abbiamo una configuratione di riferimento in cui 1 = 0, 2 = (r1,2,0) = r1.2v(0)

LQuesto fissa semplicemente 1’orientamento della base {v,n}. In particolare n = —Juv.
2Un moto continuo non pud cambiare I’orientamento.
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98 CHAPTER 10. CORPI RIGIDI

and x3 = 11,3v(p), allora tutte le configurazioni possibili del corpo sono date
da z1 = x, 23 = = + r120(0), 3 = r120(p + 0). Oppure, alternativamente,
z2 = R(0)r1,2v(0) e 3 = R(6)r1,3v(p) dove

R(O) = (cos@ —sin@) -

sinf  cosf

10.2 Quattro punti nello spazio
Si considerino 4 punti non complanari in R? che soddisfano i vincoli
||.’EZ — {I?j” =T > 0 (1021)

per ogni i > j € {1,...,4}. Siav = (ml—xg)ri%, W= (xl—xg)rié en € R?il
vettore unitario perpendicolare a span{v,w} e tale che®

sign {det (v @ n)} =1 (10.2.2)

Possiamo ora introdurre la base ortonormale {v,w,n} e sappiamo dalla sezione
precedente che xo = 1471 20 € £3 = 21 +av+bw dove a e |b| sono univocamente
determinati. Possiamo quindi scrivere x4 = x1 + av + Sw + yn da cui segue

ria=0a’+ 8%+
r5s=(rig+a)?+ 52 +772 (10.2.3)
135 = (a+a)®+(b+ B>+

Esercizio 10.2.1. Si mostri che le (10.2.3) hanno soluzione se e solo se tutte le
possibili disuguaglianze triangolari sono soddisfatte. Inoltre, se hanno soluzione
allora a, B e |y| sono univocamente determinante.

Ne segue che la posizione dei quattro punti & univocamente determinata
dati z1,v,w e il segno di b e . Tuttavia se consideriamo la configurazione data
da x1,v,—w e —b, —y notiamo che la condizione (10.2.2) implica che il terzo
vettore normale ora ¢ —n e quindi otteniamo esattamente la stessa posizione per
Zo,x3,x4. Questo significa che possiamo restringerci al caso b > 0, dopo di che
le posizioni di 1,2, x3 sono unicamente fissate mentre x4 ha solo due possibili
posizioni simmetriche rispetto al piano che contiene x1, zs, 3. Come definire le
coordinate? Una puo essere x1, le altre sono determinate da v, w,n ovvero da
una base di R3, possiamo quindi identificarla col cambio di coordiante che porta
la base standard {ej,es,e3} in v, w,n. Occorrono quindi alcune conoscenze su
questo tipo di cambio di variabili che sono decritte dal gruppo ortogonale O(3,R)
e dal gruppo ortogonale speciale SO(3,R). Se non in possesso delle necessarie
conpetenze si studi ’appendice A.

3Nuovamente questo determina ’orientamento.
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10.3 Corpi rigidi in R?

Data una configurazione iniziale dei quattro punti tutte le configurazioni che
possono essere raggiunte con un moto rigido sono descritte da z; € R2 e A €
SO(3,R).* Si considerino ora N € N punti, N > 4, in R3 che soddisfano i
vincoli

|zi — x|l =ri; >0 (10.3.1)

per ogni i > j € {1,..., N}. Se tutti i punti appartengono ad un piano P allora
spostando la coordinata zj di una quantita h € R? perpendicolare a P si ha

[Nk + b — 5]l = Il — 25| < ClIAI*.

Cio significa che si puo deformare il corpo cambiando di pochissimo le distanze
tra i punti. In altre parole il corpo non ¢ molto rigido (si pensi ad una lamina o
un filo). Assumiamo quindi che lo span di z; — 1 sia tutto R®. Dato qualunque
insieme {z;,,x;,, T;y } dove x;, — x;, € x;; — x;, sono linearmente indipendenti
I’analisi precedente ci dice che la loro posizione ¢ determinata da z;, pitt una
matrice A € SO(3,R) e la posizione di qualunque altro punto xj, che soddisfa i
vincoli & univocamente determinata (a parte una riflessione globale rispetto al
piano contenente i punti {x;,, Ti,, T })-

Ne segue che indipendentemente dal numero di punti un corpo rigido ¢ carat-
terizzato da un insieme di vettori {v;}};, v1 = 0, tali che ||v; — v;|| = r;; e
tutte le possibili posizioni dei suoi punti sono z; = x; + Av; per qualche z; € R?
e Ae SO(3,R).

Se ora i punti hanno massa m;, allora & conveniente scegliere il punto di
N
riferimento come il centro di massa z = # Quindi, i punti del corpo in
Doimy ™M ’
una posizione generica sono descritti da x; = z+ Av;, dove v; sono le coordinate
dei punti quando il centro di massa e nell’origine e il corpo € in una posizione
di riferimento scelta a piacere (possibilmente in maniera conveniente). Si noti
N
che deve essere > ., m;v; = 0. Ne segue che, dette z;(t) = z(t) + A(t)v; le

traiettorie dei punti,’

Fi(t) = 5(8) + A®)w() A vy,

4Qui stiamo usando il fatto che SO(3,R) & connesso e che O(3,R) & I'unione di due “copie”
di SO(3,R).

5Si veda (A.0.1) per una discussione della derivata di una curva di matrici ortogonali e
(A.1.2) per la definizione del prodotto vettoriale.
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dove w ¢ l'asse di rotazione istantaneo. Quindi®

T= *Zmznxz )N? = ZmZ{HzHQ t) A v, w (t)/\vi>}
-2 z:miHéH2 + mi(a(vi)w(t), a(vi)w(t))

1 N
= 5 2l + (0l aln) o)

Detta M = Zfil m; la massa totale e T = va:l m;[—a(v;)?] il momento di
inerzia, possiamo finalmente esprimere ’energia cinetica del corpo come

1
T—*HZH2 5w, Iw).

Esercizio 10.3.1. Si mostri che la matrice I = (I; ;) che esprime il momento
di inerzia ha la forma

N
Lij =Y i ([oxl*6i — (ve)i(vi);) -
k=1

L’ultimo problema che ci rimane é: quali sono le coordinate Lagrangiane?

Dalla discussione precedente € ovvio che non ci sono coordinate veramente
globali e naturali sebbene si possano trovare coordinate che hanno singolarita
solo su un piccolo insieme (come accade, per esempio, con le coordinate polari).
Esistono varie scelte per tali coordinate la piti popolare essendo i cosiddetti an-
goli di Fulero. Potete trovare i dettagli su qualunque libro o leggere la prossima
sezione.

10.4 Esempio di dinamica di un corpo rigido: la
ruota di bicicletta

Consideriamo un ruota con raggi di massa trascurabile e tutta la massa dis-
tribuita uniformemente sulla circonferenza di raggio r. Assumiamo che due
perni di lungezza ¢ sono attaccati al centro perpendicolari al piano della ruota i
cui estremi sono sottoposti ad un potenziale V(z) = fy e V(x) = — fy rispetti-
vamente. Inizialmente il centro della ruota si trova nel punto 0 e la ruota giacie
nel piano xz e ruota con velocita angolare w. Vogliamo descriverne il moto.

Per prima cosa dobbiamo introdure delle coordinate. Sia & € R3 la posizione
del centro della ruota. Possiamo allora scrivere

(,’E7y,2) :§+ ($1,y1721)

6Si noti che nella seconda eguaglianza il termine lineare in z & zero grazie alla nostra scelta
del centro di masa come punto di riferiemento, che imoplica Zf\;l m;v; = 0. Per la definizione
della matrice antisimmetrica a(v) si veda la appendice A.1.
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Chiaramente nelle coordiante (x1,y1,21) il centro della ruota si trova all’origne
delle coordiante. Sia P il piano contenente la ruota e n la linea di intersezione
tra P e il piano x1y;. La linea n e identificata univocamente da un angolo
¢ € 10, 7) tale che v(¢) = (cos ¢, sin ¢, 0) € n. Detta R;(¢) la matrice

cos¢ —sing 0
Ri(¢) = [sing cos¢p O
0 0 1

possiamo scrivere
(T1,y1,21) = R1(9)(22, Y2, 22)-
Poiche R1(¢)(1,0,0) = v(f) ne segue che nelle coordinate (zs2,y2,22) la ruota
continene ’asse zo. Sia 6 I'angolo del piano P, contenente la ruota con l'asse
z2, ovvero (0, cosf,sinf) € P. Possiamo quindi introdurre la rotazione attorno
all’asse x5 data da
1 0 0
Re(0)= [0 cosf —sinfb
0 sinf cosf
e scrivere
(22,92, 22) = R2(0)(w3,ys3, 23)-
Si noti che, nelle coordinate (x3, y3, 23) sia (1, 0,0) che (0, 1, 0) appartengono a P,
dunque la ruota giace nel piano x3,ys. Finalmente, per descrivere il moto della
ruota consideriamone un punto (ad esempio la valvola per la camera d’aria) sia
r(cos 1, sinp, 0) la posizione di tale punto. Possimao quindi fare una rotazione
attorno all’asse z3 di un angolo % in modo da portare tale punto sull’asse in
modo che
(23,93, 23) = R3(¥) (24, Y4, 24)
dove
costy —siny 0

R3(¢) = | sinyy cosyp O
0 0 1

Ne segue che, dato un punto di coordinate (x4,ya4,24) nel sistems solidale con
la ruota, esso si muove come

(7,9, 2) = R1(¢)R2(0) R3(v) (24, ya, 24)-

Dunque il moto & descrito dagli angoli (1, 6,1) € [0,7) x [0,27)2, detti angoli
di Eulero.

Il prossimo passo & di calcolare la velocita angolare: detto & := (24, Y4, 24)
e Ri(¢4,0,7) = R1(¢)R2(0)R3(v)), abbiamo (si ricordi l'equazione (A.0.2), la
definizione (A.1.1) e il problema A.1.3)

SR6,0,0)6 =bRy(B)es A Ra(O)Rs(0)6 + IRy (9) Fa(6)ex A Ry(w)E
+ R (0) Ra(0) Ra(v)es N &
=R.(8,0,%) { dRa(—w) Ra(~0)es + ORa(~)es +thes | A€
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dunque
w= gi)(sinwsinﬁ, sin 0 cos ¢, cos 0) + é(cos P, —sin,0) + ¢(O, 0,1).

L’ultima cose che dobbiamo calcolare ¢ il momento di inerzia.
Nelle cordinate solidali col corpo la posizione di un punto generico & data da

n(a) = r(cos a,sina, 0) e quindi, detta M la massa della ruota e p = 2%,
2 2m 0 0 7 sin «
1= —/ dapa(n(a))? = —/ dap 0 0 —7COS (¢
0 0 —rsina rcosa 0
o r? sin o2 —r?sinacosa 0
= / dap | —r?sinacos r? cos a? 0
0 0 0 r?
Yr0 0
=10 Hr o0
0 0 Mr

Ne segue che I’energia cinetica ha la forma

Mr

— [(52 4262 + 20 + 24 cos 0

mentre il potenziale ha la forma

2f(e2, R1(¢) Rz () Rs(v)es).
Abbiamo quindi finalmente la Lagrangiana

Mr

L=

{dp + 267 + 2¢0% + 2¢) cos 9} + 2fsin @ cos ¢.

Dunque le equazioni di Eulero-Lagrange sono
Mr
2
. Mr ..
Mro + TTdnjzsinH +2fcosfcosgp =0

{(5+1ﬁcos€—z/')t9'sin9} +2fsinfsing =0

Mr% {z/}+2q3c089} = 0.

Consideriamo le condizioni iniziali ¢ =0 = =0e ¢ =0 = 0, ¥ = wy. Allora,
I’ultima equazione implica

QL =wy — QQ'SCOSQ.
Nel caso wg = 0 allora ¥ = 0, ¢ = 0 danno una soluzione a patto che

Mré—l—chostO.
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Che, moltiplicando per 0 e integrando si ha
d |Mr ., .
a |:26 +2f81n9] = 0

che implica che la ruota gira attorno all’asse y fino a che § = Z.
Se invece wg > 0, allora dalla terza equazione di ha w + 2(;5 cos f = wy da cui

segue

IE

? {(1 —200592)¢5—w0981n9} +2fsinfsing =0

Mro + TTqZ)wosinﬁ — Mr¢? cosfsinf + 2f cosf cos ¢ = 0.

Se consideriamo il caso in cui wy > 1 e un breve tempo ¢t < ew, 1/3 tale che
. 1 _2
|6 < 2w, 2, e |0] < %w, ?, allora si ha che
Mr . Mr . . _4
7¢ = —7w09 sinf + O(w, *)

C
0=-2.0+ O(eh).

2f3

= WWOtS + 0(54)

. _1 _1
Si noti che |¢| < Cutlwy = Cpelw,® < £%w, ?, come richiesto, a patto di
scegliere £ abbastanza piccolo.
_1
Questo significa che, dopo il breve tempo ew, *, I’angolo ¢ si comporta come
se fosse sottoposto ad una forza (forza apparente) di grandezza O(e?).



