Fisica Matematica I

Secondo Appello, Sessione Invernale, 27-02-24

Cognome........................... Nome.....oooooooiiiiiinn,

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 10 punti. Solo le risposte chiaramente giustifi-
cate saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si consideri la funzione g € C*(R, R ) tale che g(x) = 0 per x ¢ [0,1] e S(l) g(t)dt =1 e si
definisca la forza

Sia x. il moto determinato da

Si studi lime_,¢ z(t), t > 0.

2. Due particelle puntiformi, rispettivamente di massa M e m, M > m, si muovono su di
una retta orizzontale in assenza di forze con condizioni iniziali X(0) = —1, X(0) = 1 e
z(0) = 0, £(0) = 0, rispettivamente. Se ne descriva il moto tenendo conto che la loro
eventuale collisione ¢ elastica (ovvero durante la collisione si conservano sia il momento
totale che l’energia totale).

3. Si consideri una molecola biatomica con atomi di massa M, m vincolati a muoversi su
di una retta orizzontale. Il potenziale di interazione ¢ V) (z) = %x2 + %x‘l, dove z ¢ la
distanza tra gli atomi e A > 0. Entrambi gli atomi sono soggetti ad un potenziale armonico
di costante K con centro l'origine, inoltre sull’atomo di massa M agisce una forza esterna
costante di intensita F diretta verso sinistra. Sia g; la posizione della prima particella e
g2 quella della seconda. Si scriva la Lagrangiana £ del sistema, si mostri che esiste un solo
equilibrio (g1, g2) e se ne studi la stabilita.



Soluzione

1. Integrando rispetto al tempo, per ¢ < ¢ abbiamo
t

mio(t) = —Aa.(t) + f

. F.(s)ds = =z (t) + f g(s)ds.

0

Cerchiamo una soluzione della forma z. () = e~z (t). Allora

5(t) = et L g(s)ds > 0. (1)

Quindi z.(t) = 0 per t € [0,¢].

Per ¢t > ¢ abbiamo!
1
mi.(t) = —\a. (t) +J Fu(s)ds = —Aa(t) + 1.
0
Integrando un’altra volta abbiamo
¢
mx.(t) = —/\J ze(s)ds + t.
0

Dunque per Gronwall

m2 m

A t A m2 A
m (=) gds = Zemt L 8
asg(t)ét—i-EOe sSdS—t+>\2€ SR\

che implica
ze(e) < ae

con 0 < a. < Ce, per qualche costante C'. Ne segue che per ¢ > ¢ si ha che y.(t) = z.(t +¢)
¢ soluzione di

mye(t) = —\ye(t)

Ye(0) = ac; g(0) =m™.

Che, infatti, integrando da
mye(t) = _Ays(t) +1
y:(0) = ac.

Per la continuita rispetto alle condizioni iniziali segue che esiste y(t) = lim._o y<(¢) e che
soddisfa

mij(t) = =Ay(t)
y(0) = 0; y(0) =m™".

Infine, per la continuita delle soluzioni delle ODE si ha che, per ogni ¢t > 0,

lim . (1) = lim g (t — €) = y(b).

e—0

Hnfatti, & pitt semplice continuare ad usare la (1). Uso una strategia leggermente differente solo per fare vedere
un’altra possibilita su come affrontare il problema.



Ovvero abbiamo che la forza agisce istantaneamente (i fisici la chiamano un forza impulsiva)

ed ha il solo effetto di cambiare la condizione iniziale della velocia. Il moto € quindi lo
..... 1

Per altro ’equazione per y si risolve facilmente:
m

y(t) = X (1 - 67%t> )

In alternativa, come gia detto, si puo continuare con la (1) e scrivere

t e s
z:(t) = f dsem (=0 f g(T)dr
0 0
—1

€ N e s t N
= J dsem (5= J g(T)dr + J dsem 571,

0 0 €

—1
Si noti che ‘SS dse (5=1) 5 ° g(T)dT‘ < Ce, quindi possiamo facilmente calcolare il limite,
per t > 0,

¢
y(t) = lim z.(t) = J dsem (=t = (1 — e—%f) .
e—0 0 A
come gia sapevamo.
. La prima particella si muove di moto rettilineo uniforme e collide al tempo uno in zero con
la particella ferma. Per un urto generico, usando il — e il + per le quantita prima e dopo
la collisione, rispettivamente, le leggi di conservazione sono
MX, +miy = MX_ +mi_
MX? +mi? = MX? +mi?.
Ovvero
M(Xy —X_)=m(i_ — i)
M(X; - X )X+ X ) =m(i_ —iy)(@_ +a,).
Dunque deve essere (X, +X_) = (i_ 44 ). Ponendo A= X, —X_ed =i, —i_siha
quindi
MA =—md
A=6+20i_ —X_).

Ovvero,
2M
= X_—1_
m+M( )
2m .
= _—X_
m—I—M(x )
Dunque
. M—-—m _ 2m
X, = _ r_
T m+ M m+ M
. m—M . 2M
M T M



Sostituendo le condizioni iniziali si ha che dopo la collisione

M —m
+:m+M

2M
T M

Si noti che X, < x4 quindi le due particelle non posso piu collidere e conseguentemente
dalla collisione in poi si muoveranno di moto rettilineo uniforme con velocita z, e X,
rispettivamente.

. La lagrangiana e

m M K K 1 A
=", P2 o2 oo L o2 A oL R
St 5l S50 2((]1 q2) 4(Q1 )"+ Eqo
m . .
= E(ﬁ + 7‘13 — Vg1, q2).

La condizione per avere un punto di equilibrio ¢ data dai punti stazionari del potenziale:

Kg+q—q+Ma—q)=0
K@+ag—q+Me—q)—E=0.

Sommando le due equazioni si ha K (g1 + g2) = E. Sostituendo tale relazione nella prima
equazione otteniamo

E\? E

Poiche la funzione sulla sinistra & sempre crescente ne segue che ha un solo zero q.

Per la stabilitd si noti che V(0,0) = 0 e se ¢ + ¢ > L, allora, per L sufficientemente
grande, si ha

K
V(qla Q2> = gL

Dunque V' deve avere un minimo all’interno della palla di raggio L centrata all’origine.
Poiche V' ha un solo punto stazionario ne segue che si tratta di un punto di minimo e
quindi di un punto di equilibrio stabile.



