Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, Universita degli Studi di Roma “Tor Vergata”, facolta di Ingegneria

Analisi IT per Ingegneria Elettronica&dnternet, Informatica (frontale e online)
04-02—2019 A.A. 2018/2019, Sessione Invernale, secondo appello (A)

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

| Consegnare il presente foglio sempre, anche in caso di ritiro “

Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione. In caso di ritiro scrivere “Ritirata/o” sotto al cognome|

Gli studenti di Elettronica&dnternet risolvano gli esercizi 1,1.1,2,3,4. Gli studenti di Infor-
matica risolvano gli esercizi 2,3,5,5.1,6.

1) (7.5 punti) Si risolva I'equazione differenziale
Uy — a*Ugy = (t* (sint)?), z>0,t>0
u(x,0) =0, ui(x,0) =0, u(0,t)=0, z>0,t>0

f = g e il prodotto di convoluzione

1.1) (3 punti) Dimostrare che u;(2a, \/g ) > 1/32 oppure dimostrare che ¢ falso.

2 2
2) (7.5 punti) Sia data la superficie S definita da {z € R: T LY 1,0<z<uxzy, x,y > 0}.

4 16
Se ne calcoli 'area.

Avvertimento. La superficie 22/9 + y?/16 — 1 = 0 non ¢ cartesiana del tipo z = f(z,y) e

. . . 2 2
quindi non ha senso scrivere /1 + 48% + % nelle formule;

400

sin(bx) — sin(ax
3) (7.5 punti) Si calcoli Iintegrale V.P. / 2( 2> (az)
oo (22 Ha+1)
dell’esercizio va indicato quale cammino si una nel piano complesso e vanno parametrizzate tutte
le curve in gioco. Bisogna inoltre dire quali integrali tendono a zero ma senza dimostrazione

dr, a,b > 0. Nell’esecuzione

Avvertimento: se si “chiude” il cammino con un semicerchio nel semipiano superiore o infe-

. Iy . .. . sin(bz)—sin(az)
riore che tende all’infinito e si integra la funzione Tt

reale e va scritto senza la presenza dell’unita immaginaria i

, st va nei quai. Il risultato e

4) (7.5 punti) Si calcoli % w dove w = (yz — $y°)dz + (zz + 32°)dy + zydz e ¢ & la curva
bl
percorsa in senso antiorario il cui sostegno ¢ dato dall’insieme z = 22 + 9%, 2 =2x +y + 1

5) (10 punti) Si risolva I'equazione differenziale
" — 42’ + 4o = (y * (siny)?) 1-H(t —1), 2(0)=0 2'(0)=0
y=t—
f * g e il prodotto di convoluzione

5.1) (3 punti) Dimostrare che z/(0.5) + z/(2) > % + 1= oppure dimostrare che & falso

6) (5 punti) i valuti / w dove w = (zy*+z+ \/xj—i—yQ 1+I%+y2 Ydz+ (yz? +y+ \/;er? 1+x%+y2)dy
gl

ey = (7(t),7(t)): [0,_27r] — R2 v (t) = (1 + %) cost, y2(t) = (1 + %) sint, 0 <t < 2.
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04-02—2019 A.A. 2018/2019, Sessione Invernale, secondo appello (B)

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

| Consegnare il presente foglio sempre, anche in caso di ritiro “

Le risposte vanno motivate. Se immotivate, ancorché esatte, non verranno prese in
considerazione. In caso di ritiro scrivere “Ritirata/o” sotto al cognome|

Gli studenti di Elettronica&dnternet risolvano gli esercizi 1,1.1,2,3,4. Gli studenti di Infor-
matica risolvano gli esercizi 2,3,5,5.1,16.

1) (7.5 punti) Si risolva I'equazione differenziale

Ugy — @ Ugy = (t* (cost)?), x>0,t>0
u(x,0) =0, u(x,0) =0, u(0,£) =0, x>0,t>0

f * g e il prodotto di convoluzione

1.1) (3 punti) Dimostrare che u;(2a, \/g) < —1/32 oppure dimostrare che ¢ falso.

2 2
2) (7.5 punti) Sia data la superficie S definita da {z € R?: il + vy _ 1,0< z<uxzy, x,y > 0}.

9 16
Se ne calcoli 'area.

Avvertimento. La superficie 22/9 + y?/16 — 1 = 0 non ¢ cartesiana del tipo z = f(z,y) e

. . . 2 2
quindi non ha senso scrivere /1 + 48% + % nelle formule;

400

3) (7.5 punti) Si calcoli 'integrale V.P./ sin(bz) — sin(az) dx, a,b > 0. Nell’esecuzione

oo X222 =2+ 1)
dell’esercizio va indicato quale cammino si una nel piano complesso e vanno parametrizzate tutte
le curve in gioco. Bisogna inoltre dire quali integrali tendono a zero ma senza dimostrazione

Avvertimento: se si “chiude” il cammino con un semicerchio nel semipiano superiore o infe-

. 5. . .. . sin(bz)—sin(az) . . . . \
riore che tende all’infinito e si integra la funzione R GETat) o Stva mel guai. 1l risultato é

reale e va scritto senza la presenza dell’unita immaginaria 1

4) (7.5 punti) Si calcoli % w dove w = (yz — 3y°)dx + (22 + 323)dy + zydz e ¢ ¢ la curva
il
percorsa in senso antiorario il cui sostegno ¢ dato dall’insieme z = 22 +y2, z =z + 2y + 1

5) (10 punti) Si risolva I'equazione differenziale

2" — 42’ + 42 = (y * (siny)?) H(t-1), z(0)=0 2'(0)=0

y=t—1

f = g e il prodotto di convoluzione
5.1) (3 punti) Dimostrare che z’(0.5) + z/(2) > % + 1= oppure dimostrare che & falso
6) (5 punti) Si valuti [yw dove w = (zy? + o + HZiz)de + (y2° +y + Hhz)dy e v =

(1.(£), 72 (1)): [, 37] = R2 41(t) = (1 + 5& ) cost, va(t) = (14 o) sint, 7 < t < 3.
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Soluzioni (A)

1) Come la solito £(u) = v(p) e 'equazione diventa

) 1 1

2 ) - zx \VM) — S a2 T A 5 O, =L O,t =0
p v(p, ) — a”vz (p, T) 27 2R d) v(0,p) = Lu(0,1)

da cui la soluzione
(p,2) = ae™ + B + .
v(p,x) = ae e e e _
b 2p°  2p3(p* +4)

Sappiamo che deve essere § = 0 e quindi

1 1 1 1
0.p) — — =0 = a=——— F ——————
v(0,p) = a+ 25 2p3(p% £ 4) T T TP+ )
Abbiamo
(p, ) L ! = :
vt )= ——+ — e a 5985  9.3/2 1 A\
b 2p°  2p3(p? +4) 2p°  2p3(p* +4)
ed inoltre

1 1 1 1 p

23(p2 +4) 8> 32 + 32p2 +4

Antitrasformando si ha

u(z,t) = — — — + = — == cos(2t) - H(t — —

4 t? 1 1 x) 1 x 1t x 1 1
48 16 32 32 a a

tt 2 sin?t T 1 T 1 T.o 1 . 5 x
=15t e M (G - g o g )

1.1)

3 sin T x x T
wlot) = 15 g + T~ o= D) (g5e= D)= o= DR 4 ot D)) +
—|—H(t—§) <%—l—%( — —)+1—16sin(2t— %93))) =

3 sin T x T
:%-é-}-%ﬁ-[i(t—a)(%(t—g)-i-l—lein(%—%)))

Per x = 2a,t=+/3/2sihat—x/a=+/3/2—2<0 per cui
3_\/6 V6  siny/6 i

92 YY" _ V"
Y Y T T s T

1
= sin\/6>§

e basta osservare che v6 < 57 /6 che & ovvia
2) Si veda il compito del 22/6/2016. Il risultato ¢ 112/9.

3) Per il cammino su cui integrare si veda il giornale delle lezioni.

“+o00 eibm o eiam
I =1Im V.P./ dx
oo X224+ 1)
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+oo eibx _ eiam ) ‘ eibx _ eiam . ezbz o eiaz o
dr =im lilm ———— + 2wiRes z=¢e38 | =
oo T2+ 4+1) a—0 x(z?2 + x4+ 1) 22(22 4+ 24+ 1)
ibz iaz —idm
e — € e 3 (=1 iV3 ;=1 iV3
=qmi(b—a)+ lm —————=-—-mb—a)+ —— (elb(7+ 50) _ glalF+%5 ) =
B PR VA N

b 4w b Anw 1  —av3 a A4 a 4r

=-—m(b—a)+ \/—%e 2 (cos(§ + ?) - ism(§ + 3)) + %e ? (608(5 + 3) - isin(§ + 3))

47T) + 1 —a2 3 (
— —e cos
3 V3

Non si possono calcolare separatamente le due quantita

400 esz +oo etar
V.P. d V.P. d
/_oo x2(x2 +x+1) “ /_Oo 22z +x+1) v

ezbm _ ylax

4
3)

Sy
2

e il motivo sta nell’espressione lim

——— . Se si toglie uno dei due esponenziali
2—0 x(x? +x + 1) & p

il limite fa +oo

1
5)2 = z Applichiamo Stokes.

Il rotore & (0,0, 22 + y?). Il vettore esterno al piano & (—1,—1,1) per cui abbiamo

1 27
171
// (22 + y?)dxdy = / dr 9r/ (§ + 27“2) dt = i
(2—1)2+(y—4)?<0/4 o 4 Jo \4 4 32

Studiando “meccanicamente” la soluzione del precedente compito, alcuni hanno
scritto (0,0,1) quale normale esterna al piano interessato dal presente esercizio.
Grave e gratuito errore! Solo casualmente non cambia il risultato finale

4) Si interseca il piano col paraboloide e si ottiene (z —1)%+ (y —

1 — cos(2y)
2
e alla fine abbiamo E((y*(sin y)z) le—1 H(t—

5) Sia g(y) = y*(siny)? L(g(t—1)H(t—1)) = e PL(g).sin’y =

yx1 y=xcos(2y) . 1 1 1
— . diL(g)=——=—F——
2 2 Quindi £{g) 2p* 2p(p* +4)

1) = e P 1 7P
S 2p3 2p(p?+4)

In trasformata di Laplace

da cui yx*(siny)? =

B e P 1 e P
2p3(p—2)2  2p(p?+4)(p—2)2

(18 oty _1df et ]
2\ 2dp? (p—2)? p=0 4dp (p—2)2 (p—2)3 p=0

X(p)

0
1 [ t2eP? 2tePt 2tePt 6eP? 1/t t 3
41(p=22 (®-2° ®-2° ®-2)*" o 4\4 2 38
1 d ePt 1 te?t  3e?t
2dp 2p3lp=2 2\ 16 32
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e il primo termine di X (p) ci da

16 8 32 32 64 }H(t_l)

{(t —1)2 L=l (t—1)e*t=  ge2(t—l)

Il secondo termine ci da

-1 1 d ept 62215 6—22'15
Bl (E * BT e @D T CHI I 2)2) B
—1 /1  te?t 2t 2 eFt 72 —1 /1 te?® et sin(2t)
==\t "5 55T — — ==\t "+ —
2 \ 16 16 32 32 64 647 2 \ 16 16 16 32
che genera il termine

— — 1)e2(-1) 2(t—1) i _
-1 (t—1)e 4 € _sin(2(t —1)) H(t—1)
32 32 32 64

La somma ¢

1 t—1 (t—12 et &in(2(t—1))
= (— - - H(t—1
(1) <16 MR ET? 64 64 =1
5.1)
1 t—1 (=12 2D sin(2(t—1))
") =6(t—1)( — - -
v () =d(t-1) (16 LT 64 64 *
1 t—1 2D cos(2(t —1))
- - . H(t—1) =
* (8 TR 32 32 ) (t-1)
2(2) = 1 & sin2 N +1+1_£_C082 e_2+i
16 64 64 8§ 8 32 32 8 16
R . . 1 11e? .
¢ necessario che (sin2 + cos2 > 0) 1 > 1 ed e falso.
X : o ?y? x4 y?
6) La forma ¢ esatta ed il potenziale ¢ U(z,y) = 5 + 5 + arctan y/z2 + y? La curva

connette i punti (1,0) e (3,0) da cui

1 3
U(2,0)—-U(1,0) =2+ arctan2 — 3~ arctan 1 = 3~ % + arctan 2
Notare che il dominio della funzione U(z,y) & lo stesso della forma.

Senza trovare U(z,y) ma sapendo che w & chiusa si poteva pure agire come nel precedente
compito ossia chiudiamo la curva con il segmento che da (2,0) va a (1,0). L’integrale sulla
curva chiusa vale zero in quanto per Gauss—Green uguaglia 'integrale sulla curva, ad esempio,
x =c¢ccost,y =esint, 0 <t < 27 che vale (cost = C, sint = 5)

/027r Kai”OQS +C+ 5(187552)) (—e8) + <e3502 +5+ 5(1675520 (50)} gt =0

Quindi il risultato e

-1 —t 1 ! 1 3 3
—/_2 (—t-i—_—tm)(—dt) = /_2 (—t-l—m)dt: §+arctan(—1)—arctan(—2) = §—Z+arctan2
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Soluzioni (B)

1) Come la solito £(u) = v(p) e 'equazione diventa

) 1 1

2 _ _ _
b v(p,a:) —a Uxm(pv ZL’) - ﬁ + m7 U(O7p) - ﬁu(ovw =0

da cui la soluzione

— @ 1 1
v(p,z) = e~ +fBea 4 — 4 ———
2p°  2p*(p* +4)

Sappiamo che deve essere = 0 e quindi

1 1 1 1
Op)=at st sme—=0 = a= s — o
v0p) =0t gt s T T )
Abbiamo 1 1 1 1
1= () e+
2 2p3(p2 + 4) 2p 2p3(p? +4)
ed inoltre

u(x,t):i—;—%—%+§cos(2t)—ﬂ(t—g) (%(t—g)—%( —2)2—3%—1—3—12008(2(75—
I TR E VIR VARSI B

1.1)

ut(a:,t)—i—g—é _Sg;(%) it -5 (%(t—f)— 11—6( -y - 332+§cos(2t—%x))
vHE-D) <4—18 - %( — §>+;—21sm(2(t— g»)

Per x = 2a,t=+/3/2sihat—x/a=+/3/2—2<0 per cui
3 _\/6 V6  sinv6 -1

1
2 N N¥2 _ VU - ' -
ut(2a, 2) 6 16 6 <3 = sin V6 > 5

e basta osservare che /6 < 57 /6 che & ovvia
2) Si veda il compito del 22/6/2016. Il risultato e 148/7.

3) Per il cammino su cui integrare si veda il giornale delle lezioni.

“+o00 eibm o eiam
I=Im|V.P. d
m{ /_oo xz(a:Q—x—i—l)x
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+oo eibx _ eiam ) ‘ eibx _ eiam . ezbz o eiaz ix
5 de =im lim —————— + 2miRes | ,z=e3 | =
oo T2 =2 4+1) a—0 x(z?2 —x + 1) 22(22 —z+1)
ibz iaz —iam
e — € e 3 201 iV3 ;1 iV3
=imi(b—a)+ lim ——-=-7(b—a)+ ——+ (62b(§+ 57) _ elalat )> =
e 7222 1) i3

(b—a) i e—b2\/§ cos(b 27T)—|—is'n(b 27r) L i e—a2\/§ cos(a 27T)+2'Sin(a 271')
=-—7(b—a) - — - — — in(- — — — - — — - — —
V3 2 3 2 3 V3 2 3 2 3

La parte immaginaria e
e b 2w N e~ a 27
cos | = — — cos | - — —
V3 2 3 V3 2 3

Non si possono calcolare separatamente le due quantita

oo Jibe +00 piaz
P. d P. d
v / x2(x2 —z+1) v v / x2(x2 —x +1) v

— o0 — o0
ibxr eiam
e il motivo sta nell’espressione lim

———  _ Sesitoglie uno dei due esponenziali
=0 (2?2 —x + 1) 8 P

il limite fa +oo

1 9
4) Si interseca il piano col paraboloide e si ottiene (z — 5)2 +(y—1)?2 = 7 Applichiamo Stokes.

Il rotore & (0,0, 22 + y2). 1l vettore esterno al piano & (—1,—1,1) per cui abbiamo

1 27
171
// (22 + y?)dxdy = / dr 9r/ <§ + 27“2) dt = i
(2= $)2+(y—1)2<9/4 o 4 Jo \4 4 32

Studiando “meccanicamente” la soluzione del precedente compito, alcuni hanno
scritto (0,0,1) quale normale esterna al piano interessato dal presente esercizio.
Grave e gratuito errore! Solo casualmente non cambia il risultato finale

5) Come il compito A.

5.1)
2,2 2,2
1
6) La forma & esatta ed il potenziale ¢ U(z,y) = a:2y + 2 —;—y + 3 In(z? + y?). La curva
connette i punti (—3/2,0) e (—5/2,0) da cui
5

U(5/2,0) = U(3/2,0) =2~ In

Notare che il dominio della funzione U(z,y) € lo stesso della forma.

Senza trovare U(x,y) ma sapendo che w & chiusa si poteva pure agire come nel precedente
compito ossia chiudiamo la curva con il segmento che da (—5/2,0) va a (—3/2,0). L’integrale
sulla curva chiusa vale zero in quanto per Gauss—Green uguaglia 'integrale sulla curva, ad
esempio, x = ecost, y = esint, 0 <t < 27 che vale (cost = C, sint = S)

2m
/ [(53025 +C + Z—g) (—eS) + (63502 +S+ i—f) (50)} dt =0
0
Quindi il risultato e

32 =82 ~3/2 5
- t+—dt:—/ t+—dt:2+lnt’ =2—In-
[, =] Cusp ol ’
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