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esame da 12 crediti: svolgere tutti gli esercizi (tempo 180 minuti); punteggi 5,5,4,4,4,4,4,4
esame da 10 crediti: svolgere tutti gli esercizi tranne il numero 8 (tempo 150 minuti) punteggi 5,5,5,5,5,5,4

esame da 5 crediti, solo seconda parte: svolgere gli esercizi esercizi 4,5,6,7, (tempo 100 minuti) punteggi 8,9,9,8

Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

1. Si determinino ay,...,as in modo che la funzione  f(x) = (cos x)((smx)2> +ap + ayr +
apx® 4 azx® + ayx* + asz® + aga® sia o(2%) per x — 0

R.:ag = ,ap = , Qg = , a3 = , Gy = , a5 = , g =
2. Sia data la funzione

22e % 2 <0
o]

g—l—x—6‘ x>0

(1) Scrivere le equazioni degli eventuali asintoti. R.: y = 0 ¢ un asintoto orizzontale a
—oo. La retta x = 0 & asintoto verticale solo per z — 0. La retta y = 2 — 6 & un
asisntoto obliquo a +oo.

(2) dire in quali punti la funzione non ¢ continua. R.: z = 0 in quanto lim f(x) =
z—0~

5
— +x — 6] = +o0.

F(0)=0= lim % =0 mentre lim f(z)= lim .

z—0~ z—0t z—0t

(3) Eventuali punti di non derivabilita della funzione. R.: z = 0 chiaramente, z = 1,
T = 5.

(4) Scrivere le ascisse dei punti di massimo e minimo locali e globali (relativo, assoluto).
R.: z = —1 e 2 = v/5 sono massimi locali, non globali; z = 2,3 sono minimi assoluti.

(5) Scrivere gli intervalli di concavita , convessita . R.: Ha la concavita rivolta verso
l'alto negli intervalli (—oo, —“T‘/ﬁ), (—%W,O), (0,1), (5,400) mentre negli intervalli
(—%ﬁ, —%m), e (1,5) e rivolta verso il basso.

(6) Disegnare un grafico qualitativo.



Inz—z

. Si calcolino le seguenti derivate: f'(e), ¢'(%), h'(e) dove f(z) = (Inx) , g(x) =

(tan 2)** % h(z) = (x lna:)l%,
R.: f'le)=(1—¢)/e, ¢g'(}) = V2/2, W (e) = 4e?
. Si dica che relazione deve intercorrere fra o e 8 affinché converga l'integrale

+00 1
/ (1 —cos —)In’(1 + e%)da R.: Suddividiamo il pano («, ) in quadranti.
1 -

a >0, >0: Converge per f < 2a — 1
a <0, >0: diverge sempre

a <0, 8 <0: converge per < —1.

a >0, 5 <0: converge per § < 2a — 1.

In tutte le altre regioni diverge.

. Sia x = arg(z) dove z € C. Si disegni sul piano (z,iy) 'insieme dei numeri complessi che
soddisfa la relazione
(|2] — 1)(162% — 247z + 57%) > 0

R.: Se |z| > 1 allora x < 7/4 oppure x > 57/4 mentre se |z| < 1 allora 7/4 < x < 5 /4.

. Si risolva I’equazione differenziale

{ y'(r) = 2zyIn(1 + 2?)
y(0)=1

R.: y(z) = (1 + 22)"*"¢*". E una normale equazione del primo ordine a variabili
separabili.

. Si trovino i valori di « per cui converge la serie e dire se trattasi di convergenza semplice

o assoluta S 7(_1)k
) E ~ 5
— ko +In“ k

1
R.: Converge per ogni valore real di «. Infatti [ decresce all’aumentare di k e
@ n

quindi € una serie di Leibnitz. Se o > 1 converge pure assolutamente.

. Per ciascuna delle seguenti funzioni si dica argomentando se ammette limite (z,y) — (0,0)
esin(ry) _ 1 _ tan(y/ztanz) fom 28 + 98
24y o[ +yl 7

fi=

:)32—y2



R.: (barrare la risposta esatta) f; : Si No, fa:Si No fz:Si No

La prima e la seconda si; la terza no. Usando lo sviluppo del seno e esponenziale gia
usati nel primo esercizio si ha

@) 1 1sin(ey) + I 1 gy +o((ey)?) + Lzy)? + o((2y)*)

22 4 2 » 22 4 2 22 4 2
2 2 2
o) L ol(ay)®) ()
=0 2 +y? 20 (wy)? 2?42
in quanto
2 2 2,2
i 2@ _ (zy)* _ 2%y 2

-0 (zy)? 2?2 +y? T a?

e y — 0 chiaramente.

tan(y/rtanz) tan(y/rtanz)/ztanz
|z + |y] Vrtanz  [z] + |yl

La prima frazione tende a 1 e la seconda a zero in quanto

Va tan x < V tan x

< —0
2] + [y ||

Per quanto riguarda la terza, sia y = x+ax®. Chiaramente (0, 0) ¢ punto di accumulazione
dell’insieme {(x,z + az®)}. Abbiamo

4 (r+ax®)® 2+ (x+ax®)® 228+ o(2®)
(z—y)(z+y) —azd(z+x+azd) —2a2°+ o(z?)

flz,y) =

ed il limite non esiste.



Soluzioni

Esercizio 1. Si tratta scrivere lo sviluppo di Taylor centrato nell’origine. (cos g:)(sin:c)2) =
e(sine®)?In(cosz) )1 abhiamo

1 1 1 1 1

1 _q_* Loa 1 7
sinx =2 6:)3 +5:E + o(z?), cosx =1 2:17 +24:)3 6':)3 + o(z")
6 Yh—lgh
n(l+ z) :Z + o(x")
6
— 1)k (cosz — 1
ln(cos:z:)zln(1+(cosx—1))zz( ) ((;{;osx > +o((cosz — 1))
k=1
6k
x __ ZIZ'_ 6
e’ = o + o(z”)

k=0

E chiaro che dobbiamo tenerci solo i termini di ordine 6 della funzione (sin z)2 In(cos z). Siccome
(sinz)? comincia con lordine 2, della funzione In(cosz) dobbiamo tenerci solo i termini fino
all’ordine 4.

1 1 1
cosx — 1= —5932 + ﬂxﬁ‘ + o(x) (cosz —1)* = ZxA‘ + o(x)
Dunque
1 1 11 1 1
In(cos x) —5932 + (ﬁ — 51) 2t + o(2”) = —ixz Efl + o(z°)
(sinz)? = 2 — Lo + 248 + —a% + o(af)
3 45 60
Facendo il prodotto abbiamo
1 2 1 1 1 1 1
(sinz)?In(cosz) = <x2 — 5:54 + 4—5556 + O(IG)) <—§x2 — Efl + 0(I5)) = —§I4—EI6+6£E6+O(ZL’6
Dunque abbiamo
1 1
(sinz)?In(cosz) = —=a* + —2°% + o(z?)
2 12
Inoltre ) .
g2 et Hole®) — 1 _ 51’4 + Ex6 + o(z)
in quanto il termine successivo comincia con 2. Il risultato & quindi
1 1

Qo , i , A2 , as 7 5 as , Qg 12



Esercizio 2

I\ (@)

(\/576_2\/5)

(_17671)

(—1,0) (5,0)

Esercizio 4 Sia 3 > 0. La seconda funzione ¢ asintotica a 2° per z — +o00 ossia lim 5
T——+00 €T

1. Scriviamo quindi
1 1 —x B
(14 €)= () + In(1 +¢)° = (o (14" = (14 2EEED)

— 2P 1+ﬁ@ +0 (<M>2>] :xﬁ(1_|_0(1))

i

Sia a > 0. La prima funzione ¢ asintotica a 1/x?*. Infatti

1 1 1 1
1_COSE:2JEE+O<%) :21’?(1_‘_0(1))

Ne segue

/1+OO(1 — CoS %) In’(1 4 e*)dx = /1+°° [2;2a 1+ 0(1))} (2°(1 + 0(1))) dz =

_ /1+°° (xﬁjaa + 0(1))) da

La convergenza si ha se f — 2a < —1 e quindi f < 2a — 1. Se invece § > 2a — 1 possiamo

scrivere N s N 5
[P P ]
1 1 > -
/1 ( (1 + o )))dx_/f ( . Q)d:):

con un opportuno ¥ > 1. Ne segue la divergenza.

In” (1 + e%)



Sia ora @ < 0, § > 0. Della quantita 0 < 1 — cos(1/x%) < 2 si puo solo dire che ¢ limitata.
Dunque possiamo dire

(1— cos xia) P(1+ ") = O(1)a? (1 + o(1))

+oo
Poiché 2Pdx = +o0o non possiamo maggiorare con una funzione positiva integrabile e

1
quindi non abbiamo la convergenza assoluta da cui seguirebbe la convergenza semplice. Non
possiamo dire ancora che l'integrale non converge semplicemente. Il problema nasce dal fatto
che non possiamo scrivere, ad esempio, 0 < § < 1 — cos(1/z*) < 2. In tal caso avremmo

400 1 +oo
/ (1 — cos E) In’(1 + e”)dx > / 62’ (1 + o(1))dx = +o0
1 1

ma cosl non e .
I seguenti calcoli non sono richiesti in sede di valutazione degli elaborati.

. 1/lol 1/l
Osserviamo che se p, = (ZW + 2k7r) <z < (fr + 2k‘ﬂ') = q allora 1 — cos1/z* >

14+ 1/2/2 per cui possiamo dire che

400 1 +00 qk \/5 1
1 —cos —)In’(1 + e®)dx > /1 AR LIS Nde = —— (7 — pfH!
/1 ( CosIa)n(ﬂLe)x_;pk( + 2)x(+0())a: 5+1<qk pk>

. . . . . . N B+1 g1\ o 4 Bl .
Si faccia poi vedere che il comportamento asintotico della quantita (¢, — pj ek Tl esi

N B+1—|al 1-— 1 B+1—|a|
ricordi 5 > 0. E chiaro quindi che &£ ToT— > | ||a| = W — 1> —1da cui Zk lol = 400
«o «Q
da cui la divergenza.

1

Sia ora a < 0 e 3 < —1. Possiamo maggiorare (1 — cos — ) In?(1 + %) < 22°(1 4 o(1)) da cui
:LnOC

la convergenza.

1
Sia ora @ < 0 e —1 < f < 0. La stessa maggiorazione di prima (1 — cos —)In’(1 + %) <
za

+o0o
22°(1 + o(1)) ora non ci serve in quanto / 2dr = +o0o. Dobbiamo riprendere la stima di
1

. B+1-lal . B+1-|
prima Zk lal ~ = 400 ed osservare che per § > —1 si ha kT

la divergenza.

al —14+1—|af _1 .
>k ol =k dacul

L’ultima stima riguarda o > 0 e § < 0. Possiamo stimare

1 1
(1 — cos E) Inf(1 4 ¢e*) = ixﬁ_m(l +0(1))

da cui la convergenza non appena %0 < —1 ossia f < —2a. D’altra parte per > —2a possiamo
Q@

1 1
scrivere 5:56 2%(140(1)) > EIB ~2@ almeno per x > T con T opportuno. Ne segue la divergenza



