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1) Data la funzione f(x) = 1 arctan — si scrivano qui sotto le risposte alle seguenti do-
x

mande (le dimostrazioni sul foglio di “bella”):

1
1) Dominio: % —arctan — > 0 da cui /4 > arctanl/z. Dalla crescenza della tangente in
x

1
(—m/4,m/4) si ha tan% > tanarctan — <= 12> 1/x. Quindi z < 0, oppure = > 1.
x

2) Limiti della funzione ai bordi del dominio (punti di frontiera compresi +00). lim f(x) =

T—r+00
Vs —f/2 hm f(z) = /7/4 = /7/2, hm f(z 1/% 5= \/7 mli‘% —

3) eventuali asintoti Un asintoto orizzontale y = /7/2 e nessun asintoto verticale né obliquo.

1 -1 -1 1
4) La derivata prima. f'(z) = = La funzione

2 2"
arctan L1+ mz z — arctan Llta

1
00) ma NON in (—o0,0) U1, 400). Infatti a —oo tende a

K
4
e crescente sia in (—o0,0) che in [1,

/7/2 e vale 0 per x = 1.

5) Limiti della derivata prima ai bordi del dominio (punti di frontiera compresi +00). lim f'(z) =
z—0~

2 lim f(z) =400, lim f'(z)=

3T o1t z—+oo

6) Scrivere le coordinate dei massimi e dei minimi se ve ne sono. Siccome f(z) > 0, chiaramente,
il punto x = 1 e certamente un minimo e per giunta assoluto. Non vi sono latri punti di estremo

: |3 N o
relativo o assoluto. Certamente sup{y € R:y = f(z),z € D} = , Ma non € un massimo in

quanto la funzione non ¢ definita per x = 0.

7) Disegnare il grafico della funzione nello spazio sottostante
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I

|

+oo ea|‘7c|

2) Si trovino i valori di a per cui converge 'integrale improprio / mdaz
e €T te

R. Converge se e solo se a < 1.
L’integrale ¢ improprio in quanto il cammino di integrazione si estende a +00 e —co. La funzione

¢ ¢ limitata (in particolare continua) in ogni sottointervallo finito e quindi non vi sono altre cause
che rendano l'integrale improprio. La funzione & in realta pari per cui possiamo scriverla come

+oo al|z|
2/ e_l_idx. Detta f(x) la funzione integranda, ci basta far vedere che 0 < f(x) < g(z)
0 et +e *

+o00 alz| al|z| +00 z(a—1) | +oo
e e e
e / g(z)dx < +00. Ora < — ¢%@=1) Tpoltre / erla=1 g & -
0 er +e " e* 0 a—1 lo
1
Alilil 1 (eA(”_l) — 1) e se vogliamo che tale quantita sia finita ¢ necessario che a — 1 < 0
—+4o00 @ —

ossia a < 1. Dunque per a < 1, l'integrale converge. Ora facciamo vedere che per a > 1
“+o0

I'integrale diverge. Ci basta far vedere che f(x) > g(x) > 0 e / g(x)dxr = +oo. Sappiamo
0

eolz| ealzl 1 .
che — e > e = iex(a_ ) e per le setsse ragioni di prima, se a > 1 l'integrale diverge.
et +e e

e Un altro modo e il seguente. Facciamo vedere che

lim 2%f(z) =10, a>1, [|#+c0

r—+oo

Scegliamo ad esempio a@ = 2 ma qualsiasi numero maggiore di uno va bene

) al|z| ) e(a—l—l)x ) L 1
lim 22— = lim 2°——— = lim z%@ V" = _ s0sea<1
z—+oo ¥ + e 7T zo+oo 2T 41 x—+00 1+ e 22
La stessa cosa accade a —oo. Infatti avremmo
‘ ea|m| ‘ e(—a—l—l)m
lim 22— = lim 22— s 0sea<1

r——oco0 eT ;e % T—>—00 e2r 41

Quindi se a < 1 la funzione ¢ integrabile in senso improprio.

Facciamo ora vedere che se a > 1 l'integrale improprio diverge. Ci basta dimostrare che

lim z%f(z)=10, a<1l, 1#0

r—+oo

Prendiamo o = 1 ed abbiamo

) ea|‘7c| . e(a—l—l)x ) B
lim 2—— = lim 2——— = lim xel@ b=

——— > +4o00osea>1
z—+oo e% e~ 7T z—+oo €2 41 x—+00 1 +e 22
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Quindi se @ > 1 la funzione non ¢ integrabile in senso improprio. E superfluo studiare il
comportamento per r — —o0.

3) Argomentando si trovino, qualora esistano, i valori di a per cui converge la serie

& (VITR ke

2 (k2 4 Ma=D)’

. 1 S 1 R 1 1 a
(V1+k2 —k) :<k1/1+ﬁ—k> =k ( 1+ﬁ—1> =k <1+m+o(ﬁ)—1) -

= k“k:_%(% +o0(1))* = l{:_a(1 +0(1))

Sia ora a > 1.
In(k? + eF@ D) = (@)  In(k2e @D £ 1) = k(a — 1) + O(k2eFa=D) =
= k(a—1)(1+ O(ke **~1)

e ke™*@=1) 5 0 per k — 400 se a > 1. La funzione & dunque
% +o(1) _ % + o(1)
kak(a —1)(1 + O(ke=Fa=1) — katl(qg — 1)(1 + O(ke—k(a—1))

La serie converge chiaramente se a + 1 > 1 ossia a > 0. Siccome siamo nella condizione per cui
a > 1 che evidentemente implica a > 0, la serie converge.

Sia ora a < 1. In tal caso

In(k? + eF=D) = Ink? + In(k2eF@ D 4 1) = 2Ink 4+ O (k2 (e =

ek(a—l)
La funzione e % +oll) la quale converge solamente se a > 1 (sta nelle viodeolezioni) e
keInk(1+o(1))

quindi per a <1 la serie diverge.

La conclusione e che la serie converge solamente per a > 1.

52 17
4) Sapendo che tanz = = + % + Bxf’ + %aﬁ + o(a:7), si calcoli lo sviluppo di Taylor
all’ordine 7 centrato nell’origine della funzione f(x) = sin(tanz) — tan(sinz). In altre parole

7
bisogna trovare un polinomio P(x) = Z apz® tale che f(x) = P(z)+ R(z) dove lim R(z) =0.
k=0

rz—0 ,’1;‘7
3 2°
Basta applicare le formule. Il risultato & P(z) = —x7/30. Sappiamo che sinx = z — . + .
27
-7 + o(2®) per cui

_ B2 . 1T . - 1
[sin(tan )], = {x-l-?-l-ﬁx -l-ﬁx + o(x )L_é

1
+ —

120

B2 17 . -\’
(x-l-?-l-ﬁx -l-%x +o(z ))

7
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22 . 17 . i 22 . 17 .

{x+§+1—5x +Ex +o(z )}7—1'-1-?—1-1—593 -1-533
A 7 ’ 3 x3 2z° z8
SR =23 4+ 3227 4+ 3225 435
(x+3+15x + 37 -1-0(93)) 7 v+ 327 + 307 - + 35w

B 2 . 17 . -\’ s (5\ ,aB
<x+§+1—5x -l-%x -1-0(93)) 7—9: -1-(4)93?

B2 517 o o\ .
<x+?+ﬁx —l—%x —l—o(aj)) 7—33

Sommando i vari pezzi con i relativi coefficienti si ha

1 1 95
[sin(tanz)], = = + 6933 - 4—0335 — m:ﬁ + o(x®)

) 3 R 3 1 3 R 3 ’
[tan(smx)h:{x—g—i-l—%—ﬁ-l- (x )]74-5 ( _€+1—2(]_ﬁ+ (:L')) 7—|-
+2 x3+x5 m7+(8)5 +17 x> a2° m7+(8)7

— — 4+ — - +to(x — — 4+ — -tz
15 6 120 7! - 315 6 120 7! -
w3 x® 2T 8 3 x® 2T 3
[‘E*Eo‘?*““};“E*m‘?* (=)
1 )’ 3 x3 x° 8
STz T = 23— 3022 13,28 13T
[(w 6 T m oW )) i IR T T
23 5 7 . 5 ; 5\ ,a°
(m———f—m—ﬁ—f—O(.ﬁ)) 7236—(4):5?
3 25 2T e\’ .
[(“Fﬂ—m—ﬁ“(“) o

Sommando i vari pezzi con i relativi coefficienti si ha

1 1 107
[tan(sinz)], =z + 8353 - 4—0335 - Mﬂ + o(x®)

La differenza da il risultato.

5) Si calcolino le derivate parziali della funzione f(x,y) = arctan(z/y).

11 1 —z
fz = -, fo=—=—5
1+;j—§y 1+§j—§y2
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