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—1
1) Data la funzione f(x) = [ln Ve r|z? — 3|+ 2) ] si scrivano qui sotto le risposte alle

seguenti domande (le dlmostrazmm sul foglio di “bella”):

1) Dominio: R. Tutte le x reali.

2) Limiti della funzione ai bordi (punti di frontiera compresi +o00) del dominio:

lim e - |z? — 3| =0-+o00 = forma indeterminata

r—+00
: ) . : —x 2 : —x 2 |.’L’2 B 3|
per cui. D’altra parte (a volere essere pedanti) lim e @ -]z —3|= lim e % x — =
Tr— 400 r— 400 €T
: —x 2 : ‘.’132 — 3| : ?
lim e *-2%- lim lim =. E un limite notevole oppure si puo usare I’Hopital.
x—+00 z—+00 2 1‘—>+oo er’

Derivando due volte si ottiene zero. Quindi

lim [ln(\/e—ﬂxz -3+ 2)] =13

Tr——+00

Inoltre
lim e |22 —3| =™ . +00 = +00
T——00

e quindi (il massimo della pedanteria)

1 1

lim [ln(\/m—f— 2)] T S —

xr— — 00 [ln(+oo)]2 400

3) eventuali asintoti. y = 0 ¢ 'asintoto orizzontale a sinistra e y = 1/1n2 a destra.

4) La derivata prima. Se x < —V/3 oppure x > V3 si ha

e_””(2 3 —2x)

[ln \/7—3—1—2} Ve (a2 —3)(y/e ® (22 —3) +2)

f'(z) =

[\DI}—l

Se —v/3<x<+3siha
—e‘m(a:2 —3—2x)

[ln ver(—x?+3) —1—2] Ve r(—z2 +3)(y/e *(—22 +3) +2)

l\D|P—‘

f'(z) =

5) Derivata destra e sinistra nei punti di non derivabilita (se ve ne sono).

F(—V3 ) =400, f(—V3)=—o00, F(V3 )=+400, f(V3)=-o0,
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Piu detatgliatamente

FVET) = i (VB4 R) - F(VB)) =
= Ji | e B ) 2] /e - 2] ] -
= hlig)h % {ln(\/e—\/g—h((\/g-i- h)? —3) + 2)} - [In 2]_1}] = hli%i f(hh) = g

Proviamo con I’Hopital

—eiﬁ*h((\/g-kh)z—?))-i-e*‘/§*h2(\/§+h)
2¢/e= V31 ((V3+h)2—3)

B P A R e R R (CE RSN
oy L e M(BE R -3 e (VB ) 04 2eVPVE
n0 2P 2\ fe=/AH(VB+ 12 = 3) 220+
FVE )= lim S (F(VB+ k)~ (VE) =
:hli%l% [1n(\/e—ﬂ—h(—(¢§+h>2+3)+2>]_ - {ln(\/e_ﬂ(—(ﬁ)2+3)+2)]_ ] -
- hlii%l— % _{ln(\/e—\/g_h(—(\/g—f— h)?2 +3) + 2)] o [ln2]_1}] = hl_if(l)lf @ = g

Proviamo con I’Hopital

—e V3T (—(V3+h)24+3)—e= V3" 2(V/34h)
2V/e= V31 (—(V31h)?+3)

lim_ - 5 =
. [m(\/e—\/?—h(—(ﬁ + h)2 +3) + 2)] {\/e—ﬁ—h(—(\/ﬁ + h)2 4 3) + 2]
_ 1 =V (VB4R 43)—e V3 Th(VB4+h)  0—2e7V3VE
h—0- 2[In2)? 2\/6—\/§—h<_<\/§+h)2+3) 2[In 2])°0+
F1(=V3Y) = lim —(F(—VB4h) — f(VB)) =
_ 1 —1
= lim, % {m( eV3~h(—(—=v3+h)2 +3) + 2)} — {1n(\/e\/§(—(—\/§)2 +3) + 2)] ] =
I -1
= hlirng % [ln(\/e\/g_h(—(—\/g—i— h)? 4 3) + 2)} — [In 2]_1]] = hlii%lf @ = g

Proviamo con ’'Hopital

—e¥3 M (—(=V/34+h)’+3) eV "2(—V/B+h)
2V/e B R (—(=VB1h)>+3)

lim — 5 =

o {m(\/ex/ﬁ—h(—(—\/ﬁ R 43)+ 2)} {\/e\/ﬁ—h(—(—\/ﬁ YR 43)+ 2}

— lim 1 —eV3 M (— (=B34 h)2+3)—eV37h2(=\/3 + h) _ _0+28_\/§\/§ _
h—0+  2[In2]? 2\/6\/§—h<_<_\/§+ h)2 + 3) 2[In 2)°0+
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FVBT) = Tim (VB4 h) — f(-—VB)) =

— lim {ln\/‘f h((=V3 +h)2 —3) +2) { 3((—\/5)2_3)+2)}_1]:

h—0— h ]
1 . f(h) 0
hlggl_h [ln \/ 3+h 3) +2] ln2 ] hh_gl_ h 5

Proviamo con ’'Hopital

—eY? M (—V3+h)2-3)+eVP " 2(—VB+h)
2y/eV3—h((— f+h)2 3)

lim — =

h—0- [ \/\/_h \/’_1_;1) —3) _f_Q} [\/\/_h \/_+h)—3)+2}

R B S—h((—f+h)2— 3)+eV3ho(—vB+h)  0—2e7V33 e
h—0— 2[1n2]2 2\/ V3— h 3+h> ) 2[1112]20"'

6) Scrivere le coordinate dei massimi e dei minimi. (Ce ne sono quattro e non tutti trovabili
attraverso la derivata prima). Siccome e™%|2? — 3|42 > 2, ne segue che f(x) < 1/In2 e quindi
i punti di coordinate A = (—v/3,1/In2), e B = (v/3,1/In2) sono dei massimi ma non
possono essere trovati tramite le derivate non essendo la funzione ivi derivabile. I
punti di ccordinate

=(-1,1/In(v2e +2)), D =(3,1/In(V6e=3 +2),

sono minimi. Se |z| > V3, f'(xr) > 0 se e solo se 22 — 2z — 3 > 0 ossia # < —1, oppure
x > 3. Ne segue che la funzione cresce in (—oo, —v/3) e (3, 4+00) e decresce in (v/3,3). Il punto

-1
(3, [ln(\/ 6e=3 +2)| ) & un minimo.

—1
Derivando per |z| < /3, si ha che (-1, [ln(\/ 2e + 2)] ) pure € un minimo.

7) Disegnare il grafico della funzione nello spazio sottostante

—

log(y/e=7a? = 3] +2)|

4 B

o

X
—

=(—/3,1/In2), C=(-1,1/In(v2e+2)), B=(v/3,1/In2), D =(3,1/In(v6e=3 + 2)),
8) Dire quante soluzioni ha ’equazione f(x) = a per ogni a € (—00,+00). Per a < 0 nessuna

—1 -1
soluzione. Per 0 < a < |In(Ve™3 + 2)] si ha una soluzione. Per a = [ln(v e™3+2) si
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-1 —1
hanno due soluzioni. [ln(v e 3+ 2)} <a< [ln(v 6e=3 + 2)} si hanno tre soluzioni. Per
-1 —1
a = |In(vV6e=3 + 2)] si hanno quattro soluzioni. Per [ln(\/ 6e—3 + 2)] <a < 1/In2 si

hanno cinque soluzioni e per a = 1/1n2 si hanno due soluzioni.

9) Sia z > v/3. Dimostrare sul “foglio di bella” che vi deve essere almeno un punto di flesso. Si
badi che non ¢ sufficiente un argomento basato sul grafico.

Lo stesso argomento del compito precedente.

3
o 2)) dt. Succes-

sivamente per gli altri valori, si dimostri che 'integrale diverge. Si scriva qui sotto la risposta
(la dimostrazione sulla “bella”). Suggerimento: si possono adottare due procedure. Nel primo
caso si usi lo sviluppo di arctan x nell’intorno di x = 0. Nel secondo caso si usi 0 < arctanx < x
per ogni > 0 e arctanx > x/2 per 0 < x < xg con x piccolo abbastanza.

+o0
2) Si trovino i valori di a per cui converge l’'integrale / t— (arctan(
0

R. Si veda qui http://www.mat.uniroma2.it /~perfettiesercieserci.html. 1l file num.8 integrali,
integrali impropri, funzioni integrali, esercizio num.1.8 XII

3) Argomentando si trovino, qualora esistano, i valori di a per cui convergono le serie seguenti

—+o0 +o0
specificando quando la convergenza ¢ semplice o assoluta: 3.1) Z(—l)kk_“/k, 3.2) Z(—l)kk_“_l/k,
k=1 k=1
+oo
3.3) Z(—l)kk_k/a Si scriva qui sotto la risposta (la dimostrazione sulla “bella”).
k=1
R.
+o0
3.1) Z(—l)kk_“/k, ap = k~%*F = e~ %1% ¢ quindi a;, — 1 per k — +o0o. Ne segue che la serie
k=1
non puod convergere.
+oo
3.2) Z(—l)kk_“_l/k, Sia a > 1. Ne segue k=" < k=% ¢ quindi la serie converge assoluta-
k=1
mente.

Sia 0 < a < 1. In tal caso a + % sara definitivamente minore di maggiore di zero e minore di
1 per cui la serie & ancora “Leibnitz.” Converge quindi semplicemente ma non assolutamente.
Infatti sia b tale che 0 < @ < b < 1. Definitivamente si ha a + 1/k < b e quindi k=%~ /* > kb e

—+o0o —+oo
quindi Z ok s Z k=% = +00. La somma comincia di kg in quanto kg ¢ il primo intero
k=ko k=ko

per cui a + 1/k < b ossia kg ¢ la parte intera di 1/(b — a) piu uno.

i -1 -1 -
Siaa=0.a,=kF =e* ¥ 1 ¢ quindi non converge.

SiLa (}1: 1. k—a—l(/ik — e(-1=%)Ink _ %e_lknk =1 (1-2%10(%)) = £ +O(F). La serie ¢
“Leibnitz” e quindi converge.
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Sia a < 0. Da k™ k> g=1/k 41 pe segue che non puo convergere.

400
3.3) Z(—l)kk_k/“. naturalmente a # 0. In tal caso converge assolutamente per ogni a > 0.
k=1
Infatti k~*/* < k=2 definitivamente e quindi converge assolutamente. Se a < 0, k~%/¢ = 400 e
quindi non puo convergere.

4) Si calcoli lo sviluppo di Taylor all’ordine 7 centrato nell’origine della funzione f(x) =

sin(sinh z) — sinh(sinz). In altre parole bisogna trovare un polinomio P(x Z apx® tale che
k=0

R
f(z) = P(z)+ R(z) dove hr% <f) = 0. Si consiglia di costruirsi a parte il polinomio di Taylor
xr— €T

et — e~

e
all’ordine 7 della funzione sinh z = — A tal proposito si puo tenere conto del fatto che

(sinhz)" = cosh = (* +e¢7")/2, e (coshz) = sinhz. Oppure si pud procedere attraverso gli
exponenziali. R.

3 2k+1
Facilmente si ottiene sinh z = Z Ty o(z®) = [sinh z]7 + o(2®) = [sinh z]g + o(x®) ed al
— (2k + 1)!
3
1 k 2k:—|—1
solito sinx = Z 2]3:7” + o(z®).

sin(sinh ) = [sin(sinh z)]7 + o(sinh® z) =

1 1
= [sinh z]; — = [sinh® z]; + — [sinh® 2], — = [sinh” z]7 + o(sinh® z) =

3! 5'[

3 2k+1 3 5 26 3
x 1/ 4 9T 9T 1/ 5 9\ 4 1 . s
= . 3227 +3 3 — )=
Z(%H)! 6(3:—1—:66—1—3:5'—1—(3) )+5! R R =R )

[sinh3 z]~ [sinh® z]~

1 1
[sinh(sinx)]7 = [sinz|7 + — 3 —[sin® )7 + = = —[sin® )7 + = o [sin” z]7 + o(sin® z) =
3 k 22k+1 1 23 25 6 1 5 .3 1
27 x 5 4”%
Z 2k+1 6(33 —39:E+3 §+3(3) )+5<x +<4) 6)-1—7'9: + o(z®)
[sin}rac]7 [sin?mh

La differenza ¢ data da

et (D (L)) (1L (L1 1y
6 6 6 6 5! 12 5l 5! 12 5!
1 11 1 x’
of_+ L+t (X L1 8y _ _ T
T < 51736 1 3.41 <5!+36 3-4!))+0(w> 5 o)
(4.1). Allordine 8 otterremmo lo stesso —x7 /45 ed infatti ¢ presente o(z®).

(4.2) All’ordine 6 il polinomio & quello nullo nel senso che sin(sinh ) —sinh(sin ) = [sin(sinh z) —

27
sinh(sin z)]s + o(z%) = 0 + 4—5 + o(z®)
N——

o(z%)
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5) Data la funzione
rsiny —ysinx

r#O0NyF#0
LY

0 r=0VvVy=0

5.1) Si trovi il dominio. R?

siny sinz

5.2) Si dica in quali punti & continua. Se x # 0 e y # 0, allora la funzione & per

x
cui € certamente continua in ogni punto che non sta sugli assi. Dato quindi P = (0, yg), yo # 0

e scriviamo

x(siny — sinyg) + zsinyg — y(zr — o(z? siny — sin sin sin
fz) = (siny Yo) Yo — y( (%)) _ sy y0+ yo_1+o(x) N yo_l,
Ty ) ) Yo
Se il punto & P = (x¢,0) otteniamo — %o + 1.
To

Se il punto ¢ P = (0,0) abbiamo

)= 2y +oly)) —ylx+o(@) _oly)  olx)

flz .
y y x

Quindi la funzione e continua dappertutto tranne sugli assi cartesiani con eccezione dell’origine
dove e continua.

5.3) Si scrivano le derivate parziali

. ) . ) —rcosT +sinw ycosy — siny
Fuori dagli assi abbiamo f, = 5 y fy = ——5——
x

rapporto di funzioni continue il cui denominatore mai si annulla.

In (0,90), Yo # 0 abbiamo

e sono continue essendo il

. 0-0
Jy(0,90) :}%T =0

1tsinyg — yosint

3
tsin — Yot + t° + Yoo t4
fo(0,50) = lim _ i Y0 T Yot T Yo'g T Yo (%)
_)

to t=0 Yot?

ed evidentemente non esiste.

In (z0,0), ¢ # 0 abbiamo

-0
T R fd l _—
fe(20,0) = lim ; 0
. lxzgsint — tsinxg . t(zg —sinzo) —1’0% + o(t%)
fy(20,0) = lim — = lim
t—0 ¢ txo t—0 t2x0

ed evidentemente non esiste.

In z = 0 abbiamo evidentemente f;(0) = f,(0) = 0. Alla fine scriviamo

_xcosxz-l-sma:x#o’y%o wx%ow%o
x Y

Inoltre lim f,(x) =0 e lim f,(z) =0.
z—0 z—0
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Ne segue che le derivate parziali sono continue entrambe in R*\{z = 0,y # 0}\{z # 0,y =
0} U{0} e quindi la funzione & ivi differenziabile.

5.4) Si determinino i punti in cui ¢ differenziabile.

L’ultima parte del punto 5.3 basta. Altrimenti, dopo avere detto che sugli assi ma non l’origine,
la funzione non e continua, si poteva continuare dicendo che fuori dagli assi le derivate sono date
dal rapporto di polinomi in cui il denominatore non si annulla e quindi sono continue e quindi
la funzione e differenziabile. Nell’origine si ha

f(h)  hisinhy — hosinhy

lim =
k=0 ||A]l hiha/h2 + h3

Usiamo sint =t — +t* + o(t*) e quindi

f(h)  hi—h3 o(h3) o(h})
IRl /R +hZ /RZ+h2 /B2 + R
S Y SR SR oDl _ o] | _ o) _
VR +h3 T Il N E A NI EN I T NEY
|o(h3)] :
o) e tutti charamente tendono a zero.
2

6) Se esistono, si dica per quali valori di w sono limitate per ogni t € R le soluzioni del
z" + 4z = cos(wt)
z(0) =0, z'(0)=0
che esiste una costante positiva M tale che |z(t)| < M per ogni t reale).

problema di Cauchy (oscillatore armonico forzato) { (limitate vuol dire

Si veda qui http://www.mat.uniroma2.it /~perfetti/eserci/eserci.html, file denominato integrali
curvilinei, doppi, tripli e superficiali; equazioni differenziali esercizio 51.8.1.

Punteggi. Per 'esame da 12 creditisvolgere gli esercixi 1,2,3,4 ed i punteggi sono: 10, 8, 8, 7.
Si hanno tre ore a disposizione. Per I'esame da 4 crediti svolgere solo gli esercici 2,5,6, ed i
punteggi sono: 10, 12, 11 Si hanno 100 minuti a disposizione.

1/ febbraio/2017; HEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 7



