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Nome(Stampatello) Cognome(Stampatello) Matricola

1) Data la funzione f(z) = = + arctan , si scrivano sul foglio di “bella” le risposte alle

1
2(x—1)
seguenti domande nell’ordine riportato

1) Dominio, 2) Limiti della funzione ai bordi (compresi +00) del dominio, 3) eventuali
asintoti 4) Scrivere la derivata prima semplificata il pitt possibile evidenziando eventuali punti
di non—derivabilita , 5) Limiti della derivata prima ai bordi (compresi +0c0) del dominio, 6)
Scrivere le coordinate dei massimi e dei minimi se ve ne sono, 7) Scrivere la derivata seconda
semplificata il piu possibile, 8) Intervalli di concavita e convessita , 9) Al variare di « nei
reali, si dica quante soluzioni reali ammette I’equazione f(x) = a, 10) Disegnare il grafico della

a
funzione, 11) Si calcoli lirf / f(x)dx, 12) Sulla base del punto precedente, possiamo dire
a—+oo J_ .,
+o0
che esiste / f(z)dz? Motivare la risposta, 13) Si trovino i valori di a per cui converge

o
I'integrale impropro / e~ @) g, 14) Si trovino i valori di a per cui converge l'integrale
0

—+oo
impropro / (e_(f(‘r)_‘r)a — 1) dx
0

Soluzione

Aa; + arctan 2(30—1—1)

Ve

9) Se a > 1+m/2 eoppure a < 1 —m/2, oppure o = 1/2 — /4 oppure a = 3/2 4 /4, 'equazione
f(z) = « ha una sola soluzione. Se 3/2+ /4 <a <14+ m/2o0ppure l —7/2 < a<1/2—-7/4
ha due soluzioni. Se 1/2 —7/4 < a < 3/2 4 7 /4 non se ne ha nessuna.

11) Integriamo per parti

/f(x)dx—xj—l—xarctan#—i—/#dx—
2 2(x — 1) 1+4(x—1)277
2

i t 1 +1/ Br -8 +2/ 1 d
= — +garctan ——— + - | ————dx —  _dr =
2 2@ —1)  4) 1+4(z—1)2 1+4(z—1)2

2

1 1
= % + x arctan @1 + 1 In(1 + 4(x — 1)%) + arctan 2(z — 1)
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per cui

= [ [flx)dz=

1 1 1. 1+4(a—1)2

= g arctan -1 a arctan Nat1) + o % + arctan2(a — 1) + arctan2(a + 1)

€ a
all}gloo /_a flx)de=m
“+o0

12) No perché per esistere / f(x)dz deve aversi 'esistenza indipendente di

lim /a f(x)dx e lim rf(x)dz

a—+0oo a——+oo |

per ogni fissato r ma i limiti precedenti, ad esempio il primo, darebbero +o0.

13) Siccome

o 1
lim z%e” @) = lim g?e” ¢ aET =
r——+00 r——+00

a>0

lim ze ¥ @ = lim ze THRN G — 1oo 0 <0

xr——+00 xr——+00
segue Che converge SOlO se a > 0.
14)

1 a

(10 =) = faretan o L] = [ b 06 e e

x—1)

Se a < 0 (f(x) —x)* = +o0 e quindi e~@)=2)" _1 5 _1 da cui la divergenza dell’integrale.
Sea=0e =2 _1 =0 da cui convergenza.

a > 0.
e~ (fl)—2)* _ 1 — e—m(HO(fl))a 1=

1 —1\\a 1 —1\\a ?
= 1= e (1 06T) +O<<—m(1+0(5€ ))))—1:

- —mu +O@E ) +0 ((—mu + owl»a) )

Siaa > 1 e quindi (1+a)/2 > 1,

) 1+a 1 —1\\a 1 ) 2
o |-t roer o (i voe) ) <o

I'integrale converge. Se invece 0 < a < 1, si ha

1+a

. 1 —1\\a 1 —1\\a 2
mll}:r}rloox P [—m(l—i—O(aj ) +O(<—m(1+0(m ) ))
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e 'integrale diverge essendo (1+a)/2 < 1.

2) Si calcolino le derivate parziali della funzione f(x,y) = In(arctan(x?/y)).

3) Argomentando si trovino, qualora esistano, i valori di a per cui converge la serie
+oo (VITRZ-k)" _ 4

2 k(a—1
— In(k? + ekle=1)

1 1 1
2 — _— — = JRE— _4_ — -3 : .
V1+Ek2—k k\/l""kz k k<1+2k2+0<k) 1) 2k+0(k ) e quindi
1 1\
2 _ a: R
(V14 k% —k) Saga <1+O(k2)>

e(VI+kZ—k)" _ q

Sia a = 0. Abbiamo In(kZ T ek(a=D)) = 0 e quindi la serie converge.

(V1+E2—K)* . .
a < 0. W — +00 e la serie diverge.
0<a<l.

1
k2

cVIFFT-R) | _ oo (140(5)" 1 4 1 (1 +0(

—2a\ __
Sage )) +O0k™2%) -1

1+ k_Qek(”_l))
2 k(a—1)\ _ -2 k(a—1)) _ (
In(k2 + ekle=D) 2lnk+ln(1+k e ) 21nk<1+ Y

Ne segue che

e(VIHRE-R)" _ ] 1
= 1 1
In(k2 + ekla—1) 2“k“21nk( +0)
1
da cui la divergenza essendo Z Tk =+4oosea<l.

Sia a > 1.

In(k? + e*e=Y) = k(a — 1) (1 + %)

Ne segue che
e(VIHRT-R)" _ ] 1

In(k2 + ek(a=1)) - 20k22k(a — 1)(

14+ 0(1))

ossia convergenza.

4) Sia data la funzione f(x) che vale cos(1/x) se x # 0 e 0 se 2 = 0. Si costruisca poi / f(y)dy.
0

1) Si dica se F' & derivabile in z = 1 e perché 2) si dica se F' & derivabile in x = 0 e perché
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In x = 1 & derivabile per il Teorema fondamentale del calcolo integrale per cui F'(1) = cos 1

z = 0. Dobbiamo studiare

lim FO+h) — F(O) = lim — / cos —daj
h—0 h h—0 h

Cambiamo variabile x = 1/y da cui

1 (Y —cosy 1 [T cosy
— ———dy =+ 5 dy
Y 1

h +o0 h /h Y
Integriamo per parti
. +oo +oo .
1 [siny / 2siny
— | — — ——— | —=0
h| 42 1 /h y3 h—0
1/h

e quindi F’(0) = 0 nonostante in z = 0 'integrando sia discontinuo.

22/ febbraio/2017; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione



