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svolgere tutti gli esercizi (tempo 180 minuti)
1) Si consideri la funzione f(z,y) = 2%y* — 2 —zy* + 2
1.1) Si individuino i punti critici. Successivamente se ne stabilisca la natura.

1.2) Si trovino massimo e minimo assoluti della funzione all’interno del quadrato di centro
'origine e lato 3 (lati compresi).

1.3) Si dica se esiste e quanto vale lim f(x,y)

lzll—oo z>1

1 2
1+ﬁ5ysl+ﬁ

1.4) Si dica se esiste e quanto vale lim f(x,y)
llz]|—o0

2) Sia dato l'insieme D = {z € R*: 2% +y? < —z — y}.
2.1) Se ne calcoli 'area.

2.2) Sia E quella parte di D che giace nel secondo e terzo quadrante. Si calcoli il volume del
solido ottenuto ruotando E intorno all’asse delle y nello spazio R3 = {z,y, 2}

2.3) Sia E quella parte di D che giace nel terzo quadrante. Si calcoli il volume del solido ottenuto
ruotando E intorno all’asse delle = nello spazio R? = {x,v, 2}

2.4) Si calcoli f7+ w dove vT & il bordo di D percorso in senso antiorario e w = (2% + zy)dr +

(v° — zy)dy
Suggerimento (Impostare il problema in coordinate polari e puo essere utile ricordare che
sin? z = (1 — cos(2x))/2, cos? z = (1 + cos(2z))/2,)

2 2
3) Si valuti I'integrale f@w dove w = %_:jyzdx t j_ny dy + (22 + In(2® + y*))dz e p & la
curva x = cosf, y =sinf, 2 =0,0< 0 < 27
+OO 21,2
4) Sia data la serie di funzioni Z zle TR,
k=0

4.1) Trovare l'insieme di convergenza puntuale

4.2) Dire argomentando se converge uniformemente nei seguenti insiemi: 1) [1,+o0), 2)
[_17 1]

Soluzionl

1) Le prime due domande sono ovvie.
1.3) Possiamo scrivere la funzione come f(z,y) = 2?(y> — 1) —x(y?> — 1) = (z? —x)(y?> — 1). Poi

osserviamo

12, 4 4 ) 12
I+ -4 =<y <l+-—+—2= = y° 1>+ =
Tz x x

v NG
da cui 1 :
fa,y) = (2° —z)(-+ ﬁ) — 400
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1.4) Il limite non esiste in quanto f(1,y) = 0 per ogni y.
2)
1

1 1
2.1) Prima dimostrazione Il bordo della figura ¢ dato dalla equazione (z + 5)2 +(y+ 5)2 =5

per cui l'area & /2.

Seconda dimostrazione In coordinate polari centrate nell’origine (r,t) si ha
?+y?=r*< -z —y=—r(sint +cost) <= r < —sint— cost

e cio e possibile solo se cost +sint < 0 da cui 37/4 <t < 7m/4.

> +y? < —x—y.

T
—

L’area ¢
7 T

T —sint—cost 1 e T
/ dt/ rdr = — / (1 +sin(2t))dt = =
3r 0 2 %% 2

a

2.2) Prima dimostrazione L’insieme F ¢ definito da 37/4 <t < 37 /2. Il volume &

37" —sint—cost
// 27 |x|dxdy = 27?/ dt/ r —rcostdr = (C = cost, S=sint)
E %TW 0 iacob —
or [F 3 o [F 3 3 2 2
=5 dtC(C + 95) dt:? . dtC(C° 4+ S8° 4+ 3C*S + 3CS?)dt
T T
1 2)  sin?(2t &l &l
4= 21— 8% = +C;)S< ) _ Smi ) Clat= [ C*(1- $%)dt =
3 3
T T
3m 37 37 37
! 2 2 sin?(2 El 2 21— cos(4
:/ + cos( t)dt—/ sin®( x>da::/ + cos( t>dt—/ cos( x)da:
ER: 2 3 4 ax 2 ax 8
33 1. 1 . 9 1
= gzﬂ' + Z Sln(2t> 3T""+§ Sln(4t> %Tﬂ'_ 3—27'(' + Z
e ¥ 13 3
CS3dt==-8% "= =2
/3_w 3= 44 16
4
ki 3 % 31
303Sdt = —C*| " ===
/3_7r 4 I3z 44
4
e 3 7 3 5 9
/ 302%8%dt = —/ sin? (2z)dx = —/ (1 —cos(4x))dr = —m
8x 4 ER: 8 ER: 32

Sommandoiltuttosihagw gw—l—l—l—i—f—i—i—gw —§7r2—|——7r
3\ 32 4 16 16 327 )
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Seconda dimostrazione Adottiamo le coordinate centrate in (—1/2,—1/2), x = —1/24(r cos t)/\/i,l
y=—1/24(rsint)/v2,...... Apparentemente le coordinate polari centrate in (—1/2, —1/2)
dovrebbero essere piu indicate ma non € cosi . Gli studenti provino a completare il conto.

C’eé da imparare

2.3) L’insieme E ¢ definito da 7 <t < 37 /2. Il volume &

—sint—cost
// 2|y |dzdy = 27r/ dt/ —rsintdr = (C = cost, S =sint) =
~ N——

iacob. —y
2 2
= F SO + Syt = o / (SC? + §* 4+ 35°C + 3C2S?) di
" " S=sint, C cost
1 —cos(2t) sin®(2t) 1—cos(2t) 1 — cos(4t)
4_g2(1 _ 02 — _ _ _
S S ) 2 4 2 8
/T Stdt = (3ol cos(2t) + < cos(4t) iw
i i 2 16
3z 3m
Csdt = +5¢ 7 = &
ﬂ . 4
7 1
/ CPSdt = —C*| = -
- =~ 4
7 2 2 3 (7 2 3 7 3
3C“5%dt = 1 sin(2z)dx = 3 (1 — cos(4x))dz = 6"

Sommando abbiamo

//27r| |dxd —7r iﬁ-l-l-i-%-l—iw —W—Q-i-gﬁ
ylaray = 16" 44" 16") "2 "3

1.4) La forma z3dx + y3dy & esatta e quindi 'integrale ¢ nullo essendo il cammino chiuso.
Rimaniamo con w = zydx — xydy ed applichiamo Gauss-Green per cui

j{ w—// —xY)e — (2Y)y dxdy—// y — x)dx dy
'y+
ossia

Tr —sint—cost T Ir
1 1 4 1
/ dt/ drrr(—cost —sint) = 3 / dt(C + 8)* = g/ dt sin (¢ + g) _
3

™ ™

I

[0

™

43
= — ind = —— =
= 3/7r dt sin™ ydy 387T 5

Stavolta le coordinate polari centrate in (—1/2, —1/2) sarebbero un’ottima scelta. Si cerchi
di capire la differenza coi punti precedenti.

3) Si noti che il rotore della forma ¢ zero. Troviamo il potenziale F(z,y, z).

2xz

Fo= g

— F(z,y,2)=zln(z* +y*) + Q(y,2)
——

da trovare
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2z
vy $2+y2

2yz

+Qy:m = Qy=0 = Qy,2) = i(i)/

da trovare
F(z,y,2) = zIn(a® + y°) + P(z) = F. =In(2® +¢°) + P'(z) = 2 + In(a® + ¢°)

da cui P(2) = 2%/2 e quindi F(z,y,2) = zIn(2* + y?) + 2%/2. Il risultato & F(P;) — F(P;). Py
e il punto finale ossia Py = (1,0,27) e P; = (1,0,0) ¢ il punti iniziale e quindi

F(P;) - F(P,) = %(27)2 _0=2n?

4.1) La serie converge puntualmente per ogni x € R. Se = 0 vale identicamente zero. Se
. 272 2
x # 0 possiamo osservare che e~ < ek ¢

::_2 €
emk 2
1—6

k=1

. . — 2 2 . . . .
da cui la convergenza. Potevamo pure fare lim k%e™® * = 0 da cui, da un certo ko in poi si
k—+oco
ha
+o0 5 5 +o0 332
k=ko k=ko

e quindi convergenza.

2 —a? —a?k? o q2,-1%k _ K

4.2) Il massimo della funzione z“e™ ¥ sihainz = 1/k < 1 per cui z2e e

. _ 1.2 . . .
e siccome Y e % < 400, la serie converge uniformemente in [1, +00).

Convergenza in [—1, 1]. Basta analizzare [0, 1]. Per quanto detto prima

e siccome > 1/k? < +00 la serie converge uniformemente.
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