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1 Generalita. Equazioni del primo ordine integrabili

1.1 Teoria

Nelle scienze applicate accade spesso che le grandezze relative al fenomeno che interessa studiare
appaiono legate tra loro da relazioni che fanno intervenire anche le loro derivate.

Esempio 1.1. (Seconda legge della dinamica classica)
La relazione F' = md si puo riscrivere, introducendo il vettore posizione 7 e ricordando che la
forza, in generale, dipende dalla posizione e dalla velocita, come m7' (t) = F(t,#(t),7(t)), che & una

relazione tra 7,7, 7.

Esempio 1.2. (Modello di Malthus, 1798)

E un modello di dinamica delle popolazioni. Si considera una popolazione che evolve isolata,
e le cui uniche cause di variazione sono le nascite e le morti. Se N(¢) ¢ il numero di individui
presenti al tempo ¢, di una popolazione che evolve isolata, e A il tasso di natalita, p il tasso di
mortalita, € = A — p il tasso di crescita, e supponiamo che ¢ sia indipendente dal tempo, allora
w = eN(t). Passando al limite per h — 0, si ha N'(t) = eN(¢), che ¢ una relazione tra
NeN'.

Esempio 1.3. (Modello di Verhulst, 1845)

Il modello di Malthus & irrealistico, in quanto non considera che, se aumenta la popolazione,
aumenta la competizione per accaparrarsi le risorse. Un modello piu realistico e stato elaborato da
Verhulst, e ipotizza che il tasso di crescita decresca linearmente con N.

Sia N (t) il numero di individui presenti al tempo ¢, di una popolazione che evolve isolata, e siano
A il tasso di natalita, p il tasso di mortalita, e = A — u > 0 il tasso di crescita, k£ > 0 la capacita

dell’ambiente. Allora si ha % = E(l — @) < N'(t) =eN(t) — {N(t)*
Definizione 1.4. (Equazione differenziale ordinaria di ordine n)

Siano U C R™*?2 un aperto, F : U — R. Si dice equazione differenziale ordinaria di ordine n € N
una relazione della forma F(z,y(z),y'(z),...,y™ (z)) = 0, dove la funzione incognita y compare
con le sue derivate fino all’ordine n incluso, e tutte le funzioni sono calcolate nello stesso punto x.

Definizione 1.5. (Equazione differenziale ordinaria in forma normale)

Siano U C R™*! un aperto, f : U — R. Si dice equazione differenziale ordinaria di ordine n € N
in forma normale una relazione della forma ™ = f(z,y(z), ' (z),...,y" Y (z)), dove la derivata
di ordine piu elevato y(”) e funzione esplicita delle derivate fino all’ordine n — 1.

Definizione 1.6. (Sistema di equazioni differenziali ordinarie)

Siano n € N, ki,...,k, € N, U c RFittbatntl yp aperto, F : U — R™. Si dice sistema di
equazioni differenziali ordinarie di ordine k; rispetto alla prima incognita, ks rispetto alla seconda
incognita, ..., ky, rispetto all’'n-esima incognita, una relazione della forma

Fo, (@), v (@), v @), y2(2), .. o2 @), .. yn(@), .,y (2) = 0.

Esso si dice in forma normale se esistono V' C RF1-+kn+1 yn aperto, f : V — R™, tali che, per ogni
j=1,....n,

(@) = fi(ey @)y @)y T @), (), @),y (@),



[:EDOVarSep

Osservazione 1.7. (Riduzione di un sistema di equazioni differenziali ordinarie in forma normale
di ordine qualunque ad uno di ordine 1)

Siano V' C RFit-+katl ypn aperto, f : V — R, e consideriamo, per ogni j = 1,...,n,
kj ki1 _
u (@) = il @) i @), @), @),y @),y (@),
Introdotte le funzioni ausiliarie z;,(x) := y](-pfl)(x), j=1,...,n,p=1,...,k; — 1, si ottiene

{Zé’p(x):zj,pﬂ(x), ji=1...n,p=1,... ki —1

Z}’kj () = fij(z,z11(x), ..., 210 (@)s ooy 2001 (), 20k (), J=1,...,n,
cio¢, in forma compatta, per ogni j =1,...,n,p=1,...,kj,
zé-vp(x) =gjp(@, z11(x), ..., 210 (), s 201 (2), ..o, Zn g, (7)),

che € un sistema di equazioni differenziali ordinarie in forma normale di ordine 1.

Definizione 1.8. (Problema di Cauchy)

Siano A C R x R™ un aperto, f : A — R"™, (z9,y0) € A. Si dice problema di Cauchy per
lequazione differenziale ordinaria y = f(x,y), con dato iniziale (xg,yo), il problema della ricerca di
y: I C R — R", derivabile in I 3 xg e tale che (x,y(x)) € A, per ogni z € I, e

%ﬂ@zf@w@% zel,
y(fco) = Yo-

Teorema 1.9 (Equazioni a variabili separabili). Siano I,.J C R intervalli, f € C°(I), g € C°(J),
xo € 1, yo € J, e consideriamo il problema di Cauchy

(m{wmzfmmw
y(z0) = Yo

(1) Se g(yo) # 0, allora esiste U € W(zg) tale che (P) ha un’unica soluzione, data da fy:ti)(z) % _
e f(s)ds, per ogniz € U.

(2) Se g(yo) =0, g(y) # 0, per ogni y € J \ {yo}, é ¢ R*((yo — 0,90 + 6) \ {wo}), allora (P) ha
un’unica soluzione, data da y(x) = yo, per ogni x € I.

(3) Se g(yo) =0, g(y) # 0, per ogniy € J\ {yo}, 5 € R*((yo — 6,30 + ) \ {yo}), allora (P) ha la
soluzione y(x) = yo, per ogni x € I, ma questa non é unica, in generale.

Dim. (1) (Esistenza). Poniamo G(y) := 3% %, y € J. Poiché g(yo) # 0, esiste V€ W(yp) tale

che g(y) # 0, per ogni y € V, e quindi G'(y) = ﬁ #0,y €V, e quindi esiste G~! : G(V) — V,
inversa di G in V, e si ha G™1 € CY(G(V)). Poniamo G(V) =: (c,d), F(x) := ffo ft)dt, a ==
inf{t el:F(z)€ (c,d),Vo € [t,zo]}, b := sup{t € [: F(x) € (¢,d),Vx € [x0,t]}, per cui F(z) €
(¢,d), per ogni x € (a,b). Poniamo, infine, y(x) := G~ o F(z), x € (a,b), e verifichiamo che y &
soluzione di (P). Intanto G(y(x)) = F(x), z € (a,b), e quindi G'(y(x))y'(z) = F'(x), z € (a,b), cioe
g%’;(é))) = f(z), = € (a,b) [ricordiamo che y(z) € G~Y((¢,d)) = V, e quindi g(y(z)) # 0, = € (a,b)].
Allora ¢/ (z) = f(z)g(y(z)), = € (a,b), ed inoltre y(zg) = G~ o F(x9) = G~1(0) = yo [in quanto
G(yo) = 0]. Quindi y soddisfa (P).




(1) (Unicita). Sia ora z = z(x) una soluzione di (P) in (o, 3) 3 xo; allora 2/(z) = f(z)g(z(x)),
xz € (a, 8), e poiché g( () # 0, per ogni z € (a, #) N (a,b), si ha =\ = f(x), x € (a, B) N (a,b),
e integrando, ffo Z(z ) fmo f(s)ds, e, usando il cambiamento di variabile ¢t = z(s) = dt =
2'(s) ds, si ha fzz((x g(t) fxof s)ds <= G(z(x)) = F(x), = € (a,0) N (a,b), cioe z(x) =

G loF(x) =y(x), z € (o, B) N (a,b), e unicita segue.

(2) Supponiamo, per assurdo, che esiste z € C'((a,b); J), tale che 2/'(x) = f(x)g(2(x)), z(x0) = o,
ma z # yp; per fissare le idee, supponiamo che esista x; € (z9,b) tale che z(z1) > yo, e sia
xo :=inf {x < x1 : 2(t) > yo,Vt € [x,21]}. Allora, g(z(x)) # 0, x € [z2,x1], e g(2(z2)) = g(yo) = 0,

e [T ;((ZS sds [ f(s)ds. Usando il cambiamento di variabile t = z(s) = dt = z( )ds si
+

ha, f mo) g = fmf s)ds; passando al limite per  — x5 si ottiene fym) 0 = f
ff; f(s)ds 6 R, contro I'ipotesi g & R*((yo — 6,50 + 6) \ {yo})-
(3) Ad esempio, il problema di Cauchy
{y = Syt/?
y(0) =0,

ha infinite soluzioni. Una & y(z) = 0, per ogni z € R. Altre sono date da [ y 5 dy = 2 [ dr <~
%y‘l/ 5 = %x +¢ <= y¥® = 2 + ¢, e imponendo la condizione iniziale si ha 0 = ¢, per cui

330
(w2) g

y(x) = £x5/*, per ogni = > 0, per cui altre soluzioni sono

MMZ{Q r=0

:tx5/4, x> 0.

Infine, per ogni a > 0 si hanno le soluzioni

(2) 0, T < a,
xr) =
Y +(x—a)®/t, z>a.
|:|

Teorema 1.10 (Equazioni omogenee). Sia f € C°(I). Allora la soluzione del problema di Cauchy

I Yy
{y f(z) st ottiene

y(zo0) = Yo,
r_ 1 —
(1) se xg # 0, dalla soluzione di {Z(x_)’”_(f :) v) ponendo y(z) = xv(x),
0) = 2o

(2) seyo # 0, dalla soluzione di v - ponendo y(x) = U(x)
v(xg) =20

Dim. (1) Sia y(z) = zv(x), per cui ¥ = v + 2/, e 'equazione differenziale diventa v 4+ zv' =
flv) <= ' = %( f(v) —v).
x _ v=xv’

2) Sia y(x , per cui 72 e l'equazione differenziale diventa vogv’! f}) <= o =
Y = u(w) v v

%(v—va(%)). O




Teorema 1.11 (Equazioni lineari). Siano I C R un intervallo, p,q € CY(I). Allora esiste un’unica
soluzione y € C*(I) del problema di Cauchy

{y’ = p(x)y + q(=)
y(zo) = yo,

ed ¢ data da

T t x
y(z) = (yo -I-/ () dt)effop(s)ds.

0

Nel caso particolare che q(x) = r(x)effo p(t) @ conre CO(I), allora
y(x) = (yo +/ r(t) dt)efxzo p(t)dt,

Dim. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ % = [p(z)dx <~

log [yl = [ p(x) de + & <= Yom(x) = ce/ P@) .

xT

0

Determiniamo una soluzione particolare y,(z) = c(z)e/ P@ 4 per cui yp( z) = d(x)el P
c(z)p(a)el P 4 o qumdl d(x )efp =) da +C( )p(x)el POV = p(a)e(z)el POV 4 g(2) = (90) =
q(x)e_fp(f”)dx = c(z) = [q(x) 2)dr g2 Quindi yp(z) = el p(@) dz [ q(x) _fp ©)dr dr per cui

ygen(w) = (C—|—f effp(ﬂ? ) dx ( )d$) efp ’ Cloe7 ygen(l‘) — <C+fzo e fzop s) dS ) P(t dt
t

ponendo la condizione iniziale, si ottiene yg = ¢, per cui Ycquchy () = (y0+ fo fIO p(s)ds q(t)d ) fzop

O

Teorema 1.12 (Equazioni di Bernoulli). Siano I C R un intervallo, p,q € C°(I), a € R\ {0, 1},
xo € I, yo € R\ {0}, e consideriamo il problema di Cauchy

gﬂ{yzp@w+qua
y(z0) = yo-

(1) Se yo > 0, allora esiste U € W(xq), e un’unica soluzione y € C*(U) di (P) che si ottiene dalla
soluzione v € C*(I) del problema di Cauchy

{uza—a><w+u—amm>
(o) «

_yO )

ponendo y = v/

(2) Seyo <0 eaecZ\{0,1}, distinguiamo due casi:

(2a) se o € 2Z, allora esiste U € W(xg), e un’unica soluzione y € C*(U) di (P) che si ottiene dalla
soluzione v € CY(I) del problema di Cauchy

{v’ =(1-a)p(x)v+ (1 —a)q(x)

v(zp) = yé_a <0,

ponendo y = pt/(-a).



(2b) se a € 2Z + 1, allora esiste U € W(xq), e un’unica soluzione y € CY1(U) di (P) che si ottiene
dalla soluzione v € CY(I) del problema di Cauchy

{v’ = (1 - a)p(z)v + (1 - a)q(x)

(o) = (—yo)'~* >0,
ponendo y = —v/(1=a),

1 a/(l-a), ) : .
fav /( )’U , € 1 equazione per y si

trasforma in ﬁva/(l_o‘)v’ = p(x)v /=) ¢ g(2)v¥ 17 —= v = (1 —a)p(z)v+ (1 —a)g(z). La
tesi segue.

Dim. (1) e (2a). Poniamo v = y' =%, per cui y = v!/(1-%) 4/ = T

(2b) Poniamo v = (—y)'=%, per cui y = —oV/0-®) 4/ = —ﬁvo‘/(l_o‘)v’, e ’equazione per y si
trasforma in —ﬁvo‘/(l_a)v’ = —p(2)v! /=) — g(z)v¥/ (=0 —= o = (1 —a)p(z)v+ (1 — a)q(z).
La tesi segue. O

1.2 Equazioni a variabili separabili
1.2.1 Esercizi svolti

Esempio 1.13. Determinare, al variare di yg € R, le soluzioni del problema di Cauchy

(P) {y’(t) =2y

y(to) = vo.
Svolgimento. (1) Se yp # 0, si ha y%(t) %y = ftto —2ds = log)%’ = =2(t —ty) = yt) =
yoe 2(t—t0) ¢ e R.
(2) Se yp = 0, 'unica soluzione di (P) ¢ y(t) = yo, per ogni t € R. 0

Esempio 1.14. Determinare, al variare di yg € R, le soluzioni del problema di Cauchy

P) {y’(t) = /Iyl

y(to) = Yo

Svolgimento. (1) Se yo # 0, si ha yli)(t) % = ft’; ds. Se yo > 0, allora 2,/y(t) —2\/yo =t —to <=
y

y(t) = 1(t—to+2y/¥0)% t > to — 2/Yo. Se yo <0, allora —21/—y(t) +2/—yo =t —ty <> y(t) =
—3(t —to — v/=y0)%, t < to+2y/=¥o.
(2) Se yo = 0, non posso applicare il Teorema, infatti (P) ha infinite soluzioni. Ad esempio, y(t) = 0,
per ogni t € R, e, per ogni a < 0 < b,

—%(t—i—a)Q, x < a,
, a<t<hb,
(t—1b)2  t>b.

y(t) =

e O



Esempio 1.15 (Modello di Malthus, 1798). Sia y(t¢) il numero di individui presenti al tempo ¢, di
una popolazione che evolve isolata, e siano A il tasso di natalita, p il tasso di mortalita, e = A — p
il tasso di crescita. Allora M = ey(t), e al limite per h — 0, si ha y/(t) = ey(t), per cui

f% = [edt <> logly| =ct+k < y(t) = ce = y(0)e.

Esempio 1.16 (Modello di Verhulst, 1845). Il modello di Malthus ¢ irrealistico, in quanto non
considera che, se aumenta la popolazione, aumenta la competizione per accaparrarsi le risorse. Un
modello piu realistico e stato elaborato da Verhulst.

Sia y(t) il numero di individui presenti al tempo ¢, di una popolazione che evolve isolata, e siano
A il tasso di natalita, p il tasso di mortalita, e = A\ — u > 0 il tasso di crescita, k£ > 0 la capacita

dell’ambiente. Allora si ha y/(t) = ey(t) (1 — %), per cui [ ﬁ = [ dt. Poiché
eyli—%

1 A B A(l—1y)+B 1 A=1
—F =+ T = ( ’“y)l y<:>1:A+<B——A>y<:> A1
y(l—zy) ¥ l1-gy y(1 - zy) k =%=%
si hat +c = 1log Illyl it —r ;= ce?!. Imponendo la condizione iniziale y(0) = yo, si ha
k k
kyOeEt
k . k et 1 £ k et To— k et
d =g, percuiy = FLC-(1— y) = y(1+2.) = 20 < y(t) = 1+%§2€t = et =
i

kyo
yo+(k—yo)e==""
Il grafico della soluzione e riportato il figura 1: a sinistra, nel caso 0 < yg < k, a destra, nel caso

yo > k.

Figura 1: Modello di Verhulst

Esercizio 1. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y'(t) = 2(t+ 1)y
y(l) =1.

Svolgimento. Si ha fy_2/3 dy = [2(t+1)dt — 3yl/3 = ¢2 4+ 2t + ¢. Dalla condizione iniziale
3
otteniamo 3 =3 + ¢ <= ¢ =0, per cui y(t) = (%) ,teR. O

8

fig:EquaDif



Esercizio 2. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

2
{y’(t) _ sy

y(0) = 0.
Svolgimento. Si ha [ Coi%y = 11’;2 <= tgy = arctgt + c. Dalla condizione iniziale otteniamo
¢ =0, per cui y(t) = arctg(arctgt), t € R. O

Esercizio 3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

2
{y’(t) =

y(0) ==
Svolgimento. Si ha [ Coigy = 1122 <= tgy = arctgt + c¢. Dalla condizione iniziale otteniamo
¢ =0, per cui y(t) = m + arctg(arctgt), t € R. O

Esercizio 4. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'(t) =y
y(0) = 1.
Svolgimento. Si ha [ % = [dt <~ —i =t + ¢. Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per

cui y(t) = 1, t < 1. Osserviamo che domy = R\ {1} & diverso dallintervallo di esistenza della

soluzione. O

Esercizio 5. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y(0) =
Svolgimento. Si ha [ 11‘22 = [2tdt < arctgy = t? + ¢. Dalla condizione iniziale otteniamo
¢ =0, per cui y(t) = tg(t?), -5 <t* < § <= —/F <t < /5. Osserviamo che domy ¢ diverso
dall’intervallo di esistenza della soluzione. O

Esercizio 6. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'(t) = e Ycost
y(0) = 0.
Svolgimento. Siha [eVdy = [costdt <= €Y = sint + c¢. Dalla condizione iniziale otteniamo

¢ =1, per cui y(t) = log(1+sint), con 14+sint > 0 <= sint > —1 <= —Z <t < 3. Osserviamo
che domy e diverso dall’intervallo di esistenza della soluzione. O



Esercizio 7. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y’(t) =e Ycost
y(2m) = 0.

Svolgimento. Siha [eYdy = [costdt <= €Y = sint + c¢. Dalla condizione iniziale otteniamo

¢ =1, per cui y(t) = log(1+sint), con 1+sint > 0 <= sint > —1 < 37” <t< 77” Osserviamo

che domy e diverso dall’intervallo di esistenza della soluzione. a

Esercizio 8. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y’(t) =e Ycost
y(0) = 27.

Svolgimento. Si ha [eYdy = [costdt <= €Y = sint + c¢. Dalla condizione iniziale otteniamo
c= e per cui y(t) = log(e?™ + sint), con €™ +sint >0 <= sint > —e>™ <= tcR. 0

Esercizio 9. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

2 2
{y’(t) =W

y(0) = 1.
Svolgimento. Si ha %’2 =/ g_—ttg S —% = arctgt + c. Dalla condizione iniziale otteniamo
c = —%, per cui y(t) = #mgt, con 1 —2arctgt > 0 < t< tg%. Osserviamo che domy ¢
diverso dall’intervallo di esistenza della soluzione. O

Esercizio 10. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

V(1) =z

y(1) =1.
Svolgimento. Siha [eVdy = [ % <= ¢¥ =loglt| + c¢. Dalla condizione iniziale otteniamo c = e,
per cui e/ = log|t| + e <= y(t) = log(log|t| + e), e dalla condizione iniziale segue che t > 0, e

quindi y(t) = log(logt + €). Poiché logt + e > 0 <= t > e ¢, si ha che 'intervallo di esistenza

della soluzione e (eie, . O

Esercizio 11. Determinare la soluzione del problema di Cauchy




Svolgimento. Siha [ ;’2% = [% « Lllog(y?+1) = log|t|+c. Dalla condizione iniziale otteniamo

¢ = 3log?2, per cui log(y* + 1) = log(2t?) <= y(t) = £v2t2 — 1, e dalla condizione iniziale segue

che dobbiamo scegliere il segno positivo. Poiché 2t> —1 >0 <= [t| > %, si ha che l'intervallo di
. . !

esistenza della soluzione & (ﬁ’ oo). O

Esercizio 12. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

2\42
fro-
y(0) = -1

Svolgimento. Si ha ﬂdyyz = i‘g < 1log(1+y?) = :log|l+t3|+c. Dalla condizione iniziale

otteniamo ¢ = $log2, per cui 1+ y()? = 2|1 + 3?2 <= y(t) = £/2[1 +3[2/3 — 1; poiché
y(0) < 0, si deve scegliere il segno negativo; poiché 1+ #3 > 0 in un intorno del dato iniziale tq = 0,
sihay(t) = —v/2(1+13)23 =1, con 2(1+83)23 =1 >0 <= 1413 > 5 = t > -1 -273/2
Osserviamo che dom y & diverso dall’intervallo di esistenza della soluzione. O

Esercizio 13. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{M@%=££
y(0) = 0.

Svolgimento. Siha [cosydy = [(1+42t)dt < siny = t2 +t + c. Dalla condizione iniziale otte-
+t+1>0
t2+t—-1<0

—1—/5 —14+/5

=0 <p < D, O

niamo ¢ = sin0 = 0, per cui y(t) = arcsin(t?> +1), con —1 < > +t < 1 <

Esercizio 14. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y/(t) = tcgsy
y(=1) =0,

Svolgimento. Si ha [cosydy = [ % <= siny = log[t| + ¢. Dalla condizione iniziale otteniamo
¢ =0, per cui siny = log|t| <= y = arcsin(log [t|); poiché ¢ < 0 in un intorno del dato iniziale
to = —1,si hay(t) = arcsin(log(—t)), con =1 <log(—t) <1 <= e ! < —t<e <= —e<t< -1
Osserviamo che dom y & diverso dall’intervallo di esistenza della soluzione. O

Esercizio 15. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{y' =2(t +1)y%/3
y(l)=1.
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Svolgimento. L’equazione € a variabili separabili; integrando otteniamo

v(®) gy ¢

3y 1 = [+ 2]

cioe

e quindi
3yt —3=1>+2t -3

da cui si ottiene finalmente la soluzione

y(t) = <t2—§2t)3 .

Esercizio 16. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y'(t) = Sty'®
y(0) = -1,

Svolgimento. Siha [y~ Yody =13 [tdt <= 3y*/° =324 ¢ <= y¥/5 =124 . Dalla condizione
iniziale otteniamo ¢’ = 1, per cui y(t) = £(t> + 1)°/4, e dalla condizione iniziale segue che dobbiamo
scegliere il segno negativo. L’intervallo di esistenza della soluzione & R. O

Esercizio 17. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y'<t> =y(y — 1)(t+1)

y(0) =2.
Svolgimento. Si ha [ % = [(t + 1) dt. Poiché
1 A B A(ly—1)+ By
_— + =
yly-1) y  y-1 yly—1)

cioe, 1 = (A+ B)y — A, per il principio d’identita dei polinomi si ha
A=-1 A=-1
<~
da cui segue che %t2 +t4+c= log)y—;l‘. Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = log%, per cui
5] = g

Ora y — % e positiva in (—o00,0) U (1,00), e negativa in (0, 1).

y()—1
y(t)

Poiché 1 — %e”%tz >0 <= t+3t2 <log2 <

Poiché y(0) = 2 € (—00,0) U (1, 00), allora, per ogni ¢ in un intorno di ¢y = 0, > 0, per

1

coy—=1 1 t+1i42 _
cui ¥= = €2 <= y(t) = =l

y

2
-1 —V1+4+2log2 <t < —1+ +/1+2log2, si ha che l'intervallo di esistenza della soluzione e
(—1—\/1+210g2,—1+\/1+210g2). 0
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Esercizio 18. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y(t)=y—y’
2.

Svolgimento. Si ha [ dy o — | dt. Poiché

y—y>
1 _ 1 _é+ B n C _A(y2—1)+By(y+1)+Cy(y—1)
y—y3 yy-Dy+1) v y—-1 y+1 y(y* —1)

cioe, =1 = (A+ B+ O)y? + (B — C)y — A, per il principio d’identita dei polinomi si ha

—A=-1 A=1
B-C=0 = {C=B < C=-3
A+B+C=0 2B=-1 < B=—3

da cui segue che t + ¢ = logly| — %log]y — 1| = jlogly + 1| = log \/% Dalla condizione
v

iniziale otteniamo ¢ = log %; inoltre, essendo y(0) = 2 > 1, nell'intorno di ¢y = 0 si puo scrivere

t +log % = log —~—, e poiché y(t) > 0, nell'intorno di o = 0, cio equivale a —2L— = 2ot =
\/g Vy —1 Vy —1 \/g

2 . 7
ygyil =3 = Y =32MY-1) = (%e% - 1) =¥ = = 71_%1e,2ta e poiché
y(t) > 0, nell’intorno di ¢ty = 0, cio equivale a y(t) = ﬁ, conl—3e2 >0 = %<

1-ge™
3 <:>t>—%log%:10g§. O

Esercizio 19. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ — §y1/5
y(0) = 0.

Svolgimento. Questa equazione ha infinite soluzioni. Una ¢ y(t) = 0, per ogni ¢t € R. Altre sono
date da fy*1/5 dy = gf dt <— %y4/5 = %t +¢ <= y¥5 =t + ¢, e imponendo la condizione
iniziale si ha 0 = ¢, per cui y(t) = +¢5/ 4. per ogni t > 0, per cui altre soluzioni sono

0 = 0, t<0,
A )

Infine, per ogni a > 0 si hanno le soluzioni

13



Esercizio 20. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y =y
{MW—O
Svolgimento. Questa equazione ha infinite soluzioni. Una ¢ y(¢) = 0, per ogni ¢t € R. Altre sono
date da [y~%/3dy = [ dt <= 3y'/® =t +¢, e imponendo la condizione iniziale si ha 0 = ¢, per

3
cul y(t) = (%) , per ogni t € R. Infine, per ogni o < 0 < 3, altre soluzioni sono date da

t—a 3
(?) 9 t S Oé,

y(t) =40, a<t<p,
3
(52) t=s
d

Esercizio 21. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y =V

y(0) = —2.
Svolgimento. Questa equazione ha infinite soluzioni. Una € y = —2. Risolvendo ’equazione per
separazione di variabili, siha t+c¢= — [ 9/% dy = —%(y+2)2/ 3. e imponendo la condizione iniziale

3/2
si ha ¢ =0, per cui t = —%(y +2)?8 —= y(t) = (—%t) — 2, t < 0, per cui un’altra soluzione &

3/2
—%) -2, t<0,
—9, t>0.

Esercizio 22. Dato il problema di Cauchy

trovare u per cui la soluzione non € unica.
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Svolgimento. L’equazione € a variabili separabili; integrando otteniamo

vt dy ty
/u W :/O isds

§y4/5 y(t) _ §S2 i
47, 47 |,

cioe

da cui segue

che fornisce le soluzioni
y(t) _ :I:(t2+u4/5)5/4
e poiché y(0) = =|ul la soluzione ¢ data da y(t) = sgn(u)(t? +u*/)%%, se u # 0, e da y(t) = £|t|>/2,
se u = 0 (osserviamo che tali funzioni sono derivabili ovunque).
Infine se v = 0 una ulteriore soluzione del problema di Cauchy ¢ y = 0 (si pud notare che il
valore u = 0 & 'unico per cui viene a mancare 'ipotesi di lipschitzianita locale del secondo membro
dell’equazione differenziale). 0

Esercizio 23. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{y’ =2(t +1)y*/3
y(1)=0.

Svolgimento. Questa equazione ha infinite soluzioni. Una €& y = 0. Risolvendo ’equazione per
separazione di variabili, si ha (t+1)2+c¢ = f y_2/ 3dy = 3y1/ 3 e imponendo la condizione iniziale si
had4c=0 <= ¢ = —4, per cui un’altra soluzione ¢ (t+1)?—4 = 3y'/? — y(t) = = (t2+2t—3)3,
t € R. Infine, per ogni a < 1 < b si ha la soluzione

L(t+1)2 - (@+1)?2)° t<a,
, a<t<b
L(t+1)2=0+1)2)° >0

)

y(t) =

Esercizio 24. Determinare, al variare di yg € R, la soluzione del problema di Cauchy
y'(t)=y(2-y)
y(0) = o

Svolgimento. Dal Teorema 1.9 segue che, se yo = 0, allora y(t) = 0, per ogni ¢t € R; se yo = 2, allora
y(t) = 2, per ogni t € R.
: d L
Se yo ¢ {0,2}, si ha f W—Ey) = f dt. Poiché

1 A B Ay —2)+ By
[ 7_‘,_ —
y2-y) y y—2 yly —2)

15



cioe, —1 = (A + B)y — 2A, per il principio d’identita dei polinomi si ha

—24=-1 A=1
— 1
A+B=0 =—-A=-1

da cui segue che t + ¢ = %log ly| — %log ly — 2| = %log \ijﬂ Dalla condizione iniziale otteniamo
_1 lyol s 1 ly(yo—2)| ly(yo—2)| _ 2t
¢ = ylog 2y, per cui = 3 log jr, oy w2 — €
Ora y — %5 & positiva in (—00,0) U (2,00), e negativa in (0,2).
Quindi, se yp € (—00,0) U (2,00), allora, per ogni ¢ in un intorno di ¢ty = 0, yg/t()tb > 0, per cui
—2 2 N _ :
g(()?z;_?; =2 = yt) = ng)e_m. Poiché yo — (yo — 2)e ™ =0 <= t = —3log ot si

ha che l'intervallo di esistenza della soluzione ¢ (—oo, —% log yoyﬂ2), seyp <0,e (—% log yoyﬂ2, 00), se
Yo > 2.

R : A y(t) - y(2—yo) _
Infine, se yo € (0,22), allora, per ogni ¢ in un intorno di ty = 0, s—2 < 0, per cui yo(2f;) =
€2t — y(t):Wy;o)E*W’teR O

Esercizio 25. Determinare, al variare di g, yo € R, la soluzione del problema di Cauchy

y(t) =55
y(to) = yo-
Svolgimento. Dal Teorema 1.9 segue che, se tg # 0 e yo # 0, allorasiha [y?dy = — [ % «— 1y3 =
|

¢
—log |¢| + c. Imponendo la condizione iniziale si ha ¢ = 2y3 +1log [to| e quindi y = ¥/3(c — log|t]) =
to
t

{/yg + 3(log [to| — log [t[). Osserviamo che y3 + 3(log [to| — log [t|) = 0 <= log

= =
1
t= toe3y8 , dove si e usato il fatto che t e ¢y devono avere lo stesso segno. L’intervallo I di esistenza

della soluzione dipende dai segni di ¢y e yo:
(la) se yo > 0, top > 0, allora I = (O,toeﬁ),
(1b) se yo > 0, top < 0, allora I = (toeﬁ,O),
(2a) se yp <0, to > 0, allora [ = (toeﬁ, +00),
(2b) se yo <0, to > 0, allora I = (—oo,toeﬁ).

Infine, se tp = 0 0 yg = 0, il problema di Cauchy non ha soluzione. O

Esercizio 26. Si consideri il problema di Cauchy

2

¢
y(0)=a>0.

Per quali valori di « il problema ammette soluzione continua vVt > 07
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Svolgimento. L’equazione 3’ = y? & a variabili separabili; integriamola

y(t) ¢
[
a Y 0

cioe

da cui si ottiene

=1 e quindi

tale soluzione ¢ definita per t < é L’equazione 3’ =

/y(t) dy tds
y(1) ’

cioe
y(t)

tog y(1)

La soluzione esiste V¢t > 0 se v < 1 ed & continua Vt > 0 se y(1) =
Quindi nel caso 0 < a < 1 la soluzione ¢ data da

y(t) = {

1.2.2 Esercizi proposti

Q|

—t:

1

Y

=logt e quindi

—at ?

=5t

o

1—at;

Yy

7 ¢ a variabili separabili; integriamola

1 S

y(t) = y(1)t .

1—-a*

0<t«1
t>1.

Esercizio 27. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy
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A -3 2,6
() 1Y z%y
y(1) = —1, oppure y(0) = 0

®) { P

<

(0) = 1, oppure y(0) =0
r_ 142
(9) 222y

<

<

(1) = —1, oppure y(0) = 1

<

<
—~
—
~
I
|
=
o
o
T
=
=
@
<
—~
(=)
~
I
[es}

<
I

ac+1)?(J:B2+1)
= —1,oppure y(0) =0

<

—~
=)

~—
|

y = (y+1)sinz
(5) =1,0ppure y(3) = —1

<

y(0) = §,oppure y(0) = 5, oppure y(0) =7

SE]
o

e

o

o

=

@

<

—~
D[ =
N—
I

|
SE]
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Y =
3) {y( =
(24) {y/ \/%Sinﬁ i

y(7;) = 1,oppure y(7) =0

(25) {y/ y2/3
y(0) = 1, oppure y(0) =0

(a=)
=

Al

(=)

1.3 Equazioni omogenee

1.3.1 Esercizi svolti

Esercizio 28. Risolvere il seguente problema di Cauchy
y =4 +sin¥
y(1) = 3.

Svolgimento. L’equazione & omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = m, per cui l'equazione

t
t
diventa tv' + v = v + sinwv, e il problema diventa

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

dv dt (a) v ~ v
— = [ — & log‘tgf‘ =log|t| +¢ < tg—- =ct,
sin v t 2 2

2z dv = 2dz

dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabili v = 2arctgz = sinv = et T2

per cui

: dv  _ [ 1422 2 _ _

siha [ g5 = [ 55 5 dz-log\z|—log’tg%’.

Imponendo la condizione iniziale, si ricava c =1, e t > 0.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = 2 arctgt.

Allora y(t) = tv(t) = 2t arctgt, e intervallo di esistenza della soluzione ¢ ¢ > 0. O

Esercizio 29. Risolvere il seguente problema di Cauchy

Svolgimento. L’equazione € omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = M, per cui l'equazione

t
t
diventa tv' + v = v + tgv, e il problema diventa




Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha
dt ~
tgvdv = 5 = —log|cosv| =log |t| +¢ <= cosv = e

Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = @, et>0.
V3

Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = arccos 7.
V3 o Iintervallo di esistenza della soluzione & t > 73.

Allora y(t) = tv(t) = tarccos 7,

3
|

Esercizio 30. Risolvere il seguente problema di Cauchy
y' = {log¥
y(l) =e.
0] .t .
= =, per cui 'equazione

Svolgimento. L’equazione ¢ omogenea. Introduciamo la variabile v(t)

diventa tv’ + v = vlog(ev), e il problema diventa

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

dv dt - c
= [ — < log|logv| =log|t| +¢ — logvzz.

vlogv t
Imponendo la condizione iniziale, si ricava c =1, e ¢t > 0.

Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = e/t
Allora y(t) = tv(t) = te'/t, e Pintervallo di esistenza della soluzione & t > 0.

Esercizio 31. Risolvere il seguente problema di Cauchy

Svolgimento. L’equazione & omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = @, per cui l'equazione
diventa tv' +v = % + 2v, e il problema diventa
_ v+l
v = vvt
v(l) = 1.
Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha
vdv dt 1 2 ~ 9 9

Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = 2, e t > 0.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = v/2t2 — 1, dove si ¢ usata la condizione iniziale, che assicura
a

S

che, in un intorno di o =1, v(t) > 0.
Allora y(t) = tv(t) = tv/2t2 — 1, e lintervallo di esistenza della soluzione & t > %
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Esercizio 32. Risolvere il seguente problema di Cauchy

t . .
= %), per cui I'equazione

Svolgimento. L’equazione € omogenea. Introduciamo la variabile v(t)
diventa tv’ +v = 1 + 20, e il problema diventa

1 vi4l

{U - th

v(l) = —2.

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

vdv dt 1 ~
/’()2—|—1: ?<:>ilog(v2—|—1):log\t]+6<:>U2—|—1:C7§2.
Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ =5, e t > 0.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = —+/5t2 — 1, dove si ¢ usata la condizione iniziale, che
assicura che, in un intorno di 9 = 1, v(t) < 0.
Allora y(t) = tv(t) = —tv/5t? — 1, e U'intervallo di esistenza della soluzione & ¢t > % 0

Esercizio 33. Risolvere il seguente problema di Cauchy
2 2
{y/ _t +§g+y

y(1) = -1
Svolgimento. L’equazione & omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = @, per cui l'equazione
diventa tv' +v = 1 + v + v?, e il problema diventa

v = '02t+1
v(l)=-1

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

/dv / dt <= arct log [t| +
= —_ I v = C.

v2+1 t & &

Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = —%, e t > 0.

Inoltre, esplicitando v, si ottiene v = tg (logt — %)
Allora y(t) = tv(t) = ttg(logt— T), e I'intervallo di esistenza della soluzione & e~™/* < ¢ < €37/4

O

Esercizio 34. Risolvere il seguente problema di Cauchy
Y = y(yi;rtz)
y(-1) =-1
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y(@)

Svolgimento. L’equazione ¢ omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = “~, per cui I'equazione
diventa tv' + v = v(v? + 1), e il problema diventa

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

dv dt 1

Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = —%, et <O.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene v? = —2—— <= v = ——2L___ dove si ¢ usata la
» €SP ’ 1—2log(—1) /1—2log(—t)’

condizione iniziale, che assicura che, in un intorno di ¢ty = 1, v(¢) > 0.
. . t 5. . . . N B
Allora y(t) = tv(t) = et e l'intervallo di esistenza della soluzione & t > —y/e. 0

Esercizio 35. Risolvere il seguente problema di Cauchy

2 42
Yy = _y(y2t3t )
y(1) = 2.

Svolgimento. L’equazione & omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = @, per cui l'equazione
v(v2-1)

5—, ¢ il problema diventa

diventa tv' +v = —

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

/ 2dv /dt (a) 1 v? log [t + & <= v? c
=— | — < lo =—1lo c =-
NEpy t S+ 1 & v

v3tv v v2+1
Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = %, et>0.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene [scrivendo ancora ¢, per aumentare la leggibilita] v? = %(02 +

t ® . N .. oL
2 = 1f/c 7= 5{%4 <:)> v = /=1, dove in (b) si & usata la condizione iniziale, che

assicura che, in un intorno di tgp = 1, v(t) > 0.

dove in (a) si & usato il risultato [ 23w = f(g — & ) dv = log %

1) < v

Allora y(t) = tv(t) =t/ 52, e I'intervallo di esistenza della soluzione & t > 7. 0

Esercizio 36. Risolvere il seguente problema di Cauchy

t+5
{y’ _ _y(4t2y)

y(l) = 1.
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Svolgimento. L’equazione ¢ omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = @, per cui I'equazione

diventa tv' +v = —w, e il problema diventa

V= _5(11;—&-11)
v(l) =1.

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

/ dv 5/dt<(;ﬂ>1 ‘ v ‘ 51 1]+ 7 v c
—_— ] — 0 =——1lo c _—
v2 40 4 t gv—l—l 4 & v+1 /4

v
v+1

dove in (a) si & usato il risultato vgdiv = f(% - U}rl) dv = log

Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = %, et>0.
Inoltre, esplicitando v, si ottiene [scrivendo ancora ¢, per aumentare la leggibilita] v = ct=5/ Yo+

Y N
1) U= lict—5/4 To2th/4—1"
Allora y(t) = tv(t) = WL, e l'intervallo di esistenza della soluzione & t > 241/5. 0

Esercizio 37. Risolvere il seguente problema di Cauchy

{y’ _ Y=/

y(l) =2.

Svolgimento. L’equazione ¢ omogenea. Introduciamo la variabile v(t) = @

diventa tv’' + v = v — /1 + v2, il problema diventa

{v’ I g
v(l) =

Otteniamo un’equazione a variabili separabili. Si ha

dv dt  (a) o ~ 5 C
/m— /t < log(v+ V1+v?)=—logl|t| +¢ <= v+V1+v =7

, per cui 'equazione

o

dove in (a) si & usato il cambiamento di variabile V1402 = s—v = v = 522;1, V1402 =
2 2 .. 2
St dy = 41 ds per cui si ha [ \/1d+vu2 = 322i1 -4l ds =log|s| = log(v + V1 +v?).
Imponendo la condizione iniziale, si ricava ¢ = 2+ v/5, e t > 0.

Inoltre, esplicitando v, si ottiene [scrivendo ancora ¢, per aumentare la leggibilita] v1 + v2? =

2 _ &2 2 2cv _ ot _
C_U<:’>{1+v_t2+vt <:>{U_20(t2 1)

t

v<§ v< &
i i
ed ¢ subito visto che la soluzione v(t) soddisfa la disequazione v < ¢, in quanto questa equivale a
12 2
Allora y(t) = tu(t) = g—i (%2 - 1) =5 (-t = @(9 + 4v/5 — t2), e lintervallo di esistenza
della soluzione ¢ t > 0. O
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Esercizio 38. Risolvere il seguente problema di Cauchy

;_ y—4t
y - t—y
y(1) = 2.
Svolgimento. L’equazione & omogenea e quindi introduciamo u = % ciot y = ut, per cui v = u't +u
e 'equazione diventa

, u—4
ut+u=
1—-u
cioe
, 1 u?2—4
u = - ,
t 1—u
mentre la condizione iniziale diventa u(1) = 2. Allora la soluzione & u(t) = 2, cioe y(t) = 2t. 0

Esercizio 39. Risolvere il problema di Cauchy

y/:%+€_y/t
y(l)=a, a e R.

Trovare I'insieme B dei numeri reali b per cui esiste una soluzione y, del problema definita almeno
in [1,2] e tale che y,(2) = b.
Verificare che la funzione p(a) := y4(2), a € R, & un diffeomorfismo.

Svolgimento. Poiché I'equazione & omogenea operiamo la sostituzione u := y/t e quindi ¥ = u't + u
con la quale I'equazione diventa u't + u = u + e~ e il problema di Cauchy

u = te
u(l) = a.

L’equazione ¢ a variabili separabili; integrando

u(t) t
/ e du = ds ,
a 1 S

ciod e®(t) — ¢o = logt (si ¢ sfruttato il fatto che, essendo la condizione iniziale data per t = 1, la
soluzione ¢ definita al piu per t > 0), cioe u(t) = log(logt + €*) e quindi

Ya(t) = tlog(logt + €%).

Essa ¢ definita per ogni ¢ tale che logt + e® > 0, cioe t > e~¢" e quindi & definita almeno in [1,2],
Va € R.
La funzione
#(a) = ya(2) = 2log(log 2 + ¢*)
¢ un diffeomorfismo di R su imep, poiché ¢ &€ C*° e strettamente crescente; determiniamo imep.
Poiché

lim ¢(a) =2loglog2, e lim ¢(a) =+o0

a——00 a—-+o0
si ha
B = imp = (2loglog 2, +00).
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Esercizio 40. Provare che la soluzione y(t) del problema di Cauchy, con ¢y # 0,
3_43
y/ —_ ytth

y(to) = o,

3
. . N -1 . 1. . . .
Svolgimento. L’equazione ¢ omogenea y' = ~-—— e quindi effettuiamo la sostituzione y/t =: u, da

oy

verifica lim; o+ y(t) = 0.

—
o+ I

—~
~

cui v't + u =y’ e 'equazione diventa

1

cioe v = —5z che ¢ a variabili separabili, e il problema di Cauchy diventa

che integrata da

u(t) t
/ —u? du = ds
yo/to to S

cioe
1 u(t)
[—uB] =log | —
3 yo/to tD
da cui 5
Yo 0
t)? — 2% = 3log |—
O :
che fornisce la soluzione
3
u(t) = #3log |2 + L.
t|

Tornando alle variabili originarie si ha

to| s
y(t) =t{[3log || + =3
t| ot

Ma allora lim .t — 0% y(t) = 0. O

1.3.2 Esercizi proposti

Esercizio 41. Determinare la soluzione generale delle seguenti equazioni

W)y =142,
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3 — < _
(3) TR
Yyt
Y t
5) ¢y = = + —
(5) y ot T2y
Y t
6) y =2+ —
(6) y t+y,
Y t
Ny =22
(7) y Ty
y—t
8) y = T —,
(8) Y+t
9) p_ Y-t
y+t
10) ¢ = —2,
(10) y ST
(11) ,:t2—|—y2
2ty
(12) ' = Y
ty
2ty
/
(13)y=t2_y2,
2 2
Yy +ty + 4t
(14)y,:t72’
2
Yy oy
15) y ==+ =
(15) y' =7+ 75
2
y oy
16) o/ =2 — L
(16) y' =7 — 25,
Y 1
17) ' ==
(17) t—{_cos%7
Y y
18) ¥ == +tg=,
(18) y L Ttey
Yoy, Y
19) o/ =2 — Zlog 2
(19) y .~ s
Y — t2 y2
20) ' =
(20) y ; :
Y=V
(21) ¥ = ; ,
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1.4 Equazioni lineari del primo ordine
1.4.1 Esercizi svolti

Esercizio 42. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y = —dy+5t+1
y(0) = 0.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % =
— [4dt < logly| = —4t +¢ <= yom(t) = ce™ .

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e~*, per cui yy(t) = c(
quindi ¢/ (t)e ™ —4c(t)e ¥ = —de(t)e 45t +1 < (t) = (5t+1)et = c(t
<%t + 1%)64'5. Quindi y,(t) = %t + 1%, per cui Ygen(t) = ce 4 + %t + %.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1%, per cui Ycquchy(t) = —%6_4t + %t + %, teR. O

t) —4t _ (t)€_4t, e
)= J(5t+1)e dt =

Esercizio 43. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y =4y + et
y(0) = 0.
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ djy
[4dt < logly| =4t +¢ <> Yom(t) = ce.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e®, per cui y,(t) = ¢ (t)e? + 4c(t)e’, e
quindi ¢ (t)e + 4e(t)e! = de(t)et + €3t = d(t) = et = c(t) = —et. Quindi y,(t) = —€3,

per cui Ygen(t) = cet — €3,
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui yYcauchy(t) = et — e teR. O

Esercizio 44. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ =ty +el(t + 1)
y(0) = 0.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d?y =
— [tdt <= logly| = —L2 +C = yom(t) = ce /2.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e /2 per cui yy(t) = d(t)e "2 —te(t)e

e quindi ¢ (t)e —tQ/2 tc(t) 2 = _ge(t)e P2 4 el(t+1) = d(t) = (t+ et = c(t) =

—t2/2
)

[(t+ 1)et+t/2 dt & f e*ds = e = /2 dove in (a) si & eseguito il cambiamento di variabile
s=t+1t?/2 = ds = (t +1)dt. Quindi yp( ) = €', per cul Ygen(t) = ce /2 4 ¢t
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cui Ycquchy(t) = —e /2 4 el, t € R. O
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Esercizio 45. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y =—ty+t’
y(0) =2.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ %y =
— [tdt <= logly| = —L2 +C = yom(t) = ce /2.
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = ¢(t)e /2, per cui yy(t) = d(t)e 2 —te(t)e /2,

e quindi ¢/(t)e /2 — te(t)e /2 = —te(t)e 2 413 = (1) = 13”2 = c(t) = ft3et2/2 dt

[2sesds = 2(s — 1) = (t* — 2)et’/2, dove in (a) si & eseguito il cambiamento di variabile
s=12/2 = ds = tdt. Quindi y,(t) = t? — 2, per cui Ygen(t) = ce /2 442 2,
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2, per cui ycauchy(t) = 2e /2 442 — 2,teR. O

Esercizio 46. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy =1y+3
y(l) =2.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f % =
f% < logly| =log|t| +¢ <= yom(t) = ct.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t, per cui y,(t) = ¢/(t)t + c(t), e quindi
)t +c(t) = ct)+3 < 1) =2 = c(t) = 3loglt|]. Quindi y,(t) = 3tlog|t|, per cui
Ygen(t) = ct + 3tlog|t|.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2, per cui yYcquchy(t) = 2t + 3tlogt, t > 0. O

Esercizio 47. Determinare, al variare di a € R, la soluzione del problema di Cauchy

y/ — %y+taet
y(1) =2.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f d?y =
afd — logly| = aloglt| +¢ <= yom(t) = ct, in cui si & usato il fatto che || = ¢ in un
intorno della condizione iniziale to = 1.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t*, per cui y,(t) = t*¢(t) + at® 'e(t), e
quindi t%¢/(t) + at® Le(t) = at*le(t) + t%e! = Jd(t) = e = c(t) = e'. Quindi y,(t) = t¥¢,
per cui Ygen(t) = ct® + t%e’.

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 2 — e, per cul Yoquchy(t) = (2 — e)t* + t%*, t > 0. 0

Esercizio 48. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy =—3y—1
y(1) = 1.
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Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d?y =
—f% < logly| = —log|t| + ¢ <= yom(t) = ¢.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = @ , per cui y;( ) = c/l(f) - %, e quindi @ -
t t
% = —% —1 = )=t = c(t)=—3t%e qu1nd1 Yp(t) = —3t, per cui ygen(t) = ¢ — it
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = %, per cul Ycauehy(t) = 1t t > 0. O

Esercizio 49. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

i
y(3)

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f djy =
fQTdt <= logly| = 2log|t| +¢ <= yom(t) = ct?.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t?, per cui y,(t) = ¢ (£)t? + 2tc(t), e quindi
()t + 2te(t) = 2tc(t)1—i— Bl J(t) =5 = c(t) = —} — 55 e quindi y,(t) = —t — 3, per
cul Ygen(t) = ct? —t — 5

Dalla condizione iniziale otteniamo 0 = § —1 <= c = 4, per cui Ycauchy(t) = 42 —t — %, t>0.

o+

41
Y+ =
0.

O

Esercizio 50. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

_1 1
v =3y— 1t —1)
y(ee) = -1

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d?y =
f% < logly| =logl|t| + ¢ <= yom(t) = ct.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)t, per cui y,(t) = c/(t)t + c(t), e quindi
d(t)t+c(t) =c(t) — ﬁ — c’(t) = —%.

Ora — m —|— t2 + = 1 + t+1 cioe, —1 = At(t> — 1)+ B(t> — 1) + Ct2(t + 1) + Dt?(t — 1),
e, per il principio d’ 1dent1ta dei polinomi, si ha

A+C+D=0 =
B+C—-D=0 =
<~ 1
—-B=-1 2D=1 < D=3
per cui ¢(t) = — —|— 1 log‘t+1 eyp(t)=—-1+1 log““r1 Quindi, ygen(t) =ct —1+ % 5 log il)
Dalla cond1z10ne iniziale otteniamo —1 = ce‘Irl 1+ 2(e€+11) — c= —l , per cul Yoquehy(t) =
—3t—1+45logl ¢ > 1. m
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Esercizio 51. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y = —t%y + el/t arctgt
y(1) =7

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ dy—y =
— [ % = logly| =1 +¢ < Yom(t) = cel/t,

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e'/t, per cui yy(t) = d(t)ellt — t%c(t)el/t, e
quindi ¢ (t)el/t — t%c(t)el/t = —t%c(t)el/t—i—el/t arctgt < d(t) = arctgt = c(t) = [arctgtdt =
tarctgt — [ ﬁ dt = tarctgt — 1log(t? + 1) e quindi y,(t) = e*/*(tarctgt — 3 log(t> + 1)), per cui
Ygen(t) = ce/t + el/t(tarctgt — L log(t2 + 1)).

Dalla condizione iniziale otteniamo < = ce—}—e(% —% log 2) < c= %log 2, per cul Yoquchy (t) =
10%261“ + el/t(t arctgt — 3 log(t? + 1)) = el/t(t arctgt + 3 log %), t > 0. O

Esercizio 52. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

— 2t 1
V' =—mayt e
y(1) = -1,

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cio¢ [ %y =
— [ A dt <= logly| = —log(t? + 1) + ¢ <= Yom(t) = °

t2+1 241

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = %, per cui y,(t) = % — %, e quindi
10 2te(t Ate(t 1 1 o log |t
tCQSr)l - (tQJCr(1;2 - _(tQi(1§2 taem = ) =1 < c(t) =loglt]|. Quindi, ygen(t) = 25 + t02g+|1|'

Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = § <= ¢ = —2, per cui Ycauchy(t) = 13%1_12, t>0. O

Esercizio 53. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ = _t22j,4y+t
y(0) = -1

. .. . . . . d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ gy =

—f 2t dJf — log ly| = —log(t? + 4) + ¢ <= Yom(t) = =&

t2+4 t2+4'
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = tg(&, per cui y,(t) = tcgsz — %, e quindi

/(¢ 2te(t Ate(t o
T - e = gt = d(t) = (2 +4) = o) = 11+ 2% Quindi, ygen(t) =
c 41812
t2+4 T 4(t2+4)°
4 2
Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = § <= ¢ = —4, per cui Ycauchy(t) = %, teR.
O
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Esercizio 54. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy = _t2i1y + t211
y(0) = —1.

. . . . . . RS d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ % =
’ Yy

— [ g dt < logly| = —2log(t? +1) +¢ <= Yom(t) = t%&—l
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \/‘% per cui y;( ) = \/Ctéiz 1 — ( tQZi(lt))S 73, € quindi
c(t) te(t) te(t) 1 iy 1 2 2z 2241 _
Ve @2 T @y T e c(t) = (REE = \/t2+1 =)o de =

log ]z\ = log(t + Vt? + 1), dove in (a) si & usato il cambiamento d1 variabili V241 =2 -t =
t=2=1 211 =24 g = Z2;;1 dz. Quindi, ygen(t) = == + log(t+vt2+1)

2z 7 2z 7 V241 V241
. . . vV 2 -
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cui ycauchy(t) = w, t e R. a

Esercizio 55. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

— t 1
y = Yt 2+1)2
y(0) = —1.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ ‘;—y =
— [ t2t+1 dt < logly| = —%log(t2 +1)+¢ <= yom(t) = =

ViZ+1' ,
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \/‘%, per cui y,(t) = \/Ct2(2 = — (t2:f(1t))3 73, €
(1) te(t) te(t) iy 1 _ a @
quindi 7725 = Gl =~ T (t2+1) = ) = e = o) = [ @ipe =
f( 2z )3 241 g f dz g, — _ —2 _ -2 _ -1 _
2241/ 222 (22+1)2 z2+1 1+ (t+V12+1)2 1+82426V/ 12+ 1442 +1 24+1+tV124+1
(t§+‘/§2)j1;i;jl) = tth;gﬁ:ltkl = -1+ \/7 dove in (a) si & usato il cambiamento di variabili
VE2+l=2z—-t = t=2% _1 ?2+1= z;;l, dt = Z;Z‘El dz. Quindi, y,(t) = —7t21+1 + —tQil e
ygen(t) = \/m + ﬁ-
Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = —1, per cui Ycquchy(t) = t_t2v+1 teR. O

Esercizio 56. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

V=@ tt
y(2) = -1

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ djy =
[ #5dt <= logly| = tlog|t? — 1|+ ¢ <= yom(t) = cv/t2 — 1, dove si ¢ usata la condizione
iniziale per riscrivere [t2 — 1| = ¢2 — 1.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)Vt* — 1, per cui y,(t) = ¢/(t)Vt* — 1+ \;%,
a

e quindi SOVE T+ i = St e d) = gy e ) = [ LS % =
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vz =/t — 1, dove in (a) si & usato il cambiamento di variabili z = t? — 1 = dz = 2tdt. Quindi,

Ygen(t) = V12 — 1+ 12 — 1.

Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = ¢V/3 +3 <= ¢ = —%, per cui Ycquchy(t) =
—%\/t2—1+t2—1,t>1. 0

Esercizio 57. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y =gyt e
y(0) = —1.

Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe f dy —

—[#5dt = logly| = —1log|t? — 1| +¢ <= yom(t) = m, dove si e usata la condlzlone

iniziale per riscrivere [t? — 1| = 1 — ¢2.

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = \/%, per cuil yp(t) \/C;('f)t2 + (1 tigt))a 75, € quindi
c'(t) te(t) _ te(t) t _ t _ tdt i
Fiw T e = wepr tem < () =—pm = O =-J A = E
V1 —1t2, dove in (a) si & usato il cambiamento di variabili z = 1 — t2 = dz = =2t dt. Qulndl,

ygen(t> = 7\/1c_j +
Dalla condizione iniziale otteniamo —1 = c+1 <= ¢ = —2, per cul Yoquchy(t) = — 2_ 41,
-1<t< 1. O

Esercizio 58. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy = —yctgt+2cost
y() =1

. .. . . . PN d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equamone omogenea associata, cioe f & =

— [958l gt < logly| = —log|sint| +¢ < yom(t) = dove si € usata la condizione 1nlzlale

sint s1nt’
per riscrivere |sint| = sint. /

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = Scl(n)t, per cui y,(t) = Zir(fz — C(s?n‘;oft, e quindi
/(¢ t) cost t) cost : -
2171(12 - C(Sl)ncots = C(Sl)ncots +2cost <= (t) = 2sintcost <= c(t) = sin’t. Quindi, ygen(t) =
o7 T sint.

Dalla condizione iniziale otteniamo 1 = ¢v/2 + @ — ¢ = ‘/52_1, per cui Ycoquchy(t) =
‘2fsmt+smt 0<t<m. ]

Esercizio 59. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

_ t
y _yliosslnt + 1+smt
y(0) =1.
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Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ d?y -
_f cost g e 10g|y‘ — —log(l —|—Sint) +¢ <— yom(t) = I7s

14sint 14sint” ,

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = 1i(stiilt, per cui g (t) = 1 i S(ltr)lt _ (ii)sﬁ?i)tz’ ¢ quindi
1i§1tr)1t - (igtr)sifi)g = _(i(—i)sfr?i)g + 1+2s€nt = d(t) =2t <= c(t) = t*. Quindi, ygen(t) = f:gfzt

Dalla condizione iniziale otteniamo ¢ = 1, per cui ycauchy(t) = f%it, -5 <t< 37“ O

Esercizio 60. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
v =-y+1
limt_,0+ y(t) = %

. .. . . . RN d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ ?y =

—f%dt = logly| = =2Vt + & <= Yom(t) = ce 2V

.. . . _ . _ t —2Vt

Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = c(t)e 2Vt per cui y,(t) = (t)e Vi _ 6()67\/{,
NG —2vi

e quindi ¢/(t)e2V! — C(t)f/; L= —C(t)f’/; Li1 e ) =V e o) = [Vidt D L [ rerds =

F(z—1)e* = L2Vt — 1)e2VE, dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabili z = 2/ = t =
%22, dt = %z dz. Quindi, ygen(t) = ce~ V4t — %

Dalla condizione iniziale otteniamo % = limy_ o+ Ygen(t) = c— % <= c =1, per cul Ycauchy(t) =
e Vg Vi1 t>0. 0

Esercizio 61. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{yl =~y 1

lim; o+ y(t) = 0.

. .. . . . PN d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ ?y =

— [ 2L dt <= logly| = —log(l —cost) + ¢ <> yom(t) = —%. / .
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = 1fg))s 7> per cui y,(t) = 13(5(?5 ; — (f(_tizlsntfg, e
.t t)sint t)sint . 1

quindi 1i£0)st - (f(_lslsnt)Q = —(f(_)czlsr;p +1 < () =1—cost <= ¢(t) =t —sint. Quindi,

Ygen () = G54

Dalla condizione iniziale otteniamo

1.3 3
5t t 50 - 0
0= lim ygen(t) = ettt +o(t”) _ {+ sgn(c), c#0,

im
t—0+ t—0+ $t2(1+o(1)) 0, c=0.
Allora ycquchy(t) = fiilorl’;, 0<t<2m. O

Esercizio 62. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

V' =y 1
lim, s~ y(t) =0.
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. .. . . . RN d
Svolgimento. Determiniamo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, cioe [ ?y =

— [ 2L dt <= logly| = —log(1 +sint) + ¢ <= Yom(t) = 75m7- /
Determiniamo una soluzione particolare y,(t) = 1i(st121 ;> per cui y,(t) = 1igr)1t - (i(i)slc;i)tz,
quindi 1+S(1r)1t - (ii)sicﬁ)tg = —(i(_i)sfgi)tg +1 < d(t) = 1+sint <= c(t) =t — cost. Quindi,
__ ctt—cost
ygen( ) —  1+sint -
Dalla condizione iniziale otteniamo
3 :
(@ ,. C+%5 —z+smnz
0= lim t) = lim
t—= ()~ Ygen'(?) 20+ 1—cosz
3
o OF 3T 423+ 0(2%) _ J+oo-sgn(c+ ), c# -3,
20+ %z2(1 +0(1)) 0, c= —37“,
dove in (a) si & usato il cambiamento di variabili z = 3T — ¢.
t—3T _cost
Allora ycquehy(t) = IQTHT;)S, -5 <t< 37” O
Esercizio 63. Dire se esistono soluzioni dispari (cioe y(—z) = —y(z)) dell’equazione

y = ycost+sint .

Svolgimento. Non esistono soluzioni dispari perché se y € soluzione dispari allora il primo membro
& pari mentre il secondo e dispari. O

1.4.2 Esercizi proposti

Esercizio 64. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy

0 {y':y”

1)=e—2

Y —Smy—i-a:
y(l) =
Y =y+x
y(l)=-1
Yy =gyt
y(0) =2

1—a? 4
y = ;’ y+w
y(2) =

2 1
y = 5 + a1
y =
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1.5 Equazioni di Bernoulli
1.5.1 Esercizi svolti

Esercizio 65. Risolvere il seguente problema di Cauchy

{y’ =—1y — Z2y*

y(1) =2.
. = . . . . J— /
Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y'=2 = % == y = %, Yy = —.2, ber
. . . / . . . . .
cui I'equazione diventa —5 = —% — % — v =3+ t%, e quindi il problema da risolvere si

trasforma in
2
2

_|_

{v(l) = %

L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione vy, (t) = ct. Cerchiamo una

soluzione dell’equazione non omogenea della forma vy (t) = c(t)t, per cui v, (t) = ¢ (t)t+c(t), e quindi

dt)t+ct) =clt)+ 7 <= c(t) = [ Fdt =—7. Allora vy(t) = —%2 e Vgen(t) = ct — +. Usando la
condizione iniziale, si ottiene ¢ = %, per cui Voquchy (t) = %t — % = 3t2t_2. Allora ycquehy(t) = 35—32
L’intervallo di esistenza & t > \/g ) O

Esercizio 66. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ = —%y + y’tlogt

1
y(1) = 5.
Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y'=2 = % = y = %, y = —.z, per cui
I'equazione diventa — 5 = —% + “;j—Qgt <= v = 7 —tlogt, e quindi il problema da risolvere si
trasforma in
v' = ¢ —tlogt
v(l) = 2.

L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione vy, (t) = ct. Cerchiamo una

soluzione dell’equazione non omogenea della forma v, (t) = c(t)t, per cui v, (t) = ¢/ (t)t+c(t), e quindi

d(t)t+c(t) = c(t)—tlogt < c(t) = — [logtdt = —tlogt+t. Allorav,(t) = t>(1—logt) e vgen(t) =
ct+t*(1—logt). Usando la condizione iniziale, si ottiene ¢ = 1, per cui voauchy(t) =t +1%(1 —logt).
Allora ycquchy(t) = m. L’intervallo di esistenza si determina numericamente. O

Esercizio 67. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ —y— (24t + 1)y
y(0) = 1.
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2

. = 5 . . . . o 1-2 1 /] v’ .
Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y =, = y=,,Y =—,3, percui

1
) : : v’ 1 t24¢+1 ’ 2 !
l'equazione diventa — 7 = ; — — 37— <= v =—v+t"+it+1,e

- quindi il problema da risolvere
si trasforma in

v=—v+t?+t+1
v(0) = 1.

L’equazione & lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione vy, (t) = ce~t. Cerchiamo una
soluzione dell’equazione non omogenea della forma v, (t) = c(t)e™", per cui vy (t) = ¢ (t)e ™" —c(t)e™,
equindi d(t)e P —c(t)e™ = —c(t)et+t2+t+1 < c(t) = [(L*+t+1)etdt = (2 +t+1)e!— [(2t+
Dt dt = (t2+t+1)et —(2t+1)el+2e! = (2—t+2)el. Allorav,(t) = t2—t+2 e vgen(t) = ce I +t2—t+2.
Usando la condizione iniziale, si ottiene ¢ = —1, per cul vcauchy(t) = —e P+ t?2 —t+ 2. Allora
YCauchy(t) = m L’intervallo di esistenza si determina numericamente. ]

Esercizio 68. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y =ty +y?

y(1) =1
Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y'72 = % = y = %, y = —:}’—;, per cui
I’equazione diventa —;’—; = % + U% <= v’ = —tv — 1, e quindi il problema da risolvere si trasforma

in
vV=—tv—1
v(l) =1.
. T . . . _42 .
L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione v, (t) = ce™ /2. Cerchia-

mo una soluzione dell’equazione non omogenea della forma v,(t) = c(t)e /2, per cui vy(t) =
d(t)e /2 —te(t)e /2, e quindi ¢ (t)e /2 —te(t)e /2 = —te(t)e /2 =1 = ct) = — flt es*/2 ds.
Allora v,(t) = —et*/2 flt €52 ds e vgen(t) = ce /2 — /2 flt e**/2 ds. Usando la condizione ini-

ziale, 2si ottiene ¢ = e!/2, per cui VCauchy(t) = e(1=1%)/2 _ o—t*/2 flt e’/2ds. Allora YCauchy(t) =
ot2/2

\/Efflt es2/2 ds

. L’intervallo di esistenza si determina numericamente. O

Esercizio 69. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ _ 4y+26ty1/2
y(0) = 4.

Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y'~1/2 = VY = y = v?, ' = 20V, per
cui 'equazione diventa 2vv’ = 4v? + 2elv <= v/ = 2v + €!, e quindi il problema da risolvere si

trasforma in
v =2v+ ¢t
v(0) = 2.

L’equazione & lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione vy, (t) = ce?’. Cerchiamo una

soluzione dell’equazione non omogenea della forma v,(t) = c(t)e?, per cui v),(t) = ¢ (t)e* 4 2¢(t)e*,
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e quindi c’(t)th —|— 2c(t)e? = 2c(t)e? + et = c(t) = [etdt = —e . Allora v,(t) = —€' e
Vgen(t) = ce®® — e'. Usando la condizione iniziale, si ottiene ¢ = 3, per cui VCauchy(t) = 3e2t — et

Allora ycauchy(t) (32t — )2 = 9e — 6e3t + e, t € R. O

Esercizio 70. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y = %y+4t2y1/2
y(1) = 0.

Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y!~1/2 = =y = y= v2, Yy = 20V, per
cui lequazione diventa 2vv’ = %UQ +4t%0 = v = 7+ 2t2, e quindi il problema da rlsolvere si

trasforma in
v =Y 4212
v(l) =0.

L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione vy, (t) = ct. Cerchiamo una
soluzione dell’equazione non omogenea della forma v, (t) = c(t)t, per cui v, (t) = ¢/ (t)t+c(t), e quindi
d(t)t+c(t) = c(t) + 2t < c(t) = [2tdt = > Allora vy(t) = 3 € vgen(t) = ct + t3. Usando la
condizione iniziale, si ottiene ¢ = —1, per cul voguchy(t) = t3 —t. Allora YCauchy(t) = (3 —t)? =
6 —2tt 2t > 0. O

Esercizio 71. Risolvere il seguente problema di Cauchy

Y =gy +ty'/?
y(1) =8.

1-1/3 — 4,2/3 3 /2y

— y=032 y =
per cui 'equazione diventa %vl/%’ = %v?’/Q + 0?2 = = 3 T %t, e quindi il problema da
risolvere si trasforma in
/
{ (1)
dt

L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione [ % = |5 = loglv| =

Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v =y

I w\e
QJ\[\')

_|_
4.

2log|t| +¢ <= vom(t) = ct?/3. Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea della forma
vp(t) = c(t)t'/3, per cui vy (t) = ()3 + Le(t)t=2/3, e quindi ¢ ()t + Le(t)t72/3 = Le(t)t 3 +
2t = ct)=[ %t2/3 dt = %t5/3. Allora vp(t) = 212 € vgen(t) = ct/3 + 242, Usando la condizione

3/2
iniziale, si ottiene ¢ = L&, per cui VCauchy(t) = %tl/g + %tQ. Allora yoquehy(t) = <%t1/3 + %t2> ,

5
t>0.

Esercizio 72. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ — 1+ty+ 2ty
y(1) = e.
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Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v=ytl=y? = ¢y = f y = v 12y , per
cui I'equazione diventa 3 50 /2y = — 1+t vl/2 4 ¢ = v1?2 = v = 1+tv + € 7, e qu1nd1 11 problema
da risolvere si trasforma in

{v’ =1ty 4 %t

v(l) =e.

L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione [ % =— 1 % dt < log|v| =
—loglt| —t+¢ <= von(t) = ce '8t = £e~t Cerchiamo una soluzione dell’equazione non

omogenea della forma v,(t) = @e‘t per cui vy,(t) = @e‘t - 1t:‘—le_tc(t), e quindi #e‘t -
tjgl e~te(t) = L. C(t) et + S = c(t) = [e¥dt = e Allora vy(t) = ;—; € Vgen(t) = S + ;—i
2 t

Usando la condizione 1n121ale si ottiene c =%, per cul Vogueny(t) = 5e2 T+ & = (27T + €).
Allora Yoquehy(t) = 21t(62 t+et), t > 0. O
Esercizio 73. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ _ 1+ty + £ y

y(1) = —ve.
Svolgimento. E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y'*! = ¢4? — y= /v,y = 1 v 2y
per cui l'equazione diventa —511 —1/2y = %01/2 — %0_1/2 — v = 1+tv + & —, e qu1nd1 11
problema da risolvere si trasforma in

14t t

V=t g

v(l) =e.
L’equazione ¢ lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione [ % =—1 % dt < log|v| =
—loglt| —t+¢ <= vom(t) = celosltl=t = ¢e!. Cerchiamo una soluzione dell’equazione non
omogenea della forma v,(t) = C(t—t)e_t, per cui v,(t) = @e‘t — le~te(t), e quindi @e‘t -
tjgl e~te(t) = L. @e_t + % — c(t) = fiQt dt = 1e?'. Allora vp(t) = ;—tt e ngen(t) =fe T+ ;—;
Usando la condizione iniziale, si ottiene ¢ = %, per cui vequeny(t) = 3>+ & = 5(e*~ + €f).
Allora Yoquehy(t) = 21t(62 ttet), t>0. O

Esercizio 74. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/ _ 1+ty 1e ¢ y
lim; o y(t) € R.

Svolgimento. B un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = !t =42 — y =+, y = jzlv_l/2 !
per cui ’equazione diventa :l:%v_l/%’ = —%(ivlﬂ) + ;—;v_l/Q — v = Htv + £ 7, e quindi 11
problema da risolvere si trasforma in



L’equazione & lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione [ % = -/ %dt =

log|v| = —loglt| =t +¢ <= wom(t) = ce”o8ll=t = et Cerchiamo una soluzione dell’e-
quazione non omogenea della forma v,(t) = @e*t, per cui vy,(t) = #e*t - tf—gle*tc(t), e quindi
CT(t)e_t tjgle_tc(t) = -4l @e‘t + % > c(t) = [e*dt = Je*. Allora vy(t) = %—; e
Vgen(t) = Se7" +§ 27 = o(2ce™" + €'). Usando la condizione iniziale, si ottiene lim;_o 25 +¢ =
1 e=-1
. 2c(1— 1 . 2c+144(1-2
lim;_g o t+0(22+ t+tto(t) _ limy_g c+ +t(2t c)to(t) _ {39 . _27
. t_ _
per cui Voauchy(t) = “5i—- Allora ycauchy(t) = £4/ e 57 L t>0. O
Esercizio 75. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y=Y—y
y(1) =3
Svolgimento E un’equazione di Bernoulli. Poniamo v = y!™% = ¢y 2 — y = o712 ¢ =
v3/2y, per cui 'equazione diventa — é —3/2y = 1 *1/2 v 32— ' = -2y + 2, e quindi il

problema da risolvere si trasforma in

v = —%v+2
v(l) =1

L’equazione & lineare. L’equazione omogenea associata ha soluzione [ % =—/ % dt <= log|v| =
—logt? +¢ <= vom(t) = ;3 Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea della forma

vp(t) = %, per cui v, (t) = % - t%c(t) () Ze(t) = —Fc(t)+2 < cft) = [22dt =
%t?’. Allora vp(t) = 2t € vgen(t) = 5+ 3t. Usando la condizione iniziale, si ottiene ¢ = —%, per cui

275 L 231 V3 >

32 — 382 - Allora yCauchy(t) = \/21537 0

VCauchy (t) \3[

1.5.2 Esercizi proposti

Esercizio 76. Determinare la soluzione generale delle seguenti equazioni

(1) ¥ =2ty +9°,
(2)y—ty+ty,
11
(4)y=fy—fy3,
1 (t+1)3
I o 3
(5) ¥ = 1Y 5V

1
(6) v’ =~y + y*logt,

1 1,

(7) y’z—;y+ —y°,
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T
9) ¥ = 1y + 1y27
4T

11
15) y' =Sy +
1 1
16) y' = —
(16) y 579 T 50
1 2
17) ' = -y — —
(17) y LA
1 1
/—_
(18) y - 4t3/2y+4t3/2y7
t
(19) o = —y + —=,
t 1
20) ' = —
@0 v =" 1Y mry
1 t2—1
21) y' = —y —
(21) y 2t¥ oy
sint
22) ¢ = Zytgt —
(22) y' =7 R
1 tgt
23) Y = ——y—
(23) y AT

4
(25) o = SU+ 207,

(26) v’ = —2y + \/ysint,
2t 2t

27) o =

(27) y 3(t2_1)y+3\/§,

(28) v/ =y — ty'/?,

(29) o = 2ty + 2ty"/?,

(30) ¢ = 5y + 1y
p_ 3t 3, 3
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(32) ¢ =

2
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2 Teorema di esistenza e unicita locale

2.1 Integrali di funzioni a valori vettoriali

Definizione 2.1. Sia f : [a,b] — RY. Essa si dice integrabile secondo Riemann in [a,b] se ¢ €
[a,b] — v - f(t) € R & R-integrabile, per ogni v € RV,

Teorema 2.2. Sia f € R([a,b];RY). Allora 311 € RY tale che I-v = ffv-f(t) dt, per ogniv € RV,
Poniamo fab ft)dt:=1. Se f=(f1,...,fn), allora fabf(t) dt = (fab fi(t)dt,.. .,fab In(t) dt).

Dim. Poiché v € RN — fabv - f(t)dt € R & un funzionale lineare, esiste un’unico I € RY tale che
I-v= fbv f(t)dt, per ogni v € RV,

Inoltre, se v = ey, un vettore della base canonica di R, allora I -ej, = f e f(t) f f(t)
da cui si ha la tesi. D

Teorema 2.3. Siano f,g € R([a,b];RY), a, 8 € R. Allora
(1) af + B9 € R(la, b RY) e [J(af +Bg) = a [ [ +8 ).
(2) f-g€R([a,b];R).
Dim. (1) Poiché, per ogni v € RV, si ha v (af + Bg) = v f) + B(v - g), la tesi segue dall’analoga
proprieta per funzioni scalari.
(2) Siano f = (f1,...,fn) e g = (91,---,9N), Per cui f-g = Ef\il figi- Allora la tesi segue dai

teoremi di integrabilita del prodotto e della combinazione lineare di funzioni scalari integrabili. O

Teorema 2.4. Siano f € R([a,b];RY), K := f([a,b]), p € CO(K;RM). Allora
(1) po feR(a, b]'RM)

(2) lIf1I € R([a, b]; < [ IF@)] de.

Dim. (1) Poiché ogni componente di f ¢ limitata, f([a,b]) ¢ limitato, e quindi K & compatto, e ¢ &
uniformemente continua su K. Siae > 0, esia . € (0,¢) tale che, perogniz,y € K, ||z — y||, <e,si
ha [[¢(z) — ¢(y)| < €. Poiché, posto f = (fi,..., fn), si ha fi € R([a,b]), per ogni k =1,..., N,
ne segue che esiste D, = {a=1z9 < x1 < ... <z, = b} tale che S(fr,D:) — s(fr,D:) < 62, per

ogni k = 1,...,N. Ricordiamo che, se ¢ : E — R, si pone oscpg = supgpg — infgg. Siano
A = {7, €{l,....,N}:08C;y, [k <0, Vk = 1,...,N}7 e B:={1,...,N}\ A. Allora, per ogni
i€ A, he{l,...,M}, sihaoscy, | .%o fr <¢; mentre, se i € B, possiamo scrivere, per ogni

he{l,...,M}, 05Cl, | 2,%h° fi < 2supg |on| < 2supk (¢l Osserviamo ora che

) N
s Z —zi-1) < Z(!L‘z = Ti-1) 05Clg; o] Jhi < Z(% —Ti1) ZOSC[:ci_l,:ci] Tk
ieB zeﬂs icB k=1
—ZZ i — Tj— 1 OSCxl 1xl]fk<z fk:a S(fka®€)}<N(sg>
k=1icB k=1
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dove in (a) si ¢ usato il fatto che i € B == esiste k; € {1,..., N} tale che oscy, | ».) fk; = Je-
Quindi, »; z(z; — x;_1) < nd. < ne. Ma allora, per ogni h € {17 ...,m}, si ha
P
i=1 icA i€B
<eY (zi—mig —|—2$up||g0|| > (xi— wiq)
€A i€B

<e(b—a)+2sup |l - Ne=e(b—a+2Nsup|pll,),
K K

e, per larbitrarieta di € > 0, segue che ¢, o f € R([a,b]), per ogni h € {1,...,m}, e quindi che
o feR([a,0;RY).

(2) Poiché ¢ : z € RN — |z|| € R & continua, da (1) segue che ||f|| = ¢ o f € R([a,b]). Posto v :=
f b f(t) dt, supponiamo che v # 0, altrimenti non c’¢ niente da dimostrare. Allora H f: f(t) dt”2 =
||v|| =0V V=" f ft) f t)dt < f ol - [|f(®)]] dt = ||v]| ff || f(¢)|| dt. Dividendo per

N f dtH = uvn < [P dt. 0

|lv]| # 0, otteniamo

Proposizione 2.5. Siano f : [a,b] — RY limitata, c € (a,b). Allora

(1) f€R([a,b;RY) <= f € R([a,c;RY) e f € R([c,b; RY),

() feR((a,thRY) = [ f= [ f+ ][]

Dim. Passando alle componenti, ci si riduce all’analogo teorema per funzioni scalari. O
Proposizione 2.6. Siano f € R([a,b];RY), ¢ € [a,b], = [V f(t)dt, per ogni x € [a,b].

(1) Posto L := supye(q ) [lf(1)]| < 00, si ha ||[F(z) = F(y )|| é L|:z —yl, per ogni .,y € [a,b].

(2) Se f ¢é continua in xq € [a,b], allora esiste F'(xo) = f(xo).

Dim.
(1) Siha ||F(x) — t)|| dt| < Llx —y|.
(2) Segue dall’analogo teorema per funzioni scalari, pur di passare alle componenti. O

2.2 Teorema di esistenza e unicita locale

Definizione 2.7 (Soluzione dell’equazione differenziale). Siano A € RV*! un aperto, f: A — R¥.
Si dice soluzione dell’equazione differenziale ordinaria in forma normale ' = f(x,y) una funzione

(z,y(z)) € A, zel,
y'(x) = f(z,y(z), zel.
Definizione 2.8 (Soluzione del problema di Cauchy). Siano A ¢ RY*! un aperto, f : A — RY,

(zo,y0) € A. Si dice soluzione del problema di Cauchy per l'equazione differenziale ordinaria in
forma normale y' = f(x,y) con dato iniziale (xg,10) € A una funzione y : I — RY, derivabile

y: I — RY derivabile nell’intervallo I C R, e tale che {

(z,y(x)) € A, v el
nell'intervallo I C R, e tale che < v/(z) = f(z,y(x)), =z €,
y(zo) = Yo-
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Proposizione 2.9. Siano A C RVNT! un aperto, f € CO(A;RY), (zo,90) € A, y: I — RY tale che
(x,y(z)) € A, per ogni x € I. Sono equivalenti

y'(z) = flz,y(x), zel,

y(z0) = vo,

(2) y € COI;RN) e tale che y(x) = yo + fjo f(t,y(t))dt, per ogni x € I.

(1) y € CHI;RN) ¢ soluzione di {

Dim.
(1) = (2) Poiché y soddisfa y/'(z) = f(z,y(x)), per ogni x € I, e y(xy) = yo, integrando membro
a membro otteniamo y(x) — y(xg) = f;o f(t,y(t))dt, e quindi la tesi.

(2) = (1) Poiché t € I — f(t,y(y)) € RN & continua, per il teorema fondamentale del calcolo
integrale esiste y/(x) = f(z,y(z)), per ogni x € I, per cui y € C*(I;RY) ed ¢ soluzione di y =
f(@,y). Infine y(zo) = yo + 0 = yo. O

Proposizione 2.10 (Esistenza e unicita in un rettangolo). Siano R := {(z,y) € R¥N*!: |z — x| <
a,lly = ol < 0}, f € CORRY), L > 0 tale che | f(z,y1) = f(z,42)ll < Llyr —oll, per ogni
(z,91), (z,92) € R. Siano M := max(, y)eg ||f(z,y)|| € 6 := min {a, %} Allora esiste un’unica
y € C%Jxo — 0,20 + (ﬂ;RN) tale che y(x) = yo + f;o f(t,y(t))dt, per ogni x € [xg — I, o + I].

Dim.

(3) Osserviamo preliminarmente che, se ¢ € C%([zg — §, 70 + §;RY) e ||p(x) — yo|| < b, per ogni
x € [xo—9, 29+, allora (T'p)(x) = ¢(x) := yg—l—f;; f(t,(t)) dt & tale che p € CO([xg—0, mo+6]; RY)
e l[6(@) — oll < |2 £t o®)] di| < Ml — o] < M5 <.

Osserviamo, inoltre, che la tesi ¢ dimostrata se facciamo vedere che esiste y € C°([zg — §, 20 +
§]; RV) che & punto unito [cioe Ty = y| della trasformazione T : ¢ € C°([zg — 6,z + §|;RN) — ¢ €
C%([zo — 6,20 + 6];RN). Per far cid, usiamo il metodo delle approssimazioni successive.

Poniamo, per ogni = € [xg — §, z¢ + 0],

yo(z) := yo,
y1(z) == yo +/ f(t,yo(t)) dt,

yn(T) == yo + /m ft yn—1(t))dt, n>2.

Poiché yo € C%([zg — 6,20 + 0];RY) e |lyo(z) — yo|| < b, per ogni = € [z — 6,20 + 6], per quanto
gia dimostrato si ha y; € C%([zg — 8,20 + 6]; RY) e ||y1(x) — yo|| < b, per ogni = € [xg — &,z + 0],
e, successivamente, y, € C°([zg — 0,20 + 0; RY) e ||yn(x) — yo|| < b, per ogni z € [xg — &,z + 6] e
n > 2.

Dimostriamo ora che {y,,} converge uniformemente in [z9—J, 29+ 9J]. Osserviamo che cio equivale
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a dimostrare che yo + > ;_; (yr — Yx—1) converge uniformemente in [zg — 9,z + ¢]. Ora

191(x) = yo(2)|| < M|z — o,

l2() — 3 ()] < / 175 (8)) — 1t w0 dt| < (1) dt
ME\:E — xo|?,
e, se supponiamo che ||y, (z) — yp—1(z)|| < MLZ!_I |z — z0|", si ha
Jonia) ~ 3@ < | [ 150000 ~ s )] ] < a0 de
o
L xX

n

n
< M= ‘nJrl
— n' .

H—xﬂ%4:M¥£¥—m—
20 (n+1)!
Ma allora sup|,_z1<s [|yn(z) — yn—1(z)| < ML:L!_I(S”, e per il criterio di Weierstrass la serie yp =
> re i (yk — yk—1) converge uniformemente in [zg — 0,z + 0], cio¢ {y,} converge uniformemente in
[z — &, 20 + J], e indichiamo con y € C°([zg — &, z¢ + §]; RY) il limite.

Allora, da ||yn(x) — yo|| < b, per ogni = € [zg — 0, z¢ + d], n € N, segue ||y(x) — yo|| < b, per ogni
x € [xo — 6,0 + 9.

Inoltre, da
f (t,y() — f& yn(®))]] dt‘ t) —yn(@)| dt| <L sup |ly(z) —yn(@)| - |z — o
|z—20|<d
< L5' sup |ly(z) = yn(2)[| — 0O,
|x—x0|<0

segue che, passando al limite in y, (x) = y0—|—f£) f(t,yn—1(t)) dt, si ottiene y(x) = yo—i—f;o ft,y(t))dt,
cioe y € punto unito di 7T, cioe la tesi.

(!) Supponiamo, per assurdo, che esistono y1,y2 € C%([zg — &, z0 + §];RY) tali che (z,y;(z)) € A
e yi(x) = yo + f;o f(t,yi(t))dt, per ogni z € [xg — d,xo + d], i = 1,2, e y1 # y2. Posto, al-
lora, z1 := sup{z € [xo,z0 + I] : y1(t) = y2(t),Yt € [xo,2x]}, si ha x1 € [xo,z9 + J). Sia
e > 0 tale che 1 + ¢ < xg + J, per cui, per ogni x € [zx1,x1 + €], si ha y1(z) — y2(x) =
Lo Ly (0) = f(& g2 ()] dt+ [ [F(Ey1(8) = f(ty2(t)] dt = [ [F(ty1() = f(t, ya(t))] dt. Posto
Ke := SUDycpyy a1 191 (2) — 92(2) ]| > 0, si ha [ly1(z) — ya(z)]| < f,c1 1t y1(2) — f (& y2(0)) || dE <
Lf;1 ly1(t) — y2(t)|| dt < LK. (z — 21) < LK.¢, da cui segue K. < LK.¢, ciod € > 1, che contrasta
con 'arbitrarieta di € > 0. O

Proposizione 2.11 (Esistenza e unicita locale). Siano A C RN*L un aperto, f € CO(A4;RN) e
localmente Lipschitziana in A rispetto ad y, uniformemente in x [cioé per ogni (zg,y0) € A, esistono
U € W(xo,90), L > 0, tali che || f(z,y1) — f(z,y2)|| < L|ly1 —y2l|, per ogni (z,y1), (z,y2) € U.
Allora, per ogni (xg,y0) € A, esistono § > 0 e un'unica y € C([zg — 6,9 + §;RN) tali che
y(zo) = 20 e y'(x) = f(z,y(x)), per ogni x € [xo — 6,z + d].

Dim. Poiché U ¢ aperto, esistono a, b > 0 tali che R := {(z,y) € RVFL: |z — 20| < a,|ly — yol < b} C
U. Allora la tesi segue dalla Proposizione 2.10. O
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Si puo dare una dimostrazione alternativa delle due Proposizioni precedenti.

Proposizione 2.12. Siano A C RN*! un aperto, f € CO(A;RYN) e localmente Lipschitziana in A
rispetto ad y, uniformemente in x [cioé per ogni (xo,y0) € A, esistono U € W(zg,y0), L > 0, tali
che ||f(x,y1) — f(z,y2)|| < Llly1 — y2ll, per ogni (z,y1), (x,y2) € U. Allora, per ogni (zo,y0) € A,
esistono & > 0 e un'unica y € C*([wo — 6,20 + 6]; RY) tali che y(xo) = w0 e y'(v) = f(x,y(x)), per
ogni x € [xg — 6,0 + ).

Dim. Sia (zg,yo) € A, e siano U € W(xo,y0), L > 0, tali che || f(z,y1) — f(z,y2)|| < L|ly1 — v2|,
per Ogni (xvyl)a (177:‘/2) eU.

Siano a,b > 0 tali che R := {(z,y) € RN"!: |z — x| < a,|ly — yo| < b} C U e poniamo M :=
max(, yer | f(2,y)|, 6 := min {a, %}, e I5 := [xg — 6,29 + ). Introduciamo X := {z € C%(I5;R") :
|2(z) — yol| < b,Vx € Is}, con la metrica d(u,v) := sup,¢y, [|u(z) — v(z)|], per ogni u,v € X.

Dimostriamo che X & un sottoinsieme chiuso di (C%(I5; RY), |-||..), e quindi & uno spazio me-
trico completo. Infatti, se {2x} C X @ tale che 2z, — 2z € C°(I5;RY) nella norma ||-||__, allora
l2(z) — yoll = limg—oo |12 — oll < b. e quindi = € X

Osserviamo ora che, se z € X, allora (T'z)(z) := yo + f;; f(t,z(t))dt & tale che Tz € X. Infatti

Tz € COI5;RY), per il teorema fondamentale del calcolo. Inoltre ||(T2)(z) — yo| = fxmo f(t,z(t))dt ‘ <
f;; Il f(t, z(t)]l dt‘ < M|z —xo| < Mo < b, per cui Tz € X.
Ma alloraT :z € X — Tz € X. Inoltre, se u,v € X, si ha, per ogni = € Iy,
(T w)(@) - (To)(a)]| = ] [ st = st < | [0, ute) .o o
0
1) —v(t)| dt‘ < Ld(u, )|z — w0,
H(TQu)( ()] < — (Tv)(¢)]] dt’ < L%d(u,v) t—x0|dt’
—L2d( v) - 2\x—x0\
e se supponiamo che ||(T%u)(z) — (T*v)(z)|| < LFd(u,v) - &z — 20|*, per ogni « € I, allora, per
ogni x € I, si ha
r 1
| ) — @) < 2 / (Thu)() — (TRo)0)|| dt] < 24+ d(u0) - . ol ]
X0 xo
= LFd(u,v) - R |z — zoFt = LA d(u, v) - ! Tl — zo|FH
R kL T k1) '

Quindi d(T*u, T*v) < Ll;jk d(u,v), per ogni u,v € X. Poiché limg_, Lk‘s = 0, esiste kg € N tale
che k := L& 05k0 < 1, per cui d(T*ou, T*0v) < kd(u,v), per ogni u,v € X. Quindi, per il teorema
delle contraz10n1 esiste un’unica ¢ € X tale che T'p = ¢, cioé ¢ & soluzione del problema di Cauchy,
ed e 'unica in X.

Dimostriamo che ¢ & 'unica soluzione del problema di Cauchy definita in I, cioe se @ €
CO(Is;RN) & tale che (z,9(z)) € A e ¥(x) = yo + ffo f(t,(t))dt, per ogni z € Is [e 1) non
necessariamente soddisfa |9 (z)r — yo|| < b, per ogni = € Is], si ha che ¢ = in .
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Intanto, ||¢(zo) — yol| = 0, e quindi, per la continuita di ¢ in Is, esiste d; € (0, 4] tale che
|3(x) — yo|| < b, per ogni = € Is, = [xg — 61,20 + 61, e quindi [per 'unicitd in {z € CO(Is;RY) :
l|z(x) — yol| < b,Vz € Is, }] ¥(x) = p(z), per ogni x € Iy, .

Sia D :={z € Is : ¢Y(z) = p(z)}. Allora zy € D; inoltre D & chiuso, perché ¢, sono continue.
Dimostriamo che D ¢ aperto. Sia 21 € D, per cui ¥(z1) = ¢(z1) =: y1. Allora, applicando la prima
parte della prova con (x1,y1) € A al posto di (xo,y0) € A, si ottiene l'esistenza di «, 5 > 0 tali che
{(z,y) e RN*L . |z — 21| < o, |ly —w1]| € B} C A, e di un’unica w € C%[z1 — a, 21 + a]; RY) tale
che, per ogni x € [x] — a,z1 + o, si ha |w(z) —y1]| < few(x) =y + f;l f(t,w(t))dt. Per quanto
visto poco sopra, esiste a; € (0, a] tale che p(z) = w(x) = (z), per ogni x € [x; — a1, 21+ aq]. Ma
allora [r1 — a1,71 + a1] C D, per cui D & aperto. Poiché D # (), deve essere D = I5, da cui segue
la tesi. O

Proposizione 2.13. Siano A C RN+ un aperto, f € C°(A;RY) tale che g—yfl, . % € CY(A;RN)
[in particolare, f € C*(A;RN)]. Allora, per ogni (xo,y0) € A, esistono § > 0 e un’unica y €
C([zo — 6,0 + 6); RN tali che y(xo) = z0 e ¥ (x) = f(z,y(x)), per ogni = € [xg — 6, z0 + 0].

Dim. Sia (z0,y0) € A, e siano a,b > 0 tali che R := {(z,y) € RV "' : |z — 9| < a,|ly — yo| < b} C
A. Poiché, per ognii € {1,..., N}, la funzione (z,y) € R — (Zjvﬂ |g£ (av,y)\)l/2 € R ¢ continua sul

. /2
compatto R, per il teorema di Weierstrass esiste L; := max, ,)cr (Z;Vﬂ |g§; (m,y)|) . Poniamo

(NN 1/2

L (2, 1)
Siano ora (z,y1), (z,y2) € R. Dal teorema del valor medio segue che || f(x,y1) — f(z,y2)]| <
maxye(o,1] ||%(x, (I —=t)y1 + ty2)|| - lva — w2l < Llly1 — y2||- Quindi f & localmente Lipschitziana
rispetto ad y, uniformemente in z. Per la Proposizione 2.11 si ha la tesi. O

Proposizione 2.14 (Regolarita della soluzione). Siano A C RN* un aperto, k € N, f € C*(A;RN).
Allora, per ogni (xz9,y0) € A, esistono § > 0 e un’unica y € C*T([xg — 6,20 + 6];RY) tali che
y(wo) = wo e y'(x) = f(x,y(x)), per ogni x € [xo — 6,20 + J].

Dim. Per k = 1 segue dalla Proposizione 2.13 che esistono § > 0 e un'unica y € C([z¢—6, zo+J]; RY)
tali che y(zo) = zo e ¥'(z) = f(z,y(z)), per ogni = € [z — I, 70 + 6. Ma allora 3y € C([zg — I, 20 +
§]; RY), perché composizione di funzioni C', e quindi y € C?([zg — 8,z + 6]; RY).

Procediamo allora per induzione. Supponiamo di aver dimostrato la Proposizione per un certo
k € N, e dimostriamo che il risultato ¢ vero per k + 1. Sia, allora, f € C*1(A;RY), per cui
f € CE(A;RN), e per ipotesi induttiva, y € C**1([zg — &, 70 + 6]; RY). Ma allora ¢/ € C*1([zg —
8,0+ 6]; RY), come composizione di funzioni C¥*1, e quindi y € C**2([zg — 6, 20 + ]; RY). La tesi
segue. O

Definizione 2.15 (Soluzione dell’equazione differenziale). Siano A ¢ RN*! un aperto, f : A —
R. Si dice soluzione dell’equazione differenziale ordinaria di ordine N in forma normale yN) =
flzy, v,y ... ,y(N_l)) una funzione y : I — R, derivabile N volte nell’intervallo I C R, e tale che

{(z,y@),y'(x), oy D)) € A, vel,
yM (@) = fla,y(@),y (@), y" (@), ...,y " V(2)), zel.

Definizione 2.16 (Soluzione del problema di Cauchy). Siano A ¢ R¥*! un aperto, f : A — R,

(20, Y0, Yo Yo s - - - ,y(()Nfl)) € A. Si dice soluzione del problema di Cauchy per ’equazione differen-
ziale ordinaria di ordine N in forma normale y™) = f(z,y,4/,¢",...,y"=Y) con dato iniziale
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(20, Y05 Yo Yo s - - - ,y(()N_l)) € A una funzione y : I — R, derivabile N volte nell’intervallo I C R, e

(2, y(2).y' (@),...,y N D(2)) € 4, zel,
tale che <y (z) = f(z,y(z), v (z),y" (), ...,y (x)), zel,
y(z0) = yo, ¥'(x0) =y, YN D(mo) = y" V.

Proposizione 2.17. Siano A C RN*! un aperto, f : A — R, y : I — R, derivabile N volte
nell’intervallo I C R. Sono equivalenti

(1) y é soluzione di y(N) = f(z,y, 0y, .. ,y(N_l)),

ZO = Z1
N N . . Zi = 29
2) (w, vy, ... ,y( 71)) : I — RY é soluzione di
Z?Vfl = f(xvz()azlv v 7ZN—1)-
Proposizione 2.18. Siano A C RN*! un aperto, f : A — R, y : I — R, derivabile N wvolte

nell’intervallo I C R, (xo, Yo, Y4, Yg s - - - ,y(()N_l)) € A. Sono equivalenti

(N) — !t (N1
(1) y e soluzione di {y H@ v,y )

_ N-1
y(zo) = yo, ¥'(20) = ths- - yN V(wo) = 5",
( ./
ZO = 21
z] = 2o
2) (w9, y", ...,y T — RN ¢ soluzione di
2oy = f(®,z0,21,...,2N-1)
N-1
20(20) = Y0, 21(0) = Y-, 2n—1(20) = 35" .
Proposizione 2.19 (Esistenza ed unicita locale). Siano A C RN* un aperto, f € CO(A;R) e
localmente Lipschitziana in A rispetto ad (yo,y1,---,Yn—1), uniformemente in x [cioé per ogni
(20, Y0, Y1, -, YnN—1) € A, esistono U € W(xo,v0,Y1,---,yn—-1), L > 0, tali che | f(z,up,u1, ..., un—_1)—
Fl@,vo, 01, on-1)| < LY R0 [uk — vkl per ogni (z,uo, s, . .., un—1), (z,00,v1, ..., 05-1) € U.
Allora, per ogni (xo, Yo, Y Yo s - - .,y(()N_l)) € A, esistono § > 0 e un'unica y € ON([zg — 6,20 +

0];R) tali che, per ogni x € [xg — 0,0 + 6], si ha

(z,y(2), 9 (z),...,y"D(2)) € A,
y M (z) = fla,y(2),y (2),y"(2),...,y "V (),
y(@0) = yo, ¥ (20) = s, YN D(ag) =y V.
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3 Equazioni differenziali lineari

3.1 Equazioni differenziali lineari a coefficienti continui

Definizione 3.1. Siano I C R un intervallo, b, a9, a1,...,any—1 : I — R. Si dice equazione diffe-
renziale lineare di ordine N Vequazione (Ly)(z) := y™ (z) +ay_1(z)y™ D (z) + ... +a1(2)y (z) +
ap(z)y(x) = b(x). Se b =0, 'equazione si dice omogenea.

EqLin2| Proposizione 3.2.

(1) Siano y1,y2 soluzioni di Ly = 0, ¢1,c2 € R. Allora c1y1 + cay2 € soluzione di Ly = 0. Quindi
Uinsieme delle soluzioni di Ly = 0 forma uno R-spazio vettoriale.

(2) Sia ¢ soluzione dell’equazione Ly = b. Allora v & soluzione dell’equazione Ly =b <= 1 — ¢ ¢
soluzione dell’equazione Ly = 0.

Proposizione 3.3. Siano I C R un intervallo, b, ag,ay,...,an—1 € CO(I), xo € I, (yo, ¥p, - - - ,y(()N_l)) €
RN Allora esiste un’unica y € CN(I) tale che Ly = b e y*) (xq) = y[()k), perognik =0,1,... , N—1.

Dim. Primo metodo. Posto f(z,y0,y1,-..,yn—1) := b(x) — ao(z)yo — a1(x)y1 ... — aN—1YN—1,
equazione differenziale si riscrive y™) = f(z,y,¢/,...,yN"Y), con f € CO(I x RY) e g—?j; =

—ay(z), per ogni k € {0,1,..., N — 1}, e quindi f ¢ localmente Lipschitziana in (yo,y1,...,yn-1),
uniformemente in x. Per la Proposizione 2.19, esiste un’unica soluzione locale y dell’equazione
differenziale che soddisfa le condizioni iniziali. Per la Proposizione 7?7, y € soluzione in I.

y()
Secondo metodo. Posto u(z) := Y (x) , si ha
YN ()
(ui(z)  =y(2) = us()
us () y'(x) = us(x)
uy_i(2) =yN V(@) = uy(x)
uy(e)  =yM(2) = blx) — ao(2)y(z) — ar(2)y'(2) ... — an-1y™" Y
=b(z) — ap(x)u; — a1 (x)ug ... —an_1un
0 1 0 0
! 0 0 1 0
e quindi, posto B(zx) := ], Ax) = : , equazio-
b&) 0 0 0 . 1
—ap(z) —ai(x) —az(z) ... —an—1(x)

ne Ly = b si riscrive u/(z) = A(x)u(x) + B(x), a cui si puo applicare la Proposizione 2.13, e quindi
esiste un’unica soluzione locale u dell’equazione differenziale che soddisfa le condizioni iniziali. Per
la Proposizione ??, u & soluzione in I, e quindi esiste un’unica y € C™(I) soluzione di Ly =b. O

Proposizione 3.4. Siano I C R un intervallo, ag,a,...,anx_1 € C°(I), y € CN(I) soluzione di
Ly =0, 29 € I tale che y(zo) = y'(x) = ... = yN="Y(x) = 0. Allora y = 0.
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Dim. Segue dalla Proposizione 3.3. O

Proposizione 3.5. Siano I C R un intervallo, ag,ai,...,ay_1 € C°(I), zg € I, e definiamo
Vapplicazione T : (yo, Yy, - - - ,yéNﬁl)) e RN — y e ON(I), dove y ¢ l'unica soluzione di Ly = 0, tale
che y(zo) = yo,y' (z0) = yj, - - - Ly N =D () = y((]Nfl). Allora T ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

In particolare, l’insieme delle soluzioni di Ly = 0 forma uno R-spazio vettoriale di dimensione N.

Dim. Siano u := (uo,ug,...,uéN_l)), V= (vg,vé,...,véN_l)) e RN, a,8 € R, e siano u,v,w €
CN(I) le soluzioni di

Lu=0 Lv=0 Lw=20

u(zo) = up v(zg) = vg w(zo) = aug + Bug

uN =1 (z9) = u(()N_l), vV (z9) = ’U(()N_l), w1 (zq) = au(()N_l) + ﬁvéN_l).

Dobbiamo dimostrare che T' ¢ lineare, cioe T'(au+ 5v) = oT'(u) 4+ BT (v), cioe w(zx) = au(x)+ Bv(z),
per ogni z € I. Intanto L(au+pv) = aL(u)+BL(v) = 0. Inoltre (au+5v)(xo) = aup+Lvg = w(xo),
(au + Bv) (z0) = aul + Bvly = w'(x0), - . ., (cu+ Bv) NV (zy) = ozuéNﬁl) + ﬂvéNﬁl) = w1 (z).
Allora, per I'unicita della soluzione [Proposizione 3.3] si ha w = au + (v, cioé T & lineare.
Dimostriamo che T ¢ iniettiva. Infatti, se u := T'(u) = 0, allora uy = u(xo) = 0, uy = v'(x¢) = 0,
. u(()Nfl) = uN"1(29) = 0, per cui u = 0.

Infine dimostriamo che T' ¢ suriettiva. Infatti, se u € CN(I) & tale che Lu = 0, allora, posto

ug = u(zo), uf == u'(zo), ..., uéNfl) = uN"D(20), @ := (ug,u}, .. .,u[()Nfl)) € RN, v := T(a), si
ha Lv = 0, e v(x0) = up = u(z0), v'(x0) = uh = v (xq), ..., vV (xg) = u[(]Nfl) =N (zy), e
per l'unicita della soluzione [Proposizione 3.3] si ha v = u, cioé v = T'(u). 0

Definizione 3.6. Siano I C R un intervallo, ag, a1,...,ax_1 € C°(I). Allora, yi,...,yx € CN(I),
soluzioni di Ly = 0, si dicono linearmente indipendenti se ciy1+. . .+cxyr =0 = c1 =...=c¢; = 0.
Si dice sistema fondamentale di soluzioni un insieme di N soluzioni indipendenti.

Definizione 3.7. Siano I C R un intervallo, ag, a1, ...,anx_1 € C°(I), y1,...,yn € CN(I), soluzio-
yi(z) ... yn(w)
o L . , n ... yy)
ni di Ly = 0. Si dice loro matrice Wronskiana la :
N-1 N-1
@)y V@)
Proposizione 3.8. Siano I C R un intervallo, ag,ai,...,ay_1 € C°(I), y1,...,yn € CN(I),
soluzioni di Ly = 0. Allora y1,...,yn sono linearmente indipendenti <= det W (x) # 0, per ogni
zel.
Dim.

(=) Se esistesse xg € I tale che det W (xg) = 0, allora esisterebbe (ci,...,cy) # (0,...,0) € RY
tale che W (zo)(c1,...,en)t = (0,...,0)T, per cui, posto u(z) := c1y1(z)+. .. +cnyn(z), si avrebbe
u(zo) = u'(z0) = ... = uN "V (20) = 0, e per la Proposizione 3.4 si avrebbe u = 0, cio¢ y1,...,yn
non sarebbero linearmente indipendenti.
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(<=) Se yi,...,yn fossero linearmente dipendenti, esisterebbe (c1,...,cn) # (0,...,0) € RY tale

che ciy1(z)+. . .+enyn(z) = 0, per ogni = € I. Derivando, si otterrebbe c1y; () +. .. +enyy(z) =0,

e clygv_l)(x) +...+ chEVN_l)(ac) =0, e quindi det W(x) = 0, per ogni z € I. O

Proposizione 3.9. Siano I C R un intervallo, ag,ai,...,ay_1 € C°(I), y1,...,yn € CN(I),
soluzioni di Ly = 0, W loro matrice Wronskiana, w(z) := det W(x), x € I. Allora
(1) w soddisfa lequazione differenziale w'(z) = —an_1(x)w(z), per ogni x € I,

(2) fissato zo € I, si ha w(z) = w(zo) exp(— f;o an—1(t)dt), z € I.

Dim.
(1) Siha
Yy () Y () y1(x) yn ()
() @ det (@ Yn (@) et {(2) Y ()
y N @) Ly (@) yN @) Ly @)
i() ()
+ ...+ det ! yN(x)
y™M (@) y ()
o yil(rv) 3/2\7(53)
@ — ar(x) det @ yN(x)
- W) P
y/l(m) yfv(w)
= —an-1(x) det 91593) () = —an-1(z)w(z),
y V@) ey V)

dove si sono usate: in (a) la formula di derivazione di un determinante, e in (b) la formula yZ(N) (x) =
_ «N-1 (k)
> k=0 ak(@)y; " (2).
(2) Segue da (1). 0
Osservazione 3.10. Un sistema fondamentale di soluzioni per Ly = 0 si ottiene risolvendo i
problemi di Cauchy seguenti, per i =1,..., N,
Ly=20
y(wo) = do,i-1

N—l)(

y( x0) = ON—1,i—1-

Infatti la matrice Wronskiana di queste soluzioni € W (xg) = I, e quindi non e singolare, e le soluzioni
sono linearmente indipendenti.
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Proposizione 3.11 (Metodo di d’Alembert di riduzione dell ordine). Siano I C R un intervallo,

ag,ai,...,an—1 € CO(I), ay =1, (Ly)(x) := Zk oar(x)y® (), e u # 0 soluzione di Ly = 0. Po-

niamo, per ognik = 0,..., N, by(x) := Zsz; (; )al(m)u(l_k) (x), e sia (L*z)(x) == Z,]CV;Ol g1 ()2 ().

Sia {vi,...,on_1} un sistema fondamentale dz soluzioni dell’equazione L*z = 0, e poniamo, per
ogni k = 1,...,N — 1, yi(z) := u(z) [vg(x), e sia yy = u. Allora {y1,...,yn} & un sistema
fondamentale di soluzioni dell equazione Ly = 0.

Dim. Cerchiamo soluzioni di Ly = 0 della forma y = uw. Si ha

N
=J

b= gyt =g (e =250 (o - 2

=

—bow+wa ) @ bjw(j),
j=1

dove in (a) si & usato il fatto che by = Zﬁio a;u) = 0. Poniamo w := [w;, per i =1,...,N — 1,
ottenendo Ly; = ZN bjv (] D _ Zg;ol bk+1v§k) = L*v; = 0. Poiche Lyy = Lu = 0, abbiamo
dimostrato che y1, ..., yn sono soluzioni di Ly = 0. Dimostriamo che sono linearmente indipendenti.

Infatti, se 0 = c1y1 + ... + enyn = u(er fv1 4+ ... + eno1 [ov—1 + en), allora ¢1 [vg + ... +
CN_1 va_1 4+ ¢y = 0, e derivando si ha cjv; + ...+ ey_1vy_1 = 0, che implica ¢y = ¢y = ... =
cy—1 = 0, e quindi anche cy = 0, cioe la tesi. O

Corollario 3.12. Siano I C R un intervallo, ag, a1 € C°(I), u soluzione di Ly := y" + a1y’ +apy =
0, v soluzione di v' + (a1 + 2%)1} = 0. Allora y1 :=u e ya :=u- [v sono un sistema fondamentale
di soluzioni dell’equazione Ly = 0.

Dim. Usiamo la Proposizione 3.11. Poiché b := Z?:l (i)aiui_l =aiu+2u/, by = (g) asu = u, si ha
L*v = (amqu+2u) v+ uw' =0 = v + (a1 + 2%)1} =0, e la tesi segue. O

Proposizione 3.13 (Soluzione del problema non omogeneo). Siano I C R un intervallo, b, ag, a, . ..

C°I), y1,...,yn un sistema fondamentale di soluzioni di Ly = 0. Allora una soluzione di Ly = b
é data da ¢ = Zf\il ©iyi, dove 1, ..., on € CHI) soddisfano il sistema

(@) (@) + .. +yn (@)@ (@) =0
Y (2)o)(z) + ...+ Y (@)@l (z) =0
sV (@) @) + .4y D @) (@) = bla).
Dim. Poiché y1,...,yn sono un sistema fondamentale, la matrice Wronskiana
y1(x) yn (@)
W(z) = vy (z) Y ()
yngl)(x) yJ(VNfl)(x)
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¢ non singolare, per ogni ¢ € I, e quindi il sistema suddetto ha una sola soluzione : =

Py
0 v1(x) 0
W)™t | : |, equindi : = f;“; W)=t : | dt € CY(I;RY). Verifichiamo ora che ¢
b(z) on(z) b(t)
¢ soluzione di Ly = b. Intanto
¢ = Z Piyi + Z piy; = Z PiYis
O = P+ Y el = e,
_ N-2 N—-1 N-1
pNVD =3y N LN oy N 2§ MY,
N-1 N N-—1
™ ="y L 3 o™ =0+ S oY,
e quindi Ly = agp+. ..+ an—19W™ D + o) =3 o (aoy; + a1y, + . - -+CLN—1y§N_1) —I—ygN)) +b=0.

O

Osservazione 3.14. Il metodo di variazione delle costanti fu usato per la prima volta da Johann
Bernoulli (nel 1697) per risolvere equazioni lineari del primo ordine, e in seguito da Lagrange (nel
1774) per risolvere equazioni lineari del secondo ordine.

Proposizione 3.15. Siano I C R un intervallo, b, ag, a1, ...,ax—_1 € C°(I), y1,...,yn un sistema
fondamentale di soluzioni di Ly = 0, W la relativa matrice Wronskiana. Poniamo, per ogni x,t € I,

yi(t) yn ()
1 40! 240
K(z,t) = s de E |
(z,1) det W (t) t y(N_2) (1) y(N_2) (t)
1 Ce N
y1(x) o yn(®)

che si dice nucleo risolvente dell’equazione differenziale. Allora, per ogni xg € I, una soluzione di

Ly =0 ¢ data da p(x) = [ K(z,t)b(t)dt, v € 1.

Dim. Poniamo v := (0 ... 0 1)T, e osserviamo che dalla dimostrazione della Proposizione 3.13
segue che una soluzione di Ly = b ¢ data da

N T
p(z) =Y pi(r)yi(z) = / (yi(x) wa(2) ... yn(@)" W) tob(t) dt.
i=1 x

0

vi(r) oo yia(z)  yin(w) oo yn(o)
. yi(r) o yi(@) oy o yn(e)
Poniamo A;(z) := (—1)V*idet 1: ' i N , per cui
@) Ly @) 0T @) ey )
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W)™ = gt (A1) As(?) An)" e
N
K(z,t) = (n(z) yalz) yn (@) W) deﬂlﬁ/(t) > yi(x) Ailt)
=1
y1(t) yn(t)
Y1 (t) Y (t)
! det )
det W(t) ygv_g) ) y](VN_g) )
y1(z) yn ()
da cui segue la tesi. O

Proposizione 3.16 (Proprieta del nucleo risolvente). Siano I C R un intervallo, b,ag,ay,...,an—_1 €
CoI), y1,...,yn un sistema fondamentale di soluzioni di Ly = 0, W la relativa matrice Wronskia-
na, K il nucleo risolvente. Allora, per ognit € I, si ha

(1) K(-,t) € CN(I), e soddisfa Ly = 0,
2) ZK(x,t)|,_,=0,j=0,....N -2, e 2 K(z,t)] _, =1,

(3) L K(x,t)e C'Ix1), ] o,...,N— 1, e 20K (x,t) € COI x I).

Dim. Usiamo le notazioni della dimostrazione della Proposizione 3.15.

(1) Segue dalla relazione K (z,t) = 1 W(t) El 1 vi(x)Aq(t).

y1(t) yn (t)
(1) yn (1)
(2) Per ogni j =0,...,N —2, si ha %K(az,t)‘x:t = mdet (sz) ) =0,
SO0
yp’ (t) yn (1)
y1(t) yn (1)
v (t) Y (t)
N—-1
mentre %K(:ﬂ,t)b:t = m det ) . o I%V( )W(t) =1
y%N 1)(t) y](\J[V 1)(t)
v @) yy (@)
(3) Poiché A; € C%*(I)edetW € CY(I )si ha, per ognij =0,...,N—1, 88]] K(z,t) = detW(t) val yz(j)( VA;(t) €
CUI x 1), mentre 2K (2,1) = qortors iy o™ () Ai(t) € 00(1 x I). 0

Corollario 3.17. Siano I C R un intervallo, b,ag,a1 € C°(I), y1,y2 soluzioni linearmente indi-
pendenti di Ly = y" + a1y’ + apy = 0. Allora una soluzione di Ly = b ¢ data da

() — )
wu”‘lom@%m—ww%mb@“'
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Dim. Poiché

(0) =@ (o) = s —wom e i) (o)

1 ( y2(2)b( ))
y1(x)yh(x) — y2(x)y) (z) \ y1(2)b()

st ha () = @1 (@)1 () + pa(@)ya(w) = [, “LOTBLNIIORD gy, O

Proposizione 3.18 (Equazione di Riccati, 1723). Siano I C R un intervallo, a € CY(I), a # 0,
b,c € CU(I), y soluzione dell’equazione differenziale di Riccati i (z) = a(x)y(z)? + ( Jy(z) + c(x).
Allora z(z) = exp(— [ a(z)y(z) dz) ¢é soluzione dell’equazione differenziale lineare 2" (z) — (b(z) +

((x))) "(z) + a(z)c(z)2(x) = 0.

Dim. Infatti, 2/(z) = —a(z)y(z) exp(— [ a(z)y(z) dz) = —a(z)y(z)z(z), 2"(z) = —d(z)y(z)z(z) —
a(2)y' (v)z(z) + a(z)*y(z)*2(z), per cui
a'(x)

)7 (@) + a(@)e(2)2()

Proposizione 3.19. Siano I C R un intervallo, a,b,c € C°(I). Allora la sostituzione z(z) :=
exp( [ y(x)dz) trasforma Uequazione differenziale lineare a(x)2"(x) + b(x)z'(z) + c(x)z(z) = 0
nell’equazione differenziale di Riccati a(x)y'(x) + a(z)y(x)? + b(x)y(x) + c(x) = 0.

Dim. Si ha 2/(z) = y(z)z(z), 2" () +y(z )22( ), e qu1nd1 0 = a(x)z"(z) + b(x)2' (z) +
c(z)z(z) = 2(z) (a(z)y (z) + a(z)y (x)2 b(m y(z) + c(z)). Poiché z(z) # 0, per ogni z € I, si ha la
tesi. a

| |
/\
\_/
A
\_/

3.2 Equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

Definizione 3.20. Siano I C R un intervallo, ag,ay,...,any_1 € R, f € C°(I). Si dice equazione
differenziale di ordine N € N a coefficienti costanti I’equazione

(Ly)(x) := y(N) + aN_ly(Nfl) +. oo+ ary +apy = f(2).

L’equazione si dice omogenea se f = 0, altrimenti si dice non omogenea.

Si dice polinomio caratteristico dell’equazione il polinomio p(A) = AN +ax_ AN "1+ ... + a1\ +ao.
Si dice equazione caratteristica associata l'equazione p(A) = 0.

Si dice soluzione complessa di Ly = 0 una y : I — C tale che y®™)(z) + axy_1y™ "V (z) +... +
ary'(z) + agy(x) = 0.
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Proposizione 3.21 (Soluzione generale dell’equazione non omogenea). La soluzione generale ygen
(N=1) 4 . + a1y’ +ag = f & data da Ygen, = Yom + Yp, dove
Yom € la soluzione generale dell’equazione omogenea associata y(N)+aN_1y(N71) +...4+a1y +ag =0,
e yp € una (qualunque) soluzione dell’equazione non omogenea.

dell’equazione differenziale y(N) +an_1y

Dim. E conseguenza della Proposizione 3.2 (2). O

Proposizione 3.22. Siano ag,a1,...,any—1 € R, y : I — C. Allora y é soluzione complessa di
Ly =0 <= Rey,Imy sono soluzioni di Ly = 0.

Dim. Poiché Rey/'(x) = (Rey) (z) e Imy/'(z) = (Imy)'(x), la tesi segue dalla linearita dell’equazione
differenziale. O
Proposizione 3.23. Siano ag,ay,...,an_1 € R, A € C, y(z) := ™
complessa di Ly =0 <= p(A\) = 0.

, x € R. Allora y é soluzione

Dim. Poiché, per ogni k € N U {0}, si ha y®(z) = Ny(z), ne segue (Ly)(z) = \Vy(z) +
a1 N Yy(x) + .. 4 ady(x) + apy(z) = p(N)y(x), e poiché y(z) # 0, per ogni z € R, la tesi
segue. O

Proposizione 3.24. Siano ag,ai,...,an—1 € R, A € C radice di p(A\) = 0, di molteplicita m € N.

Allora, per ogni k € {0,...,m — 1}, yr(z) := 2Fe ™ ¢ soluzione di Ly = 0.

Dim. Poiché %(azke)‘f”) = Z:o (g) dd;i (zF)N AT = e 5:0 (g) dczi (zF)M 7 si ha
YW Y& &
(L)) = Y0y 50 = Y0y 3 (1) b
=0 j=0 =0
N , N i Ji NN jl Ji
_ AT ) Jj—i k\y _ Az - . : j—i k
=e %(;a]Q))\ >d$i(a§)—e gi!(;%(ji)!)\ >dxl($)
N k
1 d 1 d' (a)
_ AT — . (7) ky _ Az (4) ky \Y
M3 ) ) = ) 2 2o
dove in (a) si e usato il fatto che A e radice di molteplicita m e quindi p(k)()\) = 0, per ogni
ke{0,...,m—1}. 0
Corollario 3.25. Siano ag,ai,...,an—1 € R, A = a+if € C radici di p(\) = 0, di molteplicita
m € N. Allora, per ogni k € {0,...,m — 1}, yp(2) := 2¥e cos Bz e zp(z) := 2% sin Bx sono

soluzioni di Ly = 0. Esse si dicono soluzioni fondamentali dell’equazione differenziale.
Dim. Segue dalle Proposizioni 3.22 e 3.24 e da e = ¢“*(cos Bz + isin B). O
Teorema 3.26 (Soluzione generale dell’equazione omogenea). Siano ag,ay,...,any—1 € R. Allora

la soluzione generale Yom dell’equazione differenziale Ly := y(N) + aN_ly(N_l) +...+ay +ap=0
e combinazione lineare a coefficienti reali delle soluzioni fondamentali.
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Dim. Siano A1,...,\q € C tutte le radici del polinomio caratteristico, rispettivamente di molteplicita
mi,...,mg, per cui my + ... +my = N. Allora y;(z) := zkeN® j=1,...,q, k= 0,...,m;, sono
N soluzioni di Ly = 0. Dimostriamo che sono R-linearmente 1nd1pendenti. Siano quindi ¢, € R

non tutte nulle e tali che > ik CikYjk = 0 e troveremo un assurdo. Infatti,

q

0= chkyjk. = chkxke)‘jw =: ij(x)e)‘jx, (%)

jk jk j=1
dove pj(z) = ZZZO cjkxk ¢ un polinomio di grado 7; < m; — 1. Moltiplichiamo (*) per e~ e
deriviamo 74 + 1 volte, ottenendo
q—1
0= Zp1j(:z)e(Aj_Aq)‘”, ()
j=1

dove py; ¢ un polinomio di grado r; in quanto 4= (p;(z)e™ —2)¥) = (p;(z)(A; — A q)+1(x))e (A =Aq)e
e p;j(x)(Aj — Ag) + pj(z) & un polinomio di grado 7;, e cosi via. Moltiplichiamo (+x) per ePa=rg-1)z
e deriviamo r4_1 + 1 volte, ottenendo 0 = Z?j D2j (m)e(’\j_AQ*l)z, dove pa; € un polinomio di grado
rj. Procedendo cosi si ottiene alla fine 0 = p,_1.1(x)e*~*2)% dove p,_11 & un polinomio di grado
r1. Ma questo ¢ assurdo. O

Passiamo alla soluzione dell’equazione lineare non omogenea.

Proposizione 3.27 (Principio di sovrapposizione degli effetti). Sia Ly := y(N)+aN,1y(N*1)+. .+
a1y +ag = f, con f = f1+ fa. Siano yp1, ype soluzioni delle equazioni differenziali Ly = f1 e
Ly = fa, rispettivamente. Allora y, = yp1 + yp2 € soluzione dell’equazione differenziale Ly = f.

Dim. Segue dalla linearita dell’equazione differenziale. O

Teorema 3.28 (Soluzione dell’equazione non omogenea in casi particolari). Siano ag,a1,...,an—1
R, Ly == y™) +any_19™ Y + 4 ary + a0 = f, con f(x) = pr(x)e® sin(fz), oppure f(z) =
pr(z)e® cos(fBx), dove o, € R, e pr € un polinomio di grado k > 0. Allora una soluzione
dell’equazione differenziale non omogenea € data da

yp(z) = a"e” (qk(fv) cos(fx) + qx(x) Sin(ﬂa:))7

dove qi, g, sono polinomi di grado k, e r € {0,1,..., N} ¢ tale che
(1) se a £ if non sono radici del polinomio caratteristico, allora r = 0,

(2) se a £ if sono radici del polinomio caratteristico di molteplicita m € {1,..., N}, allora r = m.

Dim. Poiché e*%sin(fr) = Lel@t)z — %e(a_w)m, e e*® cos(ﬂw) = Llelatifle 4 Le(a=if)z per a
Proposizione 3.27 possiamo trattare i casi f(z) = pp(z)el®FP)? separatamente. Sia A = a +
i e scriviamo f(z) = e Z?:o bext. Cerchiamo una soluzione particolare nella forma y(z) =

AT Z?:o ypxt = e Z?:o yext*7. Allora, indicato con p il polinomio caratteristico dell’equazione

omogenea, si ha

k Hr ey GRS 1 pV) e ®) e - Lo & e
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dove si & usato in (a) una relazione provata nella dimostrazione della Proposizione 3.24, e in (b) il
fatto che pt)(\) = 0, per ogni j = 0,...,r — 1. Posto g(z) := Z?:o Ye Z;V:T %p(j)()\)%(azur), che
¢ un polinomio di grado < k, si avra

k
Ly=f < e\g(z) = Zbg%‘g
=0
k
@0
— g(x)—Zbga:Z — 7 E!( =b, £=0,...,k
=0
k N ;
1 Loy, &t .
— b= ﬂhzoyhz ﬁP(J)()‘)W(l‘h+ Na=0, £=0,...,k.
= Jj=r

. ) .
Posto cgp, 1= %Zj\[zr %pm()\)d‘fﬁl (:L'h+7”)|w:0, Lbh=0,....k,sihaly=f < b = Zizo CoRYh,

£=0,...,k. Ora, se h < ¢, poiché (h+r)—(j+¢)=r—j+h—L£<0,sihacy =0, mentre se
h =/{, poiché (h+7r)—(j+{¢)=r—3j>0 < j=r,sihacy= %%p(r)()\)(r%—ﬁ)! # 0 [perché
r = m)]. Quindi, per ogni £ =0,...,k, si ha by = cpys + ZZ:ZH CenYn, che & un sistema triangolare
di equazioni lineari nelle incognite ¥, ..., yx, che puo essere risolto iterativamente a partire da yy
risalendo fino a yg. Cio significa che esiste un’unica y nella forma cercata che e soluzione di Ly = f.

a

2qLinCost10| Teorema 3.29 (Soluzione dell’equazione non omogenea nel caso generale). Siano I C R un inter-
vallo, ag,ay,...,an—1 €R, f € CUI), Ly :=y™) +any_1yN"Y + ... + a1/ + ao.
Allora, una soluzione particolare di Ly = f é data da y,(x) = ffo yn(x —t)f(t)dt, dove yn € la
soluzione del problema di Cauchy

Ly=20
y(0) =0, y'(0) =0, ....,yN=2(0) =0, y¥=1(0) = 1.

Dim. Siano yi, ..., yn le soluzioni indipendenti dell’equazione Ly = 0, ottenute in questo modo: y
¢ soluzione del problema di Cauchy

Ly=20

Sia
y1(x) y2(x) yn ()
W= | B@  we Y ()
y V@) V@) oy (@)

la matrice Wronskiana dell’equazione Ly = 0, e sia K (z,t) il nucleo risolvente dell’equazione dif-
ferenziale. Allora K(z,t) = K(x —t,0), per ogni t € R. Infatti, posto K(z,t) := K(z —t,0) e
usando la Proposizione 3.16, si ha, per ogni t € R fissato, che K (-,t), K(-,t) sono soluzioni dell’e-
quazione differenziale Ly = 0 [che & a coefficienti costanti] ed inoltre, per ogni j = 0,..., N — 2, si
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o g AN—1 =~ AN—1
= 22K(0,0) =0 = ZK(x,t)| _,, e Zx=K(x,t)| _, = 2x=K(0,0) =1 =

r=t’ OxN-1 r=t OxN—1

K(z,t) ’x: ,» € la tesi segue dall’unicita della soluzione del problema di Cauchy.

ha %K(x,t)‘
aN—l
92T

Allora, postov := (0 ... 0 1) siha K(z,t) = K(z—t,0) = (yi(x — 1) ... yn(z—1))" W(0) o=
yn(z —t), e la tesi segue dalla Proposizione 3.15.

=t

O

3.3 Esercizi: Equazioni differenziali lineari omogenee
Esercizio 77. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y' =3y +2y=0
y(0) =0, y'(0) = 1.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A> — 3\ +2 = 0 ha radici A =1, A = 2.
Quindi, yYgen(t) = ael + be?t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0=1ygen(0) =a+b PN b=—a=
1 :y;en(()) =a+2b =

Allora ycquchy(t) = —et + e teR. O

Esercizio 78. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' —y —2y=0
y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A> — A — 2 = 0 ha radici A = —1, A = 2.
Quindi, Ygen(t) = ae™" + be*t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =Ygen(0) =a+0b — a
0=y} (0) = —a+2b b=

Allora yYcquchy(t) = %e‘t + %ezt, teR. O

Wi DN
[SNI1N)

Esercizio 79. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'+3y +2y =0
y(1) =0,y (1) =1L

Svolgimento. L’equazione caratteristica A\? + 3\ 4+ 2 = 0 ha radici A = —1, A = —2.
Quindi, ygen(t) = ae™t + be 2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

Allora Yoaueny (t) = el — 21D ¢ e R. O
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Esercizio 80. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' =4y +4y =0
y(0) =1, y'(0) = 0.
Svolgimento. L’equazione caratteristica A2 — 4\ + 4 = 0 ha radice (doppia) A = 2.
Quindi, ygen(t) = (a + bt)e?.
La soluzione y(t) = te? si pud ottenere con il metodo di variazione delle costanti. Cerchiamo
una seconda soluzione, indipendente da y(t) = €%, nella forma y(t) = c(t)e?. Allora y'(t) =
d(t)e® +2c(t)e? e y'(t) = '(t)e?t + 4 (t)e?! + 4e(t)e?t, per cui 0 = ¢ (t)e?t + 4c/ (t)e?t + 4c(t)e? —

4(c (t)e* +2c(t)e) +4c(t)e? = ' (t)e? — '(t) =0 < c(t) = a+bt. Quindi y(t) = (a+bt)e*

& soluzione dell’equazione differenziale, e te? & una soluzione indipendente da y(t) = e%.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

a a=1
, <~
0= Ygen(0) =2a+0b {b: —2.

Allora Ycqueny (t) = (1 — 2t)e?, t € R. 0

Esercizio 81. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'+2y +y=0
y(0) =1, y'(0) = 1.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A\? 4+ 2\ 4 1 = 0 ha radice (doppia) A = —1.
Quindi, ygen(t) = (a + bt)e™ .
Dalle condizioni iniziali otteniamo

Allora Yoaueny(t) = (1 +2t)e™", t € R. 0

Esercizio 82. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' +4y=0
y(0) =0, y'(0) = 1.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A + 4 = 0 ha radici A = +2i.
Quindi, Ygen(t) = acos2t + bsin 2t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

0=ygen(0) =a
1 = 1/}en(0) = (—2asin 2t + 2bcos 2t)|,_, = 2b.

Allora ycoquchy (t) = %sin 2t, t € R. O
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Esercizio 83. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y” +y=0
y(0) =1, 4'(0) = 2.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A + 1 = 0 ha radici A = 4.
Quindi, ygen (t) = acost + bsint.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

2=y .(0)= —asint—i—bcost)‘t:():b.

Allora ycquchy(t) = cost + 2sint, t € R.

Esercizio 84. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' =2y +2y=0
y(0) =1, y'(0) =0.
Svolgimento. L’equazione caratteristica A2 — 2\ 4+ 2 = 0 ha radici A = 1 % .

Quindi, ygen(t) = (acost + bsint)e’.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{ 1 = ygen(0)

=a
0 = Ygen(0) = (—asint + bcost + acost + bsint)e =a+b

=0

che ha soluzione a =1, b = —1.
Allora yoquchy(t) = (cost —sint)ef, t € R.

Esercizio 85. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' =4y +5y =0
y(0) =1, 4/(0) = 0.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A — 4\ 4+ 5 = 0 ha radici A\ = 2 4.
Quindi, ygen(t) = (acost + bsint)e*.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =19Y4en(0) =a
0=yl (0)= —asint+bcost+2acost—|—2bsint)62t‘t:0:b+2a

che ha soluzione a =1, b = —2.
Allora ycauchy(t) = (cost — 2sin t)e? t € R.
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Esercizio 86. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y" — 4y +13y =0
y(0) =1, y'(0) = 0.
Svolgimento. L’equazione caratteristica A\?> — 4\ 4+ 13 = 0 ha radici A = 2 + 3i.

Quindi, Ygen (t) = (acos 3t + bsin 3t)e*.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =9y4en(0) =a
0 = Ygen, (0) = (—3asin 3t + 3bcos 3t + 2a cos 3t + 2bsin 3t)e2t}t:0 = 3b+ 2a,

che ha soluzione a =1, b = —%.

Allora Ycauchy(t) = (cos 3t — Zsin3t)e?, t € R.

Esercizio 87. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

yv' =y +y=0
y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A> — A + 1 = 0 ha radici A = % + z@
Quindi, ygen(t) = (acos 2t + bsin ?t)et/z.
Dalle condizioni iniziali otteniamo
1 =ygen(0) =a
0= ¥pen(0) = —a¥2 sin Pt + b§ cos @t + 2 cos 3t + % sin 7315)6'5/2 ‘t:o = %
; - —_1
che ha soluzione a =1, b = 7
Allora ycquehy(t) = (cos 7375 — % sin @t)etm, teR.

Esercizio 88. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/// + y/ — O
y(0) =1, y'(0) =1, y"(0) = —1.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A3 + A = 0 ha radici A = 0, A = +i.
Quindi, ygen(t) = acost + bsint + c.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =ygen(0) =a+c
1 =Yg, (0) = (—asint + bcost)‘t:O =b

7

—1 = yen(0) = (—acost — bsint)‘tzo = —a,

che ha soluzione a =1,b=1, ¢ = 2.
Allora ycauchy(t) = cost +sint +2, t € R.
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Esercizio 89. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

v"+3y" +3y+y=0
y(0) =1, ¢'(0) =0, y"(0) = 2.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A3 + 3A%2 4+ 3\ + 1 = 0 ha radice tripla A = —1.
Quindi, ygen(t) = (a + bt + ct?)e™
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1:ygen(0):a
0 =9pen(0) = (b+2ct —a — bt — ct?)e™|_, = —a+b
2 =y, (0) = (2¢ — b —2ct — b —2ct + a + bt + ct?)e

che ha soluzione a =1,b=1, c=1.
Allora Yoaueny(t) = (1 +t +t2)e™t, t € R.

t|t 0= a—b+ 2,

Esercizio 90. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

yW =2 +y=0
y(0)=1,4(0) =1, y"(0) =2, y"(0) = 1.

Svolgimento. L’equazione caratteristica A — 2A% + 1 = 0 ha radici doppie A\=1e A = —1.
Quindi, Ygen () = (a + bt)e' + (c+ dt)e™
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1 =19y4en(0) =a+c
1=10,(0) = (a+b+bt)e! + (—c+d—dt)et|,_j=a+b—c+d
2=y, (0) = (a+2b+bt)e' + (c — 2d + dt)e™!|,_, =a+2b+c—2d
1=y2,(0) = (a+3b+bt)e! + (—c +3d — dt)e™|,_, = a+3b—c+3d,
che hasoluzioneazl,b:i c=0, d:—i
Allora, ycauchy(t) = (1+ jt)e’ — % ~t tc R.

3.4 Esercizi: Equazioni differenziali lineari non omogenee
3.4.1 Metodo dei coeflicienti indeterminati

Esercizio 91. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y+ 3y +2y =eé
y(0) =0, y'(0) = 1.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4+
3A + 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,

Yom (t) = ae™" + be 2.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t)
Allora ce! + 3cet 4+ 2cel = el < 6c=1 <= c=

= cel.
1
6.
Qulndl ygen(t) — ae_t + be—Qt + %et‘
Dalle condizioni iniziali otteniamo
0=ygen(0) =a+b+¢ b=—a—1=-2
1_y;en(0)__a_2b+é CL:;

Allora ycquchy(t) = et — %6_% + %et, teR.

Esercizio 92. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// 4 Sy' + 2y — t2
y(0) =0, y'(0) = 1.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
3A+ 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,

Yom (t) = are”t + age 2.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a + bt +
ct?. Allora 2¢+ 3(b+ 2ct) +2(a + bt + ct?) = t2, che, per il principio d’identita dei polinomi, fornisce

2e=1 <= c=1
2b+6c=0 < b= —3c=—3

2
20+ 3b+2c=0 <— a:—%b—c:

7
i
Quindi ygen(t) = CLle_t + a2€_2t + % — %t + %tQ.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

Ozygen(o):al‘f‘az-f-% agz—al—gz
/ 3 —
1= ygen(o) = —a1 — 2az —

[

al =

Esercizio 93 (Principio di sovrapposizione degli effetti). Determinare la soluzione del problema di
Cauchy

y”—l—3y’+2y=t2+et
y(0) =0, y'(0) = 1.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4+
3A + 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,

Yom (1) = are™" + age .

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a + bt +
ct?>+ae! [principio di sovrapposizione degli effetti]. Allora 2¢+3(b+2ct)+2(a+bt+ct?)+6ae’ = t2+ef,
che fornisce

ba=1 <= a= %
2c=1 <= c= %
26+6c=0 < b=—-3c=—3

20+ 3b+2c=0 < a:—%b—c:g.

Quindi ygen (t) = are™" + age™ + gef + 1 — 3t + 5%
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{Ozygen(o):al+a2+é+z {a2=—a1—f§=—§

lzy;en(O):—al—ZaQ—}—%—% ay = 15

Allora ycoquchy (t) = %e*t - %e*% + %et + % — %t + %tQ, teR. O

Esercizio 94 (Principio di sovrapposizione degli effetti). Determinare la soluzione del problema di
Cauchy

Y4y —2y=et+ 2t
y(0) =1, y'(0) = 5.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
A —2 =0 haradici A = =2, A = 1. Quindi,

Yo (t) = ae™2t + bel.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = cie™" +

caot +c3. Allora y;,(t) = —ciet4+cge y;,’(t) =cie !, percui cre Tt —cre t + o —2(cre P+ oot +c3) =
et 42 «—= —2ciet —2ct+cr—2c3=et42t = ¢ = —%, co=—1,c3= %CQ = —%.
Quindi ygen(t) = ae™2 +bet — Je=t —t — 1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo
1= 0O)=a+b-1 hb=2_qg=2
1 ygjen( ) 1 — 1 ’
ézygen(O):—Qa—l—b—? (I:g.
Allora ycoquchy (t) = %e*% + %et - %e*t -t - %, tcR. O

Esercizio 95 (Principio di sovrapposizione degli effetti e risonanza). Determinare la soluzione del
problema di Cauchy

y' 4+ 1y — 2y =e' +sint
y(0) = 15, ¥/'(0) = 5.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4+
A —2 =0 ha radici A = =2, A = 1. Quindi,

Yo (t) = ae 2t + bel.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = cite’ +
cacost+cgsint. Allora y,(t) = cre' +eite! —casint+czcost ey (t) = 2cie’ +crte! —ca cost —c3sint,
per cui 2cief + citel —cocost —cgsint +cret + citel —cosint +c3cost — 2(cltet +cacost+egsint) =
el +sint <= 3cie’ + (c3 — 3cg) cost — (ca + 3c3) sint = el + sint, che equivale a ¢; = % e

cg—3co =0 c3 =30y = — 5
3 2 3 21 10
02—303:—1 CQZ—E.
Quindi ygen(t) = ae™2 + be’ + $te! — & cost — 3 sint.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

©

%:ygen(O):—2a+b+%—% a:%.

Allora ycquchy(t) = %e_% + %et + %tet — % cost — % sint, t € R. O

Esercizio 96. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// + 33/ 4 23] — t2€t
y(0) = —5, 4/ (0) = 5.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I'equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
3A+ 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,

Yo (1) = are™" + ase 2t

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = (a +
bt + ct?)el. Allora y,(t) = (b+ 2ct + a + bt + ct?)e! = (a + b+ (b + 20)t + ct?)e’, e y)(t) =
(b+2c+2ct+a+b+ (b+2c)t + ct?)e! = (a + 2b+ 2¢ + (b + 4e)t + ct?)el, per cui (a + 2b + 2¢ +
(b+4e)t + ct?)el +3(a+ b+ (b+ 2¢)t + ct?)el + 2(a + bt + ct?)et = t2et, che fornisce

6c=1 <— c:%

6b+10c=0 < b=—5c=—3

6a+5b+2c=0 < a= f%bf%c: %.
Quindi Ygen(t) = are™t + age ™t + (11—0% — 2t+ %t2>et.
Dalle condizioni iniziali otteniamo
_%:ygen(o):al'f'cw""% a2:_a1_i:1
23— (0) = —a1 — 2 19 5 —_3
27 = Ygen(0) = —a1 = 2a2 + 155 — 1 a1 = -7
Allora ycquchy(t) = —%e‘t +e 24 (% — l%t + étQ) et, t e R. O
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Esercizio 97. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy’ + 3y’ + 2y = cost

y(0) = 15, ¥'(0) = —3.
Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
3A+ 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,

Yom(t) = are” !t + age 2.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acost +
bsint. Allora y,(t) = —asint+bcost, ey, (t) = —acost—bsint, per cui —acost—bsint+3(—asint+
beost) + 2(acost + bsint) = cost, che fornisce

a+3b=1 b=3a=
— 1
—3a+b=0 a= {5
Quindi ygen(t) = are™" + ase 2t + 1—10 cost + 1% sin t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

11*0:ygen(0):a1+a2+% a2:_a1:%
_% :y;en((]) :—a1—2a2+13—0 ai :_%.
Allora Yoaueny(t) = —ge™" + 57> + qycost + fysint, t € R. 0

Esercizio 98 (Risonanza). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y + 3y + 2y = et
y(0) =0, ¢'(0) = 0.
Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\? 4+
3\ + 2 =0 ha radici A = —1, A = —2. Quindi,
Yom (1) = are”t + age 2.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = cte .
Allora y,(t) = (c—ct)e™, e y (t) = (—c —c+ ct)e™" = (—2c+ ct)e™, per cui (—2c+ ct)e™" +3(c —
ct)e™t + 2cte™t = e, che fornisce ¢ = 1.

Quindi ygen(t) = are™" + age 2t 4 tet.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

Ozygen(o) =a1 +as as = —ay =1
O:y;en(o) —a1 —2az +1 a; = —1.
Allora yoguchy(t) = —eF + e 2 +tet teR. O
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Esercizio 99 (Risonanza). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// o 42/ 4 4y — e2t
y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\* —
4\ + 4 = 0 ha radice (doppia) A = 2. Quindi,

Yom (t) = (a1 + agt)e%.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ct?e?t.
Allora y),(t) = c(2t +2t*)e*, e y(t) = c(2 + 4t + 4t + 4t?)e* = (2 + 8t + 4t?)e', per cui ¢(2 + 8t +
4t2)e? — de(2t + 2t2)e + Act®e? = e*', che fornisce ¢ = 3.

Quindi Ygen(t) = (a1 + ast + 1t%)e*.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

; a PN a1 =1
0= (0) = a9 + 2aq as = —2a1 = —2.

Allora Yoqueny(t) = (1 — 2t + 3t2)e* t € R. O

Esercizio 100. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy’ + 4y = cost
y(0) =0, y'(0) = 1.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A? +
4 = 0 ha radici A = £2¢. Quindi,

Yom (t) = a1 cos 2t + ag sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = acost +
bsint. Allora y,(t) = —asint+bcost, e y, (t) = —acost—bsint, per cui —acost—bsint+4(acost+

bsint) = cost, che fornisce
3a=1 PN a= %
3b=0 b=0.

Quindi Ygen (t) = ay cos 2t + asin 2t + £ cost.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

_ _ 1 _ 1
O—yi,en(O) =a1+3 ay —1—3
1 = ygen(0) = 2a2 az = 3.
Allora Ycoquchy (t) = —% cos 2t + %sin 2t + %cos t,teR. O
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Esercizio 101. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// +4y = et
y(0) =0, y'(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +
4 = 0 ha radici A = £24. Quindi,

yom(t) = aq cos 2t + ag sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ae™".

Allora ae™t 4 4ae™t = e~ !, che fornisce a = %
Quindi ygen(t) = a1 cos2t + agsin 2t + %e‘t.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

Ozygen(O):al—Fé a1 :—é
0=4)en(0) =2a2 — £ =15
- ygen( ) = 202 5 a2 = 1o~
Allora ycquehy(t) = —% cos 2t + %0 sin 2t + %e*t, teR. O

Esercizio 102. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// 4 4y — t2
y(0) =0, y'(0) = 1.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I'equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
4 = 0 ha radici A = £24. Quindi,

Yom (t) = a1 cos 2t + ag sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a + bt +
ct?. Allora 2c + 4(a + bt + ct?) = t2, che fornisce

de=1 <= c=1
4b=0 < b=0
_ _ _ 1
da+2c=0 < a=-5=—3.
Quindi ygen(t) = ay cos2t + agsin2t — 1 + 3t
Dalle condizioni iniziali otteniamo
_ _ 1 _1
O_yi]en(o)—al_g al—f
L = Ypen(0) = 2a2 az = 3.
Allora ycqueny(t) =  cos2t + $sin2t — £ + 112, t € R. O
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Esercizio 103 (Principio di sovrapposizione degli effetti). Determinare la soluzione del problema
di Cauchy

y// +4y — t2 +€_t
y(0) =1, y/(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
4 = 0 ha radici A = £24. Quindi,

Yom (t) = a1 cos 2t + ag sin 2t.
Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a + bt +

ct?+ae~! [principio di sovrapposizione degli effetti]. Allora 2c4+4(a-+bt+ct?)+ae™ +4ae™" = t24e,
che fornisce a = = e

U=

de=1 < c=
4b=0 < b=0
da+2c=0 <— a=—

PN

0ol

c
2
Quindi Ygen (t) = a1 cos 2t + ag sin 2t — % + %tz + %e‘t.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

%:ygen(o):al—%‘f‘% alzé
0= ;en(O):QGQ*% CLQZTIO.
1 1 1 12 1 ¢
Allora ycauchy(t) = g cos2t + {5sin2t — g + ;t° + ze ", t € R. O

Esercizio 104. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// 4 4y — t26_t
y(0) = 135, ¥/ (0) = — 335

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4
4 = 0 ha radici A = £2¢. Quindi,

yom(t) = aq cos 2t + ag sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = (a +
bt 4 ct?)et. Allora y,(t) = (b+2ct —a —bt — ct?)e™" = (b—a+ (2c — b)t — ct?)e™, e y)(t) =
(2c—b—2ct—b+a—(2c—b)t+ct})e ! = (a —2b+2c+ (b—4e)t + ct?)e™t, per cui (a — 2b+ 2c +
(b —4c)t + ct?)e ™t + 4(a + bt + ct?)e~t = t2e~ !, che fornisce
1

5c=1 «<— c=z

5hb—de=0 < b=2¢=4

5 — 25
5a —2b+2c=0 < a:%b—%:—%.

Quindi ygen(t) = a1 cos2t + agsin 2t + (—%5 + %t + %t2>6_t.
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Dalle condizioni iniziali otteniamo

3 2 1
o — Y 0) = a1 — 758 al = 5¢
{ 1253 gen( ) 125 — { 25

B =y n(0) =205 + 4 + % az = —

Allora ycwchy(t) = % cos 2t — % sin 2t + (—%5 + %t + %t2>e*t, t € R.

Esercizio 105. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{y" +4y = e tcost

y(0) =0, y'(0) = 110-

Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
4 = 0 ha radici A = £2¢. Quindi,

Yom (t) = a1 cos 2t + ag sin 2t.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = ae ™" cos t+
be~'sint. Allora y;(t) = (—asint 4 bcost — acost —bsint)e " = ((b —a)cost — (a + b)sint)e™", e
t

yn(t) = (—(b—a)sint — (a+b)cost — (b—a)cost + (a + b)sint)e™" = (2asint — 2bcost)e™", per
cui (2asint — 2bcost)e™" + 4(acost + bsint)e™! = e~* cost, che fornisce

da—2b=1 LRSS
204+4b=0 < a=—2b

_1
a—5.

Quindi Ygen () = ay cos2t + apsin2t + e~ cost —
Dalle condizioni iniziali otteniamo

_ _ 1 _
01— ygeln(O) =a1+z o — a; =
10 — ygen((]) =2a2 — §5 —

1 —t o
16€ sint.

Y=

10 5 az =

U=

Allora YCauchy (t)

1 1 1,—t 1 —t
—5cos2t + zsin2t + ce ' cost — g5 "sint, t € R.

Esercizio 106 (Risonanza). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// 4 y/ — t2 +1
y(0) =0, y'(0) = 0.
Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +

A =0 ha radici A =0, A = —1. Quindi,

Yom (t) = a1 + aze”".
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Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(a +
bt + ct?). Allora 6¢t + 2b + a + 2bt + 3ct?> = t2 + 1, che fornisce

3c=1 <— c:%
20+6c=0 < b=-3c= -1
a+2b=1 <= a=1-2b=3.

Quindi ygen(t) = a1 + age™" + 3t — 2 + 13,
Dalle condizioni iniziali otteniamo

{0 = Ygen(0) = a1 + a2 — {Gl = —ay = —3
Allora yoquchy(t) = —3 + et + 3t — 2+ %tS, teR. O

Esercizio 107 (Risonanza). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y" 4 4y + 5y = te ! sint
y(0) =1, y'(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I'equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
4A + 5 =0 ha radici A = —2 + 7. Quindi,

Yom(t) = (aq cost + agsint)e .

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma

yp(t) =t((a+bt)cost + (c+dt)sint)e”
= ((at + bt*) cost + (ct + dt?) smt)

Allora
y,(t) = e ?"((a + 2bt) cost — (at + bt?)sint + (c + 2dt) sint
+ (ct + dt?) cost — 2(at + bt?) cost — 2(ct + dt?) sin t)

= [a+ (—2a+2b+ o)t + (=20 + d)t*]e * cost
+ e+ (—a —2c+2d)t — (b+ 2d)t*]e” * sint,
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+[—a —2c+ 2d — 2(b+ 2d)t]sint
a+ (—2a+ 2b + )t 4+ (—2b + d)t*] sint
+ e+ (—a — 2¢ + 2d)t — (b + 2d)t*] cost
—2[a+ (—2a + 2b+ ¢)t + (—2b + d)t?] cost
—2[c+ (—a —2c+ 2d)t — (b+ 2d)t*] sint)
= [-2a+2b+c+2(=2b+d)t +c+ (—a—2c+ 2d)t — (b+ 2d)t*
—2(a+ (=2a+2b+c)t + (=2b + d)t*)]e > cost
+[~a—2c+2d —2(b+ 2d)t — (a+ (—2a + 2b+ )t — (—2b+ d)t?)
—2(c+ (—a—2c+2d)t — (b+ 2d)t*)]e *' sint
= [~4a+2b+2c+ (3a — 8b — 4c + 4d)t + (3b — 4d)t*]e”* cost
+ [—2a — 4¢ + 2d + (4a — 4b + 3¢ — 8d)t + (4b + 3d)t*]e " sint,

yn(t) = e 2 ([~2a + 2b + ¢ + 2(—2b + d)t] cost
[
[

per cui

Yy + 4y, + 5y, = [~4a+2b+ 2c+ (3a — 8b — dc + 4d)t + (3b — 4d)t?)
+4(a + (—=2a 4 2b + )t + (—=2b + d)t?) + 5(at + bt*)]e % cost
+ [~2a — 4c + 2d + (4a — 4b + 3¢ — 8d)t + (4b + 3d)t?)
+4(c+ (—a — 2c 4 2d)t — (b4 2d)t?) + 5(ct + dt*)]e * sint
= [2b + 2¢ + 4dt]e ! cost + [—2a + 2d — 4bt]e * sint = te ! sint,

che fornisce 2b + 2¢c + 4dt = 0, —2a + 2d — 4bt = t, cioe

20+ 2c=0 d=0
4d =0 a=0
—2a+2d=0 b=—1
—4b=1 c=-b=1.

Quindi ygen (t) = (a1 cost + agsint)e 2" + 1 (—t? cost + tsint)e 2.
Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =1 —s a; =1
0 = ¥Ypen(0) = a2 — 2a4 as = 2.
Allora Yoaueny(t) = (1 — 22)e 2 cost + (24 1t)e X sint, t € R. 0

Esercizio 108 (Vibrazioni forzate). Una particella materiale di massa m > 0 ¢ attaccata ad una
molla di costante elastica k > 0 e immersa in un fluido con coefficiente di attrito viscoso b > 0, ed ¢
sottoposta ad una forza esterna F'(t) = Acos~t.

Discutere la sua legge di moto.
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Svolgimento. Dalle leggi di Newton ricaviamo l’equazione my” = —ky — by’ + F, che, ponendo
6=, w: \/ ,B:=4 2 si riscrive y” + 20y + w?y = Bcost.

(1) Risolviamo dapprima !’ equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A24+-26 A +w? = 0

ha radici A = —§ £ V62 — w?. Quindi sono possibili tre casi:

(1.1) se 0 > w, allora I'equazione ha due radici reali e distinte A = \j := —§ — V0?2 —w? < 0 e
A=y =0+ V62 —w? <0, per cui Yom(t) = areM? + age??t,

(1.2) se 6 = w, allora 'equazione ha una radice reale doppia A = —§ < 0, per cui yom(t) =
(a1 + agt)e 0

(1.3) se 6 < w, allora 'equazione ha due radici complesse coniugate A = A\j 2 = —J £ iw’, dove
"= Vw? — 62, per cui Yo (t) = (a1 cosw't + agsinw't)e 0.

(2) Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Distinguiamo due casi: § = 0
ed > 0.

(2.1) Nel caso 6 = 0 [che & un caso particolare di (1.3)], distinguiamo due sottocasi:

(2.1.1) nel caso v = w, cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione omogenea nella forma
yp(t) = ctsinwt, per cui y)(t) = csinwt 4 ctw coswt e Yy (t) = 2cw coswt — ctw? sinwt, da cui
segue 2cw cos wt — ctw? sinwt + ctw? sinwt = B coswt, che fornisce ¢ = %, e quindi y,(t) =
B .
55t sinwt,

(2.1.2) nel caso 7 # w, cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione omogenea nella forma
yp(t) = ccost, per cui y, (t) = —cy? cost, da cui segue —cy? cos vyt + cw? cosyt = B cost,
che fornisce ¢ = B @ quindi y,(t) = %ﬁyz cos t.

(2.2) Nel caso § > 0, cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma
Yp(t) = c1cosyt + casinyt. Otteniamo y(t) = —c1ysinyt + coycosyt e y,(t) = —c17? cosyt —
coy? sinyt, per cui —c1y2 cos vt — coy? sin vt + 26 (—c17y sin vt + cay cos yt) +w?(cq cos yt + ¢ sin yt) =
B cos~t, da cui segue
(w? —~?)e1 + 267c, = B

~7)ez — 2yer =0,

Sono quindi possibili due casi:

(2.2.1) nel caso y =w, si hac; =0, ¢ = %, e quindi y,(t) = % sin wt,

_ _ (@W-)B

Cl1 = (W2 —~2)2 145272
_ 20vB

€2 = T2 I147,20

e quindi y,(t) = ¢1 cosyt+co sinyt = Bocos (’y(t—T)), dove o := & \/c1 +c3 = T 2)2+452 =,

(2.2.2) nel caso v # w, si ha

1 CQ _ 267
eT: arct = Larct .
=5 g2 5 Y-
Osserviamo che, se interpretiamo 7(y = w) = 5, possiamo scrivere la soluzione particolare nella

forma y,(t) = Bocos(y(t — 7)), in entrambi i casi (2.2.1) e (2.2.2).
11 grafico del coefficiente di amplificazione ¢ = g(y) ha un andamento qualitativo che dipende dal
valore di %.
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(2.2.a) Nel caso § < ?w, si ha 0(0) = ﬁ, Omaz = 0(Vw? — 26%) = m [infatti, posto h(y) :=
(w? —42)2 +46%42, si ha W () = —4y(w? —7?) + 852y = 47(20%2 —w? +92) > 0 <= v >
Vw? —262], e limy_.o 0(7) = 0. Un grafico qualitativo ¢ riportato in figura 2, a sinistra.

Figura 2: Vibrazioni forzate fig:EquaDif

(2.2.8) Nel caso 6 > gw, si ha 0(0) = 25 e limy—. 0(7) = 0. Un grafico qualitativo & riportato in
figura 2, a destra.

Vediamo un esempio numerico. Siano w = 13, § = %, per cui Ymar = Vw? —26%2 = 12, e

_ 1 _ _ 1 _
0(0) = 155 = 0,0059. .., mentre o(12) = WGty 0,0113.... O

Esercizio 109 (Equazione del terzo ordine). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/// + y/ — t
y(0) =0, ¢y'(0) =1, y”"(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A3+
A =0 ha radici A =0, A = +i.

Quindi, Yom(t) = a1 + agsint + ag cost.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t(a +
bt) = at + bt*. Allora y,,(t) = a + 2bt, y;(t) = 2b, y'(t) = 0, per cui a 4 2bt = t, che fornisce a = 0,
b=1.

Quindi ygen(t) = a1 + agsint + azcost + %tQ.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

a; = —1
1=y (0)=as !

0= ygen(0) = a1 + a3
<~ {
0= ygen(o) =—az3+1

a2:a3:1.

Allora ycquchy(t) = —1 +sint + cost + %tQ, tcR. O
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Esercizio 110 (Equazione del terzo ordine). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y/l/ _ 3y// +3y/ —y = 1
y(0) =0, ¢'(0) =0, y"(0) = 2.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A3 —
3A2 4+ 3\ — 1 = 0 ha radice tripla A = 1.

Quindi, Yo (t) = (a1 + ast + ast?)el.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a. Allora
yp(t) =y, (t) =y, (t) = 0, per cui a = —1.

Quindi ygen(t) = (a1 + ast + agt?)et — 1.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

0 =ygen(0) = a1 —1
0 = Ypen(0) = (a2 + 2ast + a1 + at + agt?)e’|,_ = a1 + ay
2= gen(()) = (2a3 + a2 + 2ast + as + 2ast + a1 + ast + a3t2)et|t:0 =aq + as + 2as

cioe ag =az3 =1, ag = —1.
Allora Yoqueny(t) = (1 —t +t*)e! — 1, t € R, 0

Esercizio 111 (Equazione del quarto ordine). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y® — 4y =12t
y(0) =1, 4'(0) =0, y"(0) = 2, y"(0) = 1.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A* —
4)% = 0 ha radici A = 0 (doppia), A = £2.

Quindi, yom () = a1 + ast + aze?®® + age 2.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = t2(a +
bt) = at® + bt*. Allora y,(t) = 2at + 3bt?, y)(t) = 2a + 6bt, y,'(t) = 6b, yW(t) = 0, per cui
—4(2a + 6bt) = 12¢t, e quindi a = 0, b = —3.

Quindi ygen(t) = a1 + agt + ase®t + age %t — %t3.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) =a1+a3z+ay

2t

0= y;en(o =az2+ 2a3e2t — 2a4e™ %" — %t2‘t:0 = a9 + 2a3 — 2a4

)
2 =y, (0) = daze? + dage? — 3t‘t:0 = 4daz + 4ay
1= ygen(o) = 8&362t - 8&46_2t - 3’7&:0 = 8a3z — 8ag — 3
cioe a1 = ag = %, as = —1, a4 = 0.
Allora ycauchy(t) = % —t— %ts + %e%, teR. O

Esercizio 112 (Equazione del quarto ordine). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

yW 2y =t
y(0)=1,4(0) =1, y"(0) =1, y"(0) = 2.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A* +
2)\? 41 = 0 ha radici doppie A =i e A = —i.

Quindi, Yom (t) = (a1 + agt) sint + (az + aqt) cost.

Cerchiamo una soluzione particolare, dell’equazione non omogenea, della forma y,(t) = a + bt.
Allora y,(t) = b, y, (t) =y, (t) = yM(t) =0, per cui a + bt =t, e quindi a = 0, b = 1.

Quindi Ygen (t) = (a1 + agt) sint + (ag + aqt) cost + t.

Dalle condizioni iniziali otteniamo

1= ygen(o) = as
1 = Ygen(0) = agsint + (a1 + agt) cost + agcost — (az + ast)sint + 1’1&:0 =a;+as+1
1 = yge,(0) = agcost — agsint + (ag — az — ast) cost — (a1 + ag + ast) sint‘tzo = 2a9 — as
2 = ye,(0) = —agcost —agsint — (2a2 — a3 + ast) sint — (a1 + 2a4 + ast) cost‘tzo = —a; — 3ay4
cioca; =ax =az =1, ag = —1.
Allora ycauehy(t) = (1 +t)sint 4+ (1 —t)cost +t, t € R, 0

3.4.2 Metodo di variazione delle costanti

Teorema 3.30 (Soluzione dell’equazione non omogenea nel caso generale). Sia y” + a1y’ +aoy = f,
con ag,a; € R, f € CO(I). Siano y1, y2 soluzioni indipendenti dell’equazione omogenea associata,

e sia W(t) = det <§,1E2 z,QEiD = 1 (t)ys(t) — y2(t)yi(t) il Wronskiano. Allora una soluzione
1 2

particolare dell’equazione non omogenea é data da y,(t) = c1(t)y1(t) + ca(t)y2(t), dove c1(t) =
- fw(@% dt, ca(t) = fyl(t)% dt.

Quindi
[ n(8)ya(t) — ya(s)yi(t)
elt) = /m y1(s)ya(s) — y2(s)yi(s)

f(s)ds.

Teorema 3.31 (Soluzione dell’equazione non omogenea nel caso generale). Sia y”+a1y +aoy = f,
con ag,a1 € R, f € CO(I), un’equazione lineare di ordine 2, a coefficienti costanti.

Allora, una soluzione particolare dell’equazione é data da y,(t) = ftto ya(t — 8)f(s)ds, dove yo €
la soluzione del problema di Cauchy

v+ a1y +ay=0
y(0) =0, ¥/(0) = 1.

Esercizio 113 (Risonanza). Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Y+ 4y + 5y = te 2t sint
y(0) =1, ¢'(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima I'equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A% +
44X+ 5 =0 ha radici A = —2 + 7. Quindi,

Yom (t) = (a1 cost + ag sin t)e_Qt.
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Allora la soluzione y2 del problema di Cauchy ausiliario

y'+y=0
y(0) =0, y'(0) =1,

¢ data da yo(t) = e 2 sint. Infatti

0= yom(o) =ai — a1 =0
1= y:)m(o) =a ag = 1.

Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea & data da [vedi Teorema 3.31]
t t
yp(t) = / e 29 gin(t — s)se > sinsds = e 2 / s(sintcoss — sinscost) sinsds
0 0

t t
= e Zgint / scosssinsds — e 2t cost / ssin® sds
0 0

—

1 1 1 1 1 1
2 e 2t sint(—zt cos 2t + 3 sin 2t) — e cost<1t2 — Zt sin 2t — 3 cos 2t + §>

—e 2 (—lt sin t cos 2t + 1 sintsin 2t — th cost + }t sin 2t cost + 1 costcos 2t — }cos t)
N 4 8 4 4 8 8

—~
=

_2t<1t sint + 1cost — 1152 cost — 1cost)
4 8 4 8

1
te 2sint — ~t2e 2

cost,
4

== o

t
. . c. . . rt . 1 rt . _ 1] 1 1 o
dove in (a) si sono usatiirisultati [ scosssinsds = 5 [; ssin2sds = 5 [ 35cos2s+ [ 5 cos2s ds] 0=

t
—ttcos2t + sin2t e fgssin25ds = %fgs(l — cos2s)ds = %[%sz — 1ssin2s + f%sin2sds}0 =
%tQ — %tsin 2t — %COS 2t + %, e in (b) si sono usate le formule ¢sin2tcost — ¢tsintcos2t = tsint e
costcos 2t + sintsin 2t = cost.

Quindi
1
Ygen(t) = (a1 cost + agsint)e ' + 1 (—t2 cost + tsin t)e_%.

Dalle condizioni iniziali otteniamo
1= y?en(O) =a a; =1
0= ygen(O) = a9 — 2a1 as = 2.
Allora Yoaueny(t) = (1 — 2t2)e 2t cost + (24 $t)e X sint, t € R. O
Esercizio 114. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y'+y=tgt
y(0) =0, y'(0) = 0.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4+

1 = 0 ha radici A = 44. Quindi,
Yom(t) = aq cost + ag sint.

Allora la soluzione g2 del problema di Cauchy ausiliario

y'+y=0
y(0) =0, y'(0) =1,

e data da ys(t) = sint.

Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢ data da [vedi Teorema 3.31]

t t
yp(t) = / sin(t — s)tgsds = / (sintcoss — sinscost) tgsds
0 0

. L tgin? s
=sint sinsds — cost ds
0 0 COS s

(a) . ( . 1 1+sint
= sint(1 —cost) —cost|—sint + = lo 7>
( ) 2 & 1 —sint
1 1+ sint
=sint — —costlog —
2 &1 _sint’
dove in (a) si e usato il risultato ft sin’s gg — [P _sin®s ooqgqgs = (S22 gn = fSint<l+l L _
0 coss — JO 1—sin?s —Jo 1—22 - 0 22z—1
sint .
bohp)de = |2+ flog| || T = —sint+ log e,
Allora la soluzione generale & data da ygen(t) = ajcost+ agsint — % costlog %
Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che % costlog %f:ﬁi = —sintlog %f:igi—kcost(li‘gi ;
cost )]
1—sint
0= yfen(()) =ay a1 =0
0:ygen(0):a2—1 CL2:1
Allora ycquchy(t) = sint — %costlog ﬁ:iﬁi, te(—35,5) O

Esercizio 115. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

{M+y=W
y(0) =0, ¥'(0) = 0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\? 4+

1 =0 ha radici A = +4. Quindi,
Yom(t) = aj cost + agsint.

Allora la soluzione g9 del problema di Cauchy ausiliario

y'+y=0
y(0) =0, y'(0) = 1,
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e data da y2(t) = sint.
Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢ data da [vedi Teorema 3.31]

yp(t) = fot sin(t — s)|s|ds. Ora, se t > 0, si ha fot sin(t — s)|s|ds = fot sin(t — s)sds = [s cos(t —s) —

sin(s — t)r =t — sint, mentre, se t < 0, si ha fot sin(t — s)|s|ds = — fg sin(t — s)sds = —(t — sint).
Quindi y,(t) = [t| — sin|¢].
Allora la soluzione generale ¢ data da ygen(t) = aq cost + agsint + |t| — sin|t|.
l1—cost ¢t>0
Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che 4 (|t| —sin|t|) = { 0 t = 0]
—1+cost t<0

Allora Ycquchy(t) = [t| —sin|t], t € R. 0

Esercizio 116. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y// ty= c0;3t
y(0) =1, y'(0) =0.

Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A? 4+
1 =0 ha radici A = +i. Quindi,

Yom (t) = ay cost + agsint.

Allora la soluzione yo del problema di Cauchy ausiliario

y'+y=0
y(0)=0,y'(0) =1,
¢ data da ya(t) = sint.

Quindji, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢ data da [vedi Teorema 3.31]

¢ ¢
1
t) = sin(t — s ds = sintcoss —sin scost ds
up(t) /0 ( )COS3S /0 ( )cos3s
t b

1 sin s

—sint/ 5 ds—cost/ : ds
0 COs?s o €Os®s

t 1 1 At
:sint[t s] —cost[f }
&1, 2 cos? 5o
sin?t 1 1 1 sin? ¢
= _——_——_— — CO = .
cost 2cost 2 2cost
Allora la soluzione generale ¢ data da ygen(t) = a1 cost + agsint + ;‘éitt
. . . . B 2
Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che % 251510252 — 2sintcos t2 c:oss1t2+ts1ntstt _ sin g(i:sczots t)]
1= ygen(o) =al
0= y;en(o) = Q2.
a2 2
Allora ycquchy (t) = cost + Slélostt = 71;8;75, te(=%5,5) O
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Esercizio 117. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' +y = ctg?t
y(3)=0,y(3)=0.
Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 +

1 = 0 ha radici A = 44. Quindi,
Yom (t) = ay cost + ag sint.

Allora la soluzione yo del problema di Cauchy ausiliario

y'+y=0
y(0) =0, ¥'(0) =1,
e data da yo(t) = sint.
Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢ data da [vedi Teorema 3.31]

t ¢
yp(t) = / sin(t — s) ctg® sds = / (sintcoss — sin scost) ctg? s ds
w/2 /2

. t cos? s t cos? s
=sint —5 ds — cost - ds
7/2 Sin” s x/2 Sins

. t 1 —gin?s t cos? s .
=sint —————cossds — cost —————sinsds
s s

/2 sin?s /2 1 —cos?s
sint 2 cost 2
1—
:sint/ 2,2 dz+cost/ 272(12
1 z 0 1—=z2
1 sint 1 1|7cost
@ sint[—f—z} +cost[—z+—log’2+ }
z 1 2 z—11lo

1 +cost>

1 —cost
1+ cost

1 —cost

1 1
= sint(—.— —sint + 2) +cost<— cost + = log
sint 2

1
= —1—sin?t+ 2sint — cos®t + Ecostlog

1+ cost

1
= —-24+2sint + — tl ,
+ 2sint + 5 costlog T~ cost

dove in (a) si ¢ usato il risultato [ % dz = — f(l +3L - %ZL) dz = —z + 3 log

z+1
z—1|"

Allora la soluzione generale ¢ data da ygen(t) = a1 cost + agsint — 2 + %cost log ifggzi
Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che % costlog % = —sintlog %-FCOS t ( 1:Liigstt —
sint )]
1—cost
0 = yYgen(5) = az — 2
0= y;en(%) = —ag.
Allora Ycoquchy (t) = 2sint — 2+ %costlog %fggzi, t e (0,m). O
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Esercizio 118. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// —y = #
y(0) =10, y'(0) = 0.
Svolgimento. Risolviamo dapprima I’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A2 —

1 =0 ha radici A = +1. Quindi,

Yom (t) = are! + aze”".

Allora la soluzione g9 del problema di Cauchy ausiliario

{M—yZO
y(0) =0, 4'(0) =1,

¢ data da yo(t) = 1e’ — Je~' =sinht.
Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea ¢ data da [vedi Teorema 3.31]

1 ! t—s s—t 2
w(t) =3 [ (@ e ds

(i) et [log

= (log(l +e ) —e Tt —log2+ 1) —et <log(1 +e') —log 2)
=ellog(1+e™) —1+(1—1log2)e’ —e tlog(l +e') +etlog2,

z+1‘ 17 ¢

— ;]1 —et [log\l —1—2\}

e
z 1

Zil) dz = —log|z| — L +log |z + 1.

Allora la soluzione generale & data da ygen(t) = ar€e’ +age " +e'log(1+e™") —e 'log(1+e') — 1.
Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che 4 (ef log(1+e~*) —e*log(1+et)) = ef log(1+
e ) + et 11661 +etlog(l+e!) — et =etlog(l +et) L +etlog(l+et) — 1]

dove in (a) si & usato il risultato [ ﬁ dz = f(—% + Z% +

1+et T 14et Ttet
O:ygen(o):a1+a2_1 a2:1—a1=10g2
Ozy;en(()):al—ag—&—2log2—17 a1 =1—1log2,
Allora yoauchy(t) = (1 —log2)e’ + e tlog2 + e'log(l + e ') — e tlog(l +€') — 1, t € R. 0

Esercizio 119. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y// + y/ — 2y = 1itef
y(0) =0, ¥'(0) = 0.
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Svolgimento. Risolviamo dapprima ’equazione omogenea associata. L’equazione caratteristica A\ 4+
A —2 =0 ha radici A = =2, A = 1. Quindi,
Yo () = are + ase 2t

Allora la soluzione g9 del problema di Cauchy ausiliario

yl/ + y/ _ 2y — 0
y(0) =0, y'(0) = 1,

¢ data da yo(t) = 2ef — 2e 20
Quindi, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea & data da [vedi Teorema 3.31]

1 t s
wit) =3 [ =i

1 t 1 1 t 3s
= et/ ds — e_Qt/ ¢ ds
0 1 + e’ 3 0 1 + e’
S

3

()1t[ ‘ z ]et 1 _Qt{l 9 el
D et B e P 1

3¢ log| —7|], —3¢ [3¥ —&t og |z + \1

1 1 1 1
= get (10g2 —log(1 + e_t)) - §G_2t<§e2t —e! +log(1+e') + 5 log 2)

log 2 1/1 1 1 1 1
= O§ el — §<§ —log 2)6_2t + ge_t 6 get log(14e*) — ge_Qt log(1 4+ €),

z
z+1

z+2z2 z

dove in (a) si sono usati i risultati [ —15 dz = f(l — Zil) dz = log e[ sz dz = f(z -1+

Zil) dz = 322 — z + log |z + 1.

Allora la soluzione generale ¢ data da ygen(t) = are’ + ase %t + %e*t — % — %et log(1 +e7t) —
ze 2 log(1+€').

Dalle condizioni iniziali otteniamo [osserviamo che 4 (e~! — e'log(1 + e~!) — e *'log(1 + €')) =
—e t —ellog(l+e7t) — e ljre;_tt + 2e % log(1 + €') — e_Qtl_e:et = —et—ellog(l+e7t) + 71+le—t +
2e 2 log(1 + €') — 1%;]

O:ygen(O):a1+a2—|—%—%log2 PN 3a2+%—log2:0 — agzélog2—%
O:ygen(O):a1—2a2—%+%log2, a1:—a2—%+%log2:%log2,

Allora Yoqueny(t) = & log2e’ + (% log2 — %)e_% +2et— 1 —Lellog(l+e ') — 2e 2 log(1 + €),
teR. O
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3.5 Esercizi: Soluzioni periodiche delle equazioni differenziali lineari del 1II or-
dine

Esercizio 120. Determinare le soluzioni 2r—periodiche di
y' + 3%y = sint .

Svolgimento. La soluzione generale dell’equazione omogenea € Yo, (t) = ¢1 cos 5t + co sin [t.

(1) Se B # =£1, cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea nella forma y,(t) = asint, e
otteniamo —asint+p%asint = sint <= a = ﬁ Quindi ygen () = c1 cos ft+co sin ﬂt—i—ﬁ sint,
e queste funzioni sono 27-periodiche se: (a) B € Z\ {—1,1}; (b) B & Z, ¢1 = c2 = 0.

(2) Se B = +£1, cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea nella forma y,(t) = at cost, e

otteniamo y,(t) = acost — atsint, y, (t) = —2asint — at cost, per cui —2asint — at cost + at cost =
sint < a = —%. Quindi ygen(t) = 1 cos Bt + cosin Bt — %t cost, e queste funzioni non sono mai
2m-periodiche. O

Esercizio 121. Determinare le soluzioni 27—periodiche di
Y+ By =sin’t .
Svolgimento. Poiché
sin®t = L sin 3t + 5 sint
-3 4

ci cerchiamo una soluzione particolare nella forma y,(t) = by sint + b3 sin 3¢.
Allora

1
Yy + B%yp = b1(B* — 1) sint + ba(B* — 9) sin 3t = %sint - ZsinSt .

Quindi se 3 # +1 e 8 # 43 non ho risonanza = b; = ﬁ, by = 4(6_271—9)‘
Se g = +£1, allora

Yp = bitcost + b3 sin 3t

Yy, = b1 cost — byt sint + 3bz cos 3t

Yy, = —2bysint — byt cost — bz sin 3t
e quindi

yZ’)’ + ﬁQyp = —2bysint + by (3% — 1)t cost + b3 (3> — 9)sin 3t =

3 1 3 1
= —2bysint — 8bgsin 3t = Zsint— ZsinBt = b = —3 bs = 33

Se B = =£3, allora

Yp = by sint + bzt cos 3t
yzl) = by cost + b3 cos 3t — 3bst sin 3t
y;,' = —b; sint — 6b3 sin 3t — 9bst cos 3t
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e quindi

Yy + By, = b1 (#? — 1) sint — 6bg sin 3t + b3(8* — 9)t cos 3t =

= 8by sint — 6bg sin 3t = Zsint — isin?)t = by = 3% , by = i .
Riassumendo, le soluzioni periodiche sono
1. BEZ, y(t) = msint — mwa?,t = yp(t);
2. B € Z\{£1,£3}, y(t) = acos Bt + bsin ft + gz5—; sint — g3 sin 3¢;
3. B =+1,43 non esistono soluzioni 2r—periodiche. O

Esercizio 122. Sia f l'estensione periodica di
foy=1, tel-mm).

Specificare le condizioni su 3 affinché y” + 8%y = f ammetta soluzioni periodiche (di periodo 27).
Calcolare esplicitamente la soluzione sotto forma di serie di Fourier.

Svolgimento. Intanto 3” + 3%y = 0 ha integrale generale ¢g(t) = c1 cos Bt + casin Bt che ¢ periodico
di periodo 27w < (§ € Z. Determiniamo lo sviluppo in serie di Fourier di f

o0
aQ
5 + Z:l Qi COos Nt
n=

perché f & pari,

™

2 (7 2 [t2
oqp=— [ tdt=—-|=| =7
T Jo T 2],

2 [T 2 ([tsinnt]™ T sin nt
= — tcosntdt = — — dt » =
T 0 s n 0 0 n

2 cosnt]”
=—— |- = —5(cosnm —1) =
™ n o], mn
0 n pari ~ T4 1
= = ft)==——Y ————cos(2k+ 1)t
{—Wig n dispari I 2 T (2k +1)2 ( )

Sia ¢ soluzione particolare dell’equazione y” + f%y = f, alloraﬁ @ € C? e quindi ¢ = L+
3% | an cosnt + by, sinnt converge uniformemente, inoltre ¢” = f — 3% e quindi ¢” ha derivata

n=1
continua tranne al pit nei punti (2k+1)7 dove comunque esistono le derivate destra e sinistra, quindi
la sua serie di Fourier converge uniformemente ed ¢ data da ¢” = — > | n?(a, cosnt + by, sinnt).
Ma allora

[e.e]
a .
o'+ B = 52?0 + E (5% — n?)(a, cosnt + by, sinnt) =
1

T o4 1
=T AN cos(2k + 1)t
2 wz(2k+1)2 cos(2k +1)
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e quindi se 3 ¢ 2Z + 1 si ha ag = %, asg =0, aggy1 = —% (Qk-l‘rl)Q 52_(21k+1)2, b, = 0 e quindi

o

s 4 1 1
p(t) = W kzo Ch+ 12 = 2k + 1) cos(2k + 1)t

Quindi ho soluzioni periodiche y(t) = p(t) se 5 ¢ Z, e y(t) = po(t) + ©(t) se B € 2Z.

3.6 Esercizi proposti

Esercizio 123. Determinare la soluzione generale delle equazioni differenziali seguenti

(1) v" +3y +2y = f(t)
(2) ¥" = f(t)

(3) v +2y" +y=f(t)
4) ¥" +y=ft)
(5) v" +2y + 5y = f(t)

dove f e una delle funzioni seguenti

(a) f(t) =12 et e, e te ! te ™, te!
(b) f(t) = cost, cos2t, tcost, tcos2t
(¢) f(t)=etcost, e tcos2t, e * cost
(d) f(t) =te tcost, te ' cos2t, te * cost.
Esercizio 124. Determinare la soluzione generale delle equazioni differenziali seguenti
(1) ¥" =3y +2y = f(t)
(2) v 2y +y=f(t)
3) vy = f(t)
W 7+ = 10
(5) o +4y/ + 59 = ()
dove f ¢ una delle funzioni seguenti
(a) f(t)=t2+2t, e, e, e7t, t2e! 1%, t2e?
(b) f(t) =sint, sin2t, t*sint, t*sin2t
(¢) f(t) =e ?!sint, e *sin2t, e'sint
(d) f(t) =t*e?'sint, t2e ?*sin2t, t?e’sint.

Esercizio 125. Determinare la soluzione generale delle equazioni differenziali seguenti
(1) y/// o y/ — 0’
(2) y/// . 13y// 4 12y/ —0,
3) v —=3y" +3y' —y =0,
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(4) y”’+y—0

(5) y" —y=1t"—1,

(6) ylll+yll—3t€ +t2+1
(7) v +y" — 2y = 5¢',
B) ¥ +y" +y +y=te,
9) ¥ + sint

9

= cos?t’

Svolgimento. (7) L’equazione caratteristica A3 + A2 — 2 = (A — 1)(A%2 4+ 2)\ +2) = 0 ha radici A = 1,
A=—-1=q. O

Esercizio 126. Determinare la soluzione generale delle equazioni differenziali seguenti
)y -2 =0,
) yW 429" +y" =0,
)y +2y" +y =0,
)y —2y" +y =0,
5) y — 6y + 9y =0,
) yW +8y" + 16y = 0,
) ¥ +4y =0,
)
)

(4) 2y/// + y// — t3
@) 4 4" = cos 4.

Esercizio 127. Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy
(1) y" =5y +4y =0, y(0) = 1, y/(0) = —1,

(2) ¥" +4y =0, y(0) =0, ¥'(0) = 2,

(3) " +2y =0, y(0)=1,4(0) =0,

(4) ¥+ 2y + 5y =10t +4, y(0) =1, y'(0) = -1,
(5) y" +4y =sint, y(0) =1, y'(0) = L,

(6) 1 1
(7) v
(8)

y'(0) = —5

6) v’ + 3y — 4y =4+ 17sint, y(0) = 5

27
7) "+ 3y + Ty =3e', y(0) =1, y'(0) =0,

1
y' —y —6y=—e +5, y(0)=0, y'(0) =3,
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9) v =2y =+ — 1, y(0) = -, ¥/ (0) = 1.

1
8

Esercizio 128. Si trovi (passando per lo sviluppo di Fourier, o con metodi diretti) la soluzione
periodica dell’equazione
i 4 49 + 5y = (cosx)? .

Esercizio 129. Dato il problema di Cauchy:
1y — 4y = sint

determinare g, 9o in modo che y sia 2r—periodica.

Esercizio 130. Sia f: R — R, 27-periodica, pari definita da:

t+I, -1 <t<0
f(t) = o
—t+Z, 0<t<m.

1. Si trovi lo sviluppo di Fourier di f(¢).

2. Si trovi l'integrale generale dell’equazione differenziale

n, Y
Yy +1—f(t)-

Esercizio 131. Si consideri 'equazione differenziale 3 + w?y = 0, essendo w > 0.
Detto p un numero strettamente positivo, trovare i valori di w per cui ogni soluzione y : R — R
dell’equazione sia p-periodica (cioe verifichi y(t + p) = y(t) per ogni t € R).
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4 Convergenza di soluzioni

4.1 Equazioni a variabili separabili

Esercizio 132. Indicata con f,, la soluzione del problema di Cauchy

y =yt
y(1) = V2,
dimostrare che f, converge uniformemente in [—1,1].

Svolgimento. L’equazione ¢ a variabili separabili, e la sua soluzione con condizione iniziale y(1) = Y2

e data da [4) % = [{sds < [~ 3% = }[*]} <= 5 — i = $(# — 1), cioe
9
fn(t) = 5
ol=% 41— ¢2

che & definita in [t| < \/2'7% + 1. Ora f(t) := lim f,(t) = 27, [t < V2, esi ha
n—oo

2 2 2021w +1 —2) — 2(3 — 2
sup | fu(t) = £()] = sup |7z — —— - ) —2(3 )|
<1 <t 3=1 olmw 12| g (3-2)(@ W +1-12)

41 -27) 41—2h)
= Sup < N 0’

H<t (3—2)(2" " +1—2)  2.2'7a

cio¢ fp, — f uniformemente in [—1, 1]. O

Esercizio 133. Indicata con f, la soluzione del problema di Cauchy

1
{y/ NG
y(1) = e,

dimostrare che f, converge uniformemente in [0, 2].

Svolgimento. L’equazione & a variabili separabili, e si ha f <~ log|logy| =

ylogy

log |t + %\ +c¢ < logy =k(t+ %), e dalla condizione iniziale segue che k: = nLH, per cui
nt+1
t) = ,
Jult) = exp n+1
che ¢ definita in R. Ora f(t) := lim f,(t) =€',t € R, e si ha
n—oo
nt+1 t t 2 1 1
sup |fn(t) — f(t)| = sup |entT —e ’ = sup e ‘enﬂ — 1| < e max{enti — 1,1 —¢ =1} — 0,
t€(0,2] t€[0,2] t€0,2]
cioe f,, — f uniformemente in [—1,1]. O
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Esercizio 134. Indicata con f,, la soluzione del problema di Cauchy

_ t
y/ _ CZZ

dimostrare che f, converge uniformemente in R.

1

Svolgimento. L’equazione ¢ a variabili separabili, e si ha [y dy = % fcostdt <= %yQ = - sint+c,
e dalla condizione iniziale segue che ¢ = 2 — %, per cui
2 .
fu(t) = \/4 — —(1 —sint),
n
che ¢ definita in R. Ora f(t) := lim f,(t) =2,¢ € R, esiha
n—oo
2 2(1 —sint 4
sup|fn(t)—f(t)|:sup2—\/ — —(1 —sint) = sup n ) < 1 — 0,
teRr teRr n teR 24 /4—2(1—sint) 2+ 4/4—2
cioe f, — f uniformemente in R. O

4.2 Equazioni lineari del I ordine

Esercizio 135. Indicata con f, la soluzione del problema di Cauchy

y =nlt—y)
y(0) =0,
a) calcolare il limite puntuale f di f, in [0, c0);

b) fn converge uniformemente ad f in [0, 00)?

Svolgimento.

a) L’equazione ¢ lineare e la sua soluzione &

t
fu(t) = ea(t)/ eInsds
0

dove

quindi

falt) =€ t e™’nsds = le_mt " xe® do = le_m [em(x — 1)]nt -
! 0 n 0 n 0

1 —nt[ _nt 1 1 —nt 1 —nt
. f- 1) 1] = —(nt—1) 4 e ™=t — —(1—e"
e (" (n )+ 1] n(n )-i—ne n( e ™)

(si & utilizzato qui lintegrale [ ze® dx = ze® — [e*dx = ze” — €*). Quindi f(¢) := lim f,(¢) =t,
vt > 0.
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b) Infine

1 _ 1
sup [fu(t) — f(t)] = —sup(l —e ™)== -0,
t>0 n t>0 n
e quindi f,, — f uniformemente in [0, 00). .

Esercizio 136. Indicata, per ogni n € N, con f, la soluzione del problema di Cauchy

_ 1
v+ (I+p)y=-—g— (:")t

y(1) =1,
1

dimostrare che f, converge uniformemente in [, 2].

Svolgimento. L’equazione differenziale ¢ lineare. Intanto ’equazione omogenea ha soluzione yop, (t) =

ke~(1+3)t . Cerchiamo una soluzione particolare nella forma y, = k(t)e_(H%)t. Deve essere k’(t)e_(HTlL)t =
—(1+3%)t
—e(t72), cioe k'(t) = —%27 per cui k(t) = % La soluzione generale ¢ quindi

Ygen(t) = ke~ (H0)t 4 %67(1+%)t7

e dalla condizione iniziale si deduce k = (£ — e_(l‘*'%))eH'% = %el‘*'% — 1. Quindi f,(t) = (%61—’—% -

1+ et ¢ > 0. Allora f(t) = limp—oo fu(t) = (2 = 1)e™", t > 0. Si ha

1 IN .1 1 _
sup |fn(t) — f(t)] = sup (—eH% —1+¥>e 1+t _ <7_1)e t

te[4,2) te[d.2] | N7 t
< sup le(H%)(l*t) + (7" e*(H%)t) + l(e*t e’(H%)t)
te[f2) ™ t
< leé(H%) + 67%(1 - ef%) + 267%(1 - 67%) — 0,
n

da cui segue la tesi. 0

4.3 Equazioni lineari del IT ordine

Esercizio 137. Indicata, per ogni n € N, con f, la soluzione del problema di Cauchy

y'+ 2y +y=t
y(0)=0,y'(0) =1~ 2,

dimostrare che f, converge uniformemente in [—2,2].

Svolgimento. L’equazione caratteristica e

2 1
Nt ZA+1=0=A=——*i/1-—
n n n
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e la soluzione del problema omogeneo é:

_t 1 _t . 1
Yy =aje ncos|t 1——2 +age nsin |t 1——2 .
n n

Prendendo una soluzione particolare nella forma y, = a + bt (y, = b, y, = 0), dalla equazione

differenziale si ottiene: 5
a=——,b=1.
n

La soluzione generale ¢ quindi

_t 1 _t 1 2
yn(t) = aje ncos (t l—— ) +age wsin (/1 - — |+t ——.
n n n

Imponendo le condizioni iniziali si ottiene

2 2
0=y,(0)=a1— = =>a=—
n n

2 ai _t / 1 1 _+ . 1
1_ﬁ:y;’b(0):_ﬁe nCOS(t 1—TI‘2>—CL1\/;€ nSll’l(t 1_nQ>
az _t 1 1 ¢ 1
— —e nsin |t 1——2 + as 1——26 ncos |t 1——2 +1

n n n n

aq 1

=—— 4 ay 1——2+1:>a2:O,
n n

t=0

e quindi

Il limite puntuale & quindi

Si ha
2 1 2 2 2
sup |fn(t) — f(t)| = sup e_icos<t 1—2>— §—e%+——>0,
te[—2,2] te[—2,2] I T n n n n
da cui segue la tesi. O

Esercizio 138 (Problema ai limiti). Si determini, in funzione di n € N, una soluzione dell’equazione
differenziale

—din + 20 =1

Yn(0) =0, yn(1) =0,
e si determini il limite puntuale y della successione di funzioni y, in tal modo definita. Si dica in
quali insiemi tale convergenza ¢ uniforme.
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Svolgimento. L’equazione caratteristica e

2n

1 0
—)\2+2>\:O:>)\2—2n)\:0:>>\:{
n

e la soluzione del problema omogeneo é:

y=-c1+ coe?™,

Prendendo una soluzione particolare nella forma y, = bt (9, = b, i, = 0), dalla equazione differen-
ziale si ottiene:

b= —.
2

La soluzione generale ¢ quindi
1
yn(t) = c1 + coe®™ 4 it'
Imponendo le condizioni in ¢ = 0, ¢ = 1 si ottiene
yn(O) =c1+c=0=c=—

1 1
Yn(l) =1+ e + = =1 (1 — ™) + 3 =0

2
U B 1
AT 9m —1) 2T T 1)
e quindi
1— e2nt 1
t) = —t
) =5em—py +3
Il limite puntuale & quindi
¢
5 0<t<1
. . 2 —
ﬁ%ﬂ““—{o =1

La convergenza ¢ uniforme (come si verifica facilmente) in ogni intervallo del tipo [a, ], con 0 < a <
b<1. 0

4.4 Esercizi proposti

Esercizio 139. Indicata, per ogni n € N, con f,, la soluzione del problema di Cauchy, verificare che
{fn} converge uniformemente nell’intervallo I indicato

;. 1+ y2
MY Ty 1=12,3],
y(1) =e™",
y/ _ Yy
(2) t+y I=10,2],
y(1) =2+ 1,
@){y:y+t+2" =103,
y(1) = -2,
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S = y+t+ 2
Vi

Y + 3y + 2y = et

y(0) =0, y'(0) = 1.

I=11,3],

I=[-1,1].
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