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1 Successioni di funzioni

1.1 Teoria

Definizione 1.1. Siano A C R, f, : A - R, n € N, f : A — R. Si dice che {f,} converge
puntualmente ad f in A se, per ogni x € A, € > 0, esiste n.; € N tale che, per ogni n > n.,, si ha

|fn(z) — f(x)] < e. Siindica f, — f.

Definizione 1.2. Siano A C R, f, : A - R, n € N, f : A — R. Si dice che {f,} converge
uniformmente ad f in A se, per ogni ¢ > 0, esiste n. € N tale che, per ogni n > n., si ha
|fn(z) — f(x)| < e, per ogni x € A. Siindica f,= f.

Osservazione 1.3. Osserviamo che la definizione di convergenza uniforme si puo anche formulare
cosi: per ogni € > 0, esiste n. € N tale che, per ogni n > ng, si ha sup,c 4 |fn(2) — f(2)| < e.

Esempi 1.4. Vediamo alcuni esempi nei quali alcune proprieta di una successione di funzioni pun-
tualmente convergente non valgono per la funzione limite.

(1) {fn} € C0asb], fn — f =5 f€C°a,b

< 1
Sia fn(z) := 2", x € [0,1]. Allora f(x) := lim,_c0 fn(x) = {O’ 0se<d,

0
L o1, e f&C°0,1].

(2) {fa} CRla,b], fr— f, fERa,B] == [0 fo— [0 f.

Sia f,(7) := nx(1—22)", z € [0,1]. Allora f(z) := lim, o fo(x) = {0’ © =0, [perché fu(0) = 0],

0, 0<x<1,[perché

@

(
n (@) n n n npy"tt n :
Inoltre fol fo(z)de = nfol (1 —a?)"de = n [Qy*(-L)dy =1 fol ydy = 2[L710 = 3729 — 3 [in
(a) si & eseguito il cambio di variabile y = 1 — z%], mentre fol flz)dz =0+# 1.
(3) {fn} derivabili in (a,b), fn, — f, f derivabile in (a,b) =5 f, — f'.
Sia f,(z) == Lsin(nz), x € (—%,%). Allora f(z) := lim, oo fo(z) = 0, per ogni = € (—3,%).

1, z=0
Inoltre f)(z) = cos(nx), z € (=5, %), e limp—oo f1(z) =< ’ mentre f'(z) =
22 ﬁa HAES (_%70)U(07%)7

0, per ogni x € (=3, 5).

Proposizione 1.5 (Criterio di convergenza puntuale). Siano A C R, f, : A — R, n € N. Allora
{fn} converge puntualmente in A <= per ogni x € A, € > 0, esiste n., € N tale che, per ogni
m,n € N, m,n > nq,, si ha |fm(x) — fu(z)| <e.

Allora, per ogni m,n € N, m,n > ng g, si ha |fp,(z) — fu(2)| < [fm(z) — f(z)| + | fu(z) — f(2)] < 2e.
(<= ) Per ogni z € A, {fn(x)} & di Cauchy, e quindi esiste f(z) := lim, s fn(z). O

Proposizione 1.6 (Criterio di convergenza uniforme). Siano A C R, f, : A — R, n € N. Allora
{fn} converge uniformemente in A <= per ogni ¢ > 0, esiste n. € N tale che, per ogni m,n € N,
m,n > ne, si ha |fm(z) — fu(z)] < e, per ogni x € A.

Dim. (= ) Siae > 0, esian. € N tale che, per ogni n > ng, si ha |f,(x)—f(z)| < €, per ogni z € A.
Allora, per ogni m,n € N, m,n > ng, si ha |fm(x) — fn(@)| < |fm(z) — f(2)| + | fu(zx) — f(2)]| < 2,
per ogni x € A.



(<= ) Per ogni z € A, {fn(z)} & di Cauchy, e quindi esiste f(x) := limy, 00 frn(x). Dimostriamo
che la convergenza ¢ uniforme. Infatti, per ogni € > 0, esiste n. € N tale che, per ogni m,n € N,
m,n > ne, si ha [f,(z) — fu(z)| < §, per ogni € A. Passando al limite per m — oo si ha
|f(z) — fu(z)| < § <e, per ogni z € A, n > n,, cioe la tesi. O

Proposizione 1.7. Siano A C R, f, : A — R limitata, per ogni n € N, f,= f in A. Allora
f+A— R é limitata.

Esempio 1.8. Se la convergenza non e uniforme, la tesi della Proposizione 1.7 puo non valere.

, 0<z <y, .
Ad esempio, se f,(z) = {TIL . <$ <’i allora f(z) := limy—oo fu(z) = 1, 2 € (0,1], mentre
) n = r=l1,

SUPge(o,1 1fn(®) — f(2)| = SUD,¢ (0, 1) |% —n| = 400, e quindi f, Z f. Osserviamo che f, & limitata
in (0,1], per ogni n € N, in quanto sup,¢(g 1) |fn(®)| = n < oo, mentre f & illimitata in (0,1], in

quanto supge (o 1) |f (%) = +o0.

Proposizione 1.9 (Limite uniforme di funzioni continue). Siano A C R, {f,} C C°(A), fu= f in
A. Allora f € C°(A).

Dim. Sia zp € A un punto di accumulazione di A. Siano € > 0, e n. € N tale che sup ¢4 |fn(x)
f(z)] < e, per ogni n > n.. Sia ng := n. + 1, e sia 6. > 0 tale che |[x — xg| < 6. = |fn,(x)
fno(z0)| < €. Allora, per ogni x € A tale che |z — zg| < d¢, si ha |f(z) — f(zo)| < |f(x) — fuo(z)| +
| fro () = fro (20)] + | frg (0) — fro ()| < 3e, da cui segue la tesi. O

Esempio 1.10. Se la convergenza non & uniforme, la tesi della Proposizione 1.9 puo non valere.
0, 0<z <1,
1, =1,
SUPgepo1] [fn(2) = f(z)| =17 0, ciod fu Z f. Siha {fn} C C°[0,1], ¢ f & C°[0,1].
Proposizione 1.11 (Scambio del limite con la derivata). Siano f, : (a,b) — R derivabile, per ogni
neN, fl =g in (a,b), ed esiste xg € (a,b) tale che {f,(xo)} converge. Allora
(1) esiste f: (a,b) — R tale che f,= f in (a,b),
(2) f ¢é deriwabile in (a,b) e f' = g.

Cioe, lim,,_, %fn(x) = % lim,, o0 fn(z), per ogni x € (a,b).

Ad esempio, sia fp(z) = 2", z € [0,1]. Allora f(x) = lim, o0 fo(z) =

Proposizione 1.12. Siano {f,} € C'(a,b), f, =g in (a,b), ed esiste g € (a,b) tale che {f.(xo)}
converge. Allora esiste f € C'(a,b) tale che f, = f in (a,b).

Dim. Segue dalla Proposizione 1.11. O

Proposizione 1.13 (Scambio del limite con l'integrale). Siano {f,} C Rla,b], fn= f in [a,b].
Allora f € Rla,b] e f: fn — fff.
Cioe, limp oo [ fr(x) de = [Plim, o0 fo(2) da.



1.2 Esercizi svolti

Esercizio 1. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni
fu(z) =/ (n+1x — vnx, z € [0,2].

Svolgimento. Osserviamo che f(x) := lim, o fn(z) = 0, per ogni = € [0,2] [perché, f,(0) = 0,
mentre, per x € (0,2], si ha f,(z) = (Vn+1—n)yz = \/n;%i\/ﬁ — 0]. Siha |f,—f] =
SUPgeo,2] [n(T) = SUP,ejo 9 \/7?‘/12\/5 = \/r?\ﬁr\/ﬁ — 0, per cui f, — 0 uniformemente in [0,2]. O

Esercizio 2. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

Jn(x) ,x €[0,1].

- 1+ nx

Svolgimento. Osserviamo che f(z) := lim,, .~ fn(z) = 0, per ogni x € [0, 1]. Inoltresi ha || f, — f|| =
suPse(o] [fn(@) = f(2)] = fu(1) = 35 — 0, in quanto f () = {55 > 0. Quindi fu — 0

uniformemente in [0, 1]. 0

Esercizio 3. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

fu(z) = Tomna' © € [0,00).

Svolgimento. Osserviamo che f(x) := limy, o0 fn(z) = {(1)’ z z g Poiché le f, sono continue su

[0,00), mentre f non & continua su [0, 00), la convergenza n01;1 puo ess.ere uniforme. Pilu direttamente,

poiché [fu() = F@) =1 TT 0 sialfu = Sl = bzl fale) ~ @) =140, O
THnz> )

Esercizio 4. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

nx
Svolgimento. Osserviamo che f(z) := lim, o0 fn(z) = 0, per ogni z € R. Poiché f/(z) =

Y
\A n

Figure 1: Grafico per l'esercizio 4

2.2 1)—2 2. 1— 2.2 .
nofertl dniens _ n002) 0 s fo) < 2, siha [lfu — fl] = Supaer [fa(@)] = ful(2) = 3 A 0,

per cui f, # 0 uniformemente in R. O



2/n+2

Figure 2: Grafico per 'esercizio 5

Esercizio 5. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni
fn(z) = n%2%(1 — x)", = € [0,1].

Svolgimento. Osserviamo che f(x) := lim, oo fn(z) = 0, per ogni z € [0,1]. Poiché f](z) =
n?(2z(1—2)" —na?(1—2)" ') =n®z(1—-2)" '(2-20—nz) >0 < z < %H, siha ||f, — fl| =

SUPgepo,1] fn(®) = fn(,%rg) = n2ﬁ<ni+2)n — ;% # 0, per cui f,, # 0 uniformemente in [0,1]. O

Esercizio 6. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni
fu(z) = (1 —2)2", 2 €]0,1].

Svolgimento. Osserviamo che f(x) := lim, o fn(z) = 0, per ogni = € [0,1]. Poiché f/(z) =

n/n+1

Figure 3: Grafico per 'esercizio 6

ng" ' —(n+1)2" =a" (n—(n+1)z) 20 < z < ity stha [|fn — [l = supgepo ) fol) =

n
fn(Gi) = %4-1 nLH) — 0, per cui f, — 0 uniformemente in [0, 1]. O

Esercizio 7. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

nJ/x

Svolgimento. Osserviamo che f(x) := lim,_ o fr(x) = limy, oll) _ 0, per ogni x € [1,00). Si
nab/3 g
3
ha [[fr, = fIl = supaei o0y fn() < SUPLeq 00 ZQ—\Q = % — 0, per cui f, — 0 uniformemente in [1, c0).

O



Esercizio 8. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

1
fn(z) = \/sin2x+ﬁ7 zeR.

Svolgimento. Osserviamo che f(z) = lim, o fno(z) = |sinz|, per ogni z € R. Inoltre si ha
1
aZ In? _ 1 -
Hf'fl - f” - SuprR[fn(x) —f(.%')] = SUPgeRr \/SmQ er;Jr‘sinx‘ < SUPzeRr 1//7;1 =n 07 per cul fn - f
uniformemente in R. O

Esercizio 9. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni

142
Svolgimento. Osserviamo che f(x) := lim, o fn(x) = 0, per ogni x € [0,00). Inoltre si ha
SUPgefo 2] fn (%) < 1, € SUPgep o0) o () < g + gar = gir, er cul || fu — fIl = suPpepo, o) fu(2) <
max {%, TL%} — 0, per cui f,, — f uniformemente in R. O

Esercizio 10. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) della seguente successione di funzioni
n 2n
fnlx) = %, z € [0,1]. Dire se la successione {f,} converge uniformemente in [0, 3.
Svolgimento. Osserviamo che, per ogni x € [0,1), si ha f(z) := limy oo fru(z) = limy 00 (1 +
o(1)) = 0, mentre f,(1) = 1, per cui f non & continua su [0,1], e quindi f, /~ f, uniformemente
n

in [0,1]. Infine SUD,e(0, 1] fu(z) < SUP,ef, 1] (1 +2") < (%) (1 + (%)n> — 0, e quindi f,, — f,
uniformemente in [0, 1]. 0
1.3 Esercizi proposti

Esercizio 11. Studiare la convergenza (puntuale e uniforme) delle seguenti successioni di funzioni,
negli intervalli specificati

B log(:cQ”) ) .
(1) fn(x) - m’ m (07 1]7 o1m [%7 1]7
(2) fulz) = {xn Sm(”%") O<w< 4 in R,
0 altrove,
3) fulr) = TR0 o,
(4) fo(x) = 2™ log(z"), in (0,1], o in (0, %],
() fulw) = 2D iy g

2

6) fule) = (1+2)", in [-1,0),
() folz) = (1og(1 + %))" in (0,1] o in [3,1].



2 Serie di funzioni

2.1 Teoria

Definizione 2.1. Siano A C R, f, : A = R, n e N, f: A — R. Si dice che > ;2 fi converge
puntualmente ad f in A se Y ,_; fi converge puntualmente ad f.

Definizione 2.2. Siano A C R, f, : A > R, n e N, f: A — R. Sidice che > ;2 fi converge
uniformemente ad f in A se Y, fi converge uniformemente ad f.
Proposizione 2.3. Siano ACR, f,: A—=R,neN, f: A—R. Allora

(1) >°p2 fr converge puntualmente ad f in A <= per ogni v € A, € > 0, esiste n., € N tale che,
per ogni m,n € N, m >n > ngz, si ha ‘Z;":n fk(x)| <e,

(2) >p2y fr converge uniformemente ad f in A <= per ogni € > 0, esiste n. € N tale che, per
ogni m,n € N, m >n > n, si ha sup,c | e, fr(z)| < e.

Dim. (1) Segue dalla Proposizione 1.5.
(2) Segue dalla Proposizione 1.6. 0

Proposizione 2.4. Siano ACR, f,:A—R,neN, f: A—R. Allora
(1) D52y fr converge puntualmente ad f in A = f, — 0 puntualmente in A,

(2) >°p2 fi converge uniformemente ad f in A = f, =0 in A.
Dim. Segue dalla Proposizione 2.3. O

Proposizione 2.5 (Criterio di Weierstrass). Siano A C R, f, : A =R, n € N, M,, :=supy |fn| <
00, €y poy My < oco. Allora y 72 fi, converge uniformemente in A.

Dim. Siano € > 0 e n. € N tale che, per ogni m,n € N, m > n > n., st ha ) - M; <e. Allora,

per ogni x € A, si ha |37, fu(z)| < i, [fr(@)| < S, supgea | fe(2)| = Sin, Mg < ¢, e la
tesi segue dalla Proposizione 1.6. O

Proposizione 2.6 (Scambio di limite e serie). Siano A C R, Y 2, fi converge uniformemente ad
fin A, o punto di accumulazione di A, ed esiste limy_.o, fn(z) =: Ly, € R, per ogni n € N. Allora

(1) %, Ly = L € R,
(2) esiste limy_q, f(z) = L.
Cioe, img_.py > pey fe(@) =D poq img .z fr(2).

Proposizione 2.7. Siano A C R, {fx} C C°(A), per ognin € N, Y 2%, fx converge uniformemente
ad f in A. Allora f € CY(A).

Dim. Segue dalla Proposizione 1.9. O

Proposizione 2.8 (Scambio della serie con la derivata). Siano f, : (a,b) — R derivabile, per ogni
n e N, Y22, fi converge uniformemente a g in (a,b), ed esiste zy € (a,b) tale che Y > fi(zo)
converge. Allora

(1) esiste f: (a,b) — R tale che Yy, fr converge uniformemente a f in (a,b),



(2) f ¢ derivabile in (a,b) e f' =g.
Cioe, 352 fu(@) =02, & fi(x), per ogni z € (a,b).

Dim. Segue dalla Proposizione 1.11. O

Proposizione 2.9 (Scambio della serie con l'integrale). Siano {f,} C Rla,b], > ro fx converge
uniformemente ad f in [a,b]. Allora f € Rla,b] e f; Yooy fe = fabf
Cioe, [P35, fulw)dw =532, [2 filx) da.

Dim. Segue dalla Proposizione 1.13. O

2.2 Esercizi svolti

oo
1
Esercizio 12. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z —_—,
“— n(1+na?)
x € [1,400).
Svolgimento. Osserviamo che, per ogni z € [1,+00) fissato, la serie converge [perché m =

m] Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di
convergenza totale, e calcoliamo My, 1= SUP. (1 4o0) n(HlmQ) = n(11+n)' Poiché >~ ° | M,, converge,
la serie data converge uniformemente in [1, +00). O

2. arctg(z\/n)

Esercizio 13. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z —_—

2 )
n
n=1
z eR.
. . . . / t
Swvolgimento. Osserviamo che la serie converge per ogni x € R fissato, perché w < 53
Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza
. t C .
totale, e calcoliamo M, := sup,cr %ﬁs‘/m = 5. Poiché >ooc | M, converge, la serie data
converge uniformemente in R. O
- . : o .= log(1 + 227
Esercizio 14. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni E —,
n
n=1
x € [-1,1].

Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per = 0; inoltre, per ogni € [—1,0)U (0, 1] fissato,
log(14+22") _ 227(140(1))
n? - n?2

. Per determinare se la serie converge uniformemente,

log(14x27)
n2

la serie converge perché

usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza totale, e calcoliamo My, := sup e[y 1]

kaif. Poiché Y07 | M, converge, la serie data converge uniformemente in [—1,1]. O



o
Esercizio 15. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z n®(logn)?,
n=1

x € (—o0, —2].

Svolgimento. Osserviamo che, per ogni z € (—oo, —2] fissato, la serie converge. Per determinare
se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza totale, e calco-

2
liamo M,, := SUPge(—o0,—9) [n"(log n)?| = (10572’1). Poiché )7 | M, converge, la serie data converge
uniformemente in (—oo, —2]. 0
> —nz?
Esercizio 16. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z T
n
n=1
x € [1,00).

777,(152 —n
Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per ogni z € [1,00) fissato, perché 0 < SE S e

Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di convergenza

e . z (o) .
S i7,- Poiché > mey M, converge, la serie data

converge uniformemente in [1, 00). O

—nmz ‘ o e~ "

totale, e calcoliamo M, := supxe[l,oo)‘

1

o0
Esercizio 17. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z T
n+x

x € (—o0, —2].

Svolgimento. Osserviamo che, per ogni = € (—oo,—2| fissato, la serie converge [perché ﬁ =

m] Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di
convergenza totale, e calcoliamo M, := Sup,¢c(_o0, g mﬁ = ﬁ. Poiché Y >° | M, converge, la
serie data converge uniformemente in (—oo, —2]. 0

e}
Esercizio 18. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z n- ",

n=1

x € [1,400).

Svolgimento. Osserviamo che, per ogni x € [1,+00) fissato, la serie converge [perché n" =

— x — . . . . . . . . .
e~n"logn < o~nlogn] Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weier-
. . —_nT — . 3
strass di convergenza totale, e calcoliamo My, := sup,ecp; +OO)‘n n ‘ = e~ "logn Poiché S | M,
, -

converge, la serie data converge uniformemente in [1, +00). O

x

o0
Esercizio 19. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z ﬁ,
n(x +n

-1
x €[0,5].



Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per « = 0; inoltre la serie converge per ogni = € (0, 5]

. x z . . . .
fissato, perché ") = n2(ite()" Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo
il criterio di Weierstrass di convergenza totale, e calcoliamo My := sup,cjo s n(xﬂn) = n(55+n),

poiché d%n(zﬂn) = (Hln)g > 0, per ogni & > 0. Poiché ) 7, M, converge, la seric data converge

uniformemente in [0, 5]. 0

o0

Esercizio 20. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z

n=1

nlog(1+ %)
(x+mn)2

x € [0,2].

Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per x = 0; inoltre la serie converge per ogni = € (0, 2]
niog(1+2) _ z(14o(1)

fissato, perché . Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo

(x+n)? 7 n?(14o(1))
log (1+2
il criterio di Weierstrass di convergenza totale, e, posto fp(z) := %, calcoliamo M, :=
., n—2n log 1+% .
Do) ()] = fu(2), poiché fi(z) = 28 HE) 5 0y < (B —1). Poiché S22, M,
converge, la serie data converge uniformemente in [0, 2]. O

e} —nx

e
Esercizio 21. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z ﬁ,
T—n
n=1
x € [0,00).
Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per ogni x € [0,00) fissato, perché 0 < ﬁ <

1 . 1 . . . . . . . .
T2 = m2(rod)" Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di

Weierstrass di convergenza totale, e, posto fy,(z) := %, calcoliamo My, 1= SUp,¢(o,00) | fn ()] =
_,—nz —_n)2 _ . . ,

fn(0) = ﬁ, poiché f/(z) = = [ﬁﬁ(;‘)_:ﬁ](;‘ n*n 0, per ogni & > 0. Poiché oo M,

converge, la serie data converge uniformemente in [0, c0). O

. . . . L . cos(nz
Esercizio 22. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z 1_1_(2)2,
n4w
n=1
x € (—o0, —1].
Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per ogni € (—oo,—1] fissato, perché (1:?:7(17212 <

1 o 1 . . . . . . . .
22 = m22(iTo))" Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di

. . . L cos(nz) 1 o
Weierstrass di convergenza totale, e calcoliamo My, := SUPye(—co,—1] | T2z | < SUPze(—00,—1] T7RZ22 =
il +1n2. Poiché > | M, converge, la serie data converge uniformemente in (—oo, —1]. 0

10



Esercizio 23. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z cos(nx)e

n=1

€ [1,00).

‘ . . . , —na?
Svolgimento. Osserviamo che, per ogni x € [1, 00) fissato, la serie converge [perché |cos(nz)e™"*"| <
_ 2 . . . . . . . . . .
e ""]. Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass di
. a2 _ o
convergenza totale, e calcoliamo My, := sup,(1 o) | cos(nz)e™™"| < e™". Poiché }° | M, converge,

la serie data converge uniformemente in (—oo, —2]. O
0 . [z
. : : o asin(R)
Esercizio 24. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni E gl
n+ax
=1
z € R.

Svolgimento. Osserviamo che la serie converge per 2 = 0; inoltre la serie converge per ogni x € R\ {0}

sin(2)  2(140(1))
nt+z? —  n(l4+o(1)) *

fissato, perché Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il

Vn

Figure 4: Grafico per 'esercizio 24

criterio di Weierstrass di convergenza totale e calcoliamo M, := sup,cg SEIJS:EQ) < sup,cr ntz‘g,
1

pOStO fn(.’I;) = m, si ha f ( ) W > 0 <= ’x‘ < f per cui M < fn(f) = 372"

Poiché )7 | M, converge, la serie data converge uniformemente in R. O

Esercizio 25. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme della seguente serie di funzioni Z

n=1

1+ nx
€ [-10,-2].

x

1
- . . . , 5+Sln N
Svolgimento. Osserviamo che, per ogni x € [-10, —2] fissato, la serie converge [perché “—= +mf =

ﬁ(l +0(1))]. Per determinare se la serie converge uniformemente, usiamo il criterio di Weierstrass
1 1 =] 1,10
5 Tsin - < su + Vo =t NG
T+na Poe[-10,-2] Fno1 = “Zn-1
Poiché Y >° | M, converge, la serie data converge uniformemente in [—10, —2]. 0

di convergenza totale, e calcoliamo M, := sup,¢[_10,—2]

11

—nx

+81n\f

)

2
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2.3 Esercizi proposti

Esercizio 26. Studiare la convergenza (puntuale e) uniforme delle seguenti serie di funzioni, nell’intervallo
indicato,

=

@) 3 a3

Q 2 B (cos )", in [, %),

(4) g:lx"e—m?, in R,

) i ) 2.2,

(6) ;nsin<e7:x ), in [1,00),

m) Y I
=

oo

(8) leoglog”n_m, in [2, 00),
n=1
o0

9) Zsin<\/ﬁsm 72>7 in [~1,1],

12



3 Serie di potenze

3.1 Teoria generale

Definizione 3.1. Siano {a, } C R, zp, z € R. Si dice serie di potenze di centro zg la serie Y >~ a,(z—
20)™.

Lemma 3.2. Se ) an(z—20)" converge in z = z1, allora converge assolutamente per ogni z € R
tale che |z — zo| < |21 — 20]-

Dim. Poiché Y > an(z1 — 20)" converge, si ha limy, .o an(z1 — 20)" = 0, e quindi esiste ng € N
tale che |a,(z1 — 20)"| < 1, per ogni n > ngy. Allora, per ogni z € R tale che |z — 29| < |21 — 20|, si

ha |an(z — 20)"| = |an(z1 — 20)"™] - ‘%‘n ‘% " per ogni n > ng. Poiché |%| < 1, per il
criterio del confronto Y 7 a,(z — z9)" converge assolutamente. 0

Definizione 3.3. Posto F := {|z — 29| : D>_,-jan(z — 2z0)™ converge in z € R}, si dice raggio di
convergenza della serie > >°  an(z — 20)" il numero r := sup E € [0, +00].

Proposizione 3.4. [Cauchy, Hadamard] Siano Y > an(z — 20)" e L := limsup,_, V|an| €

0, L =+o0,
[0, +00]. Allora il raggio di convergenza della serie é r = %, 0 < L < 4o0,
400, L =0.
Dim. Eseguiamo la dimostrazione solo nel caso particolare in cui esiste L := lim, o {/|an| €

[0, +00].

Applicando il criterio della radice alla serie > 7 |an||2—20]™ si ha limy, oo ¥/|an||z — 20" = |2—
zo| limy, o0 ¥/|an| = L|z — 2z0|. Quindi, se L = 0, la serie Y > an(z — 29)" converge assolutamente,
per ogni z € R, per cui r = +o00. Se L € (0,+00), la serie Y 2 an(z — z9)" converge assolutamente

per ogni z € R tale che |z — 29| < %, e non converge se |z — zg| > %, per cui r = % Infine, se

L = +o0, la serie converge solo per z = zq, cioe r = 0. O
Proposizione 3.5. Siano > 7 jan(z — 20)" e L := lim,_,o % € [0, 4o00]. Allora il raggio di
0, L =400,
convergenza della serie ér = %, 0 <L < +oo,
400, L =0.

lant1||z—z0|"

lan||z—=z0["

Dim. Applicando il criterio del rapporto alla serie > > | |an| |z — 20]™, si ha lim, .
L|z — zp|. Quindi, se L = 0, la serie Y 2, an(z — 20)" converge assolutamente, per ogni z € R, per
cui r = +o0. Se L € (0,+00), la serie Y 7 an(z — 2p)"™ converge assolutamente per ogni z € R tale
che |z — 29| < 1, e non converge se |z — 29| > 1, per cui r = 7. Infine, se L = +00, la serie converge
solo per z = zg, cioe r = 0. O

Proposizione 3.6. Sia Y ° an(z — 20)", con raggio di convergenza v > 0, e poniamo f(z) =
Yoo an(z — 20)", per ogni z € (29 —r,z0 +1). Allora

(1) Yool gan(z — 20)" converge uniformemente a f in (20 — 1,20 + 1], per ogni v’ € (0,7),

(2) fe€C%z—1,20+7).
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Dim. (1) Sia ' € (0,7). Intanto » .~ ,an(z — 20)" converge assolutamente per z = zg + r’. Inoltre,
per ogni z € [z9 — 1/, 20 + 7] si ha |an(z — 20)"| < |an|(r")™, e poiché > "7, |ay|(r')" < +oo [per
quanto appena detto], per il criterio di Weierstrass 2.5 si conclude.

(2) Segue da (1) e dalla Proposizione 2.7 che f € C%zy — r', 2 + r'], per ogni v’ € (0,7). Per
Parbitrarieta di 7/, si conclude. O

Proposizione 3.7. Sia > 2 an(z — 20)", con raggio di convergenza v > 0, e poniamo f(z) :=
Yoo an(z — 20)", per ogni z € (29 —r,z0 +1). Allora

(1) la serie derivata > o2, nan(z — 20)" ! ha raggio di convergenza r' =r,

(2) per ogni z € (20 — 1,20 + 1), esiste f'(z) = > 00 nan(z — 20)" L.

Dim. (1) Poiche > >° na,(z — zo)"*1 = Y22 okaki1(z — 20)F, essa & una serie di potenza con

1 1
L = limsup,, o {/(n + 1)[ans1] = limsup, o no1|a,|"1 =

hmn_,oo(nn)n 1 llmsupnﬁoo(]an’n)n 1 :%

(2) Segue dalla Proposizione 2.8. 0

raggio di convergenza r’ dato da

Proposizione 3.8. Sia > 2 an(z — 20)", con raggio di convergenza v > 0, e poniamo f(z) :=
Yoo an(z — 20)", per ogni z € (29 — r,z0 +1). Allora

( ) f € COO(ZO —T,ZO+T),

(2) f®)(2) = Yooonn—1)---(n—k+1)ay(z — 20)"F, per ogni z € (20 — 7,20 + 1),

) [
(">(zo)
(3) ap = —F%, per ogni n € NU{0}.

Dim. (1) Per la Proposizione 3.7 f & derivabile e quindi continua in (z9 —r, z0 +7), € f’ & una serie
di potenze con lo stesso raggio di convergenza di f, per cui anche f’ & continua. Procedendo per
induzione, si dimostra che tutte le derivate di f sono continue, e quindi f € C*(zg — r, 2o + 7).

(2) Segue dalla Proposizione 3.7, procedendo per induzione.

(3) Da (2) si ha f®)(z) = k(k—1)---1-a, = a; - k!, da cui la tesi. 0

Proposizione 3.9. Sia Y ° an(z — 20)", con raggio di convergenza v > 0, e poniamo f(z) =
Yoo an(z — 20)", per ogni z € (29 —r,z0 +1). Allora
(1) f € :R[CL, b]; per OgnZ [CL, b] - (ZO — 7,20+ T);
(2) per ogni z € (29 — 1,20 + 1) si ha fzzo f)dt = 37070 ey (2 — 20)" 1, e la serie ha raggio di
convergenza .

Dim. (1) Poiché f € C[a, b] per ogni [a,b] C (20 — 1,20 + 1), la tesi segue
(2) Intanto la serie » " o (2 — 20)"*! ha raggio di convergenza r’ = r, in quanto, usando la

n ‘an—l‘
n

: 1y-n . 1y-1
= limsup,,_, (|an|" ) AT limy, o0 (nn) =L
Posto, allora, g(z) := > 7, n+1 (2 — 20)""!, per ogni z € (20 — 7,20 + 1), per la Proposizione 3.8 si
ha ge C®(zo—r,20+7), e ' (2) =Y 2y an(z —20)" = f(2), per ogni z € (29—, 20+ r). Essendo,

inoltre, g(z9) = 0, la tesi segue dal teorema fondamentale del calcolo integrale. O

Proposizione 3.4 si ha F = limsup,,

Proposizione 3.10. [Abel] Sia Y > an(z — 20)", con raggio di convergenza r > 0, e poniamo
f(z) = Z%O:o an(z — z0)", per ogni z € (zo —r,z0 + 7).
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(1) Se > o7 gan(z — 20)" converge per z = zg +r, con somma S, allora > 72 an(z — 29)" converge
uniformemente in [z0, 20 + 1], e lim,_(; 4~ f(2) = S.
(2) Se > o7 gan(z — 20)" converge per z = zg — r, con somma S, allora > > an(z — 29)" converge

uniformemente in 20 — 1, 20}, € lim,_;o_py+ f(2) = S.

3.2 Serie di Taylor e funzioni analitiche

Definizione 3.11. Sia A C R un aperto. Si dice che f : A — R & analitica in zg € A, se f ¢

o0 f(n)(l'o) (x_xo)n —

sviluppabile in serie di Taylor nellintorno di x, cioe se esiste 7 > 0 tale che ) ° ; ~——

f(z), per ogni x € (zg —r,z0 + 7).
Si dice che f ¢ analitica in A, e si indica f € C¥(A), se f ¢ analitica in ogni zy € A.

—1/22 0
Osservazione 3.12. Non tutte le funzioni C* sono analitiche. Ad esempio, sia f(z) := {(e) T 0
, x=0.
Allora f € C®(R) e f™(0) =0, per ogni n € NU {0}, ma f & C¥(R).
Dimostriamo, intanto che, per ogni z # 0, n € N U {0}, si ha () (z) = Pn(%)e_l/xz, dove P,
¢ un polinomio di grado 3n. Infatti, per n = 0 e ovvio, con Py = 1. Supponiamo la tesi vera

per un certo n € NU {0}, e dimostriamola vera per n 4 1. infatti, f+9(z) = —%,PT{L(%)e_l/C’:2 +

X
2P(h)e 7 = (ZP,(L) — LPI(L))e /%", e se poniamo Pyy1(t) := 2t3Py(t) — t2P,(t), che & di

3
grado 3n + 3 = 3(n + 1), si ha la tesi.
Dimostriamo ora che f(™(0) = 0, per ogni n € N U {0}. Intanto & vero per n = 0, per

definizione. Supponiamo la tesi vera per un certo n € N U {0}, e dimostriamola vera per n + 1.

: . () (R)— £ (0 . P, (L)e—1/h?
Il’lfattl, f(n+1)(0) = hmh—>0 % — hmhﬂoi %
segue per induzione.

Infine, f & C¥(R), perché la sua serie di Taylor in 29 = 0 & la serie nulla, e quindi la sua somma
non ¢ f(z), se x # 0.

=limy 400 tPn(t)e_t2 =0, e la tesi

Proposizione 3.13 (Caratterizzazione delle funzioni analitiche). Siano I C R un intervallo aperto,
feC>(I). Sono equivalenti

(1) fec*),
(2) per ogni intervallo chiuso e limitato J C I, esistono A, B > 0 tali che, per ogni x € J, n € NU{0},
si ha |f0)(z)| < AB™n.

Vediamo delle condizioni sufficienti per I’analiticita.

Proposizione 3.14. Sianoxg € R, r > 0, f € C*®(zo—r,20+7), M > 0 tale che supj,_, | <, 1F™)(2)] <

A;[Z}!, per ogni n >> 0. Allora f € C¥(xog — r,z9 + 7).

Dim. Sia x € (zg—r,zo+7r), per cui f(z) =D, f(k;(!zo) (x—xo)k—i-%(x—xo)

—_ (n+1) _ n+1 _
Tox C (rg — 7o + 7). Ma allora ‘w(x — xo)nﬂ‘ < M(n+1)! Jz—ao|" T _ M(M)nﬂ 0,

n+1

, dove ¢, €

(n+1)! rntl (n+1)!
.1 . (k) (%) < s ops .
n — 00, e quindi f(z) = limy oo D1y ! k(!xo) (z — o)k =320, ! k(!zo) (x — x0)*, cioe f & analitica
in x € (xg — r,zo + r). Per larbitrarieta di x € (zg — r, 29 + r), si ha la tesi. 0

Proposizione 3.15. Sianozg € R, r >0, f € C*®(zo—r,20+7), M > 0 tale che supj,_, | <, |f)(z)] <
M™, per ogni n >> 0. Allora f € C¥(xo —r,x0 + 7).
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Dim. Poiché lim,, o = 1— = 0, esiste K > 0 tale che M™ < KZ} , per ogni n >> 0. La tesi segue
dalla Proposizione 3.14. O

Esempi 3.16.

(1) " = Z o per ogni = € R.

k=0
0 ( 1)k 2k+1
(2) sinz = kz_;) k) per ogni x € R.
o0
-1 k .2k
(3) cosx = Z ((Q)k:):?’ per ogni z € R.
k=0 ’
p2k+1
4) sinhz = Gk er ogni z € R.

[ee]
(5) coshz = Z (;k‘) , per ogni = € R.
k=0

0
-1 k+1 ..k
(6) log(l+z) = Z ()kx’ per ogni z € (—1,1].
k=1
o
(_1)kx2k+1 )
(7) arctgz = Z ~—————, per ogni x € [—1,1].
prt 2k +1
0 p2k+1
(8) setttghz = Z TR per ogni z € (—1,1).
.
9) 142 Z ( ) 2¥, per ogni z € (=1,1), a € R. Se a > 0, la serie converge uniformemente
k=

n [-1,1].

o0
2k — 1)1 g2k+1
(10) arcsm:;( (%)”) S per ogni & € (=1,1)

Dim. (1) Infatti, per ogni r > 0, n € NU {0}, si ha supj,, £ ()| = SUP|g|<p €’ =€" =t M, ela
tesi segue dalla Proposizione 3.15.

s si ari

(2) Infatti, per ogni r > 0, n € NU {0}, si ha sup, <, £ (z)] = UPj<r [sin ], m p' i _ <1,
SUP|y|<, | cOsz|, n dispari,

e la tesi segue dalla Proposizione 3.15.
s co i

(3) Infatti, per ogni r > 0, n € NU{0}, si ha sup, <, £ (z)] = { WPy |cos ], n pari, 1,

SUP|g|<, |SinZ|, n dispari, —
e la tesi segue dalla Proposizione 3.15.
su sinhz|, n pari,
(4) Infatti, per ogni r > 0, n € NU {0}, si ha sup,, |F) (z)| = Piaf<r | | p. <
SUP|g|<y | coshz|, n dispari,
coshr, e la tesi segue dalla Proposizione 3.15.
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su cosh x|, n pari,
(5) Infatti, per ogni r > 0, n € NU {0}, si ha sup,, |f™)(z)] = Piaf<r | . | p‘ . <
SUD|y|<, | sinh x|, n dispari,

coshr, e la tesi segue dalla Proposizione 3.15.
(6) Infatti, per ogni = € (—1 1) si ha

log(1+x) = / @ / t"dt ="y (—1) )
0 1 +t 0 k’:O Py kE+1
dove in (a) si & usata la Proposizione 2.9.
k+1
Infine, se = 1, la serie diventa Y -, %, che converge per il criterio di Leibniz. La tesi

segue allora dalla Proposizione 3.10 (1).
(7) Infatti, per ogni z € (—1,1) si ha

arctgm:/zﬁz/zi(—l)’“t%dt © 5 (—1)k/zt2kdt:§:(—1)k e
o 1+t 0 = 0 2k +1’

k=0 k=0

dove in (a) si ¢ usata la Proposizione 2.9.
Infine, se x = %1, la serie diventa £ 3,7, 2,;)1 , che converge per il criterio di Leibniz. La tesi
segue allora dalla Proposizione 3.10 (1).

(8) Infatti, per ogni z € (—1,1) si ha

°° 2k+1

_ ‘ _ 2k 2k
setttghx—/o 1t2_/ Zt dt Y Z/t dt = %

dove in (a) si ¢ usata la Proposizione 2.9.
(9) (Primo metodo) Dalla formula di Taylor con resto integrale, per ogni « € (—1,1), n € NU{0}, si
ha (14 2) =37 (Daf+ 4 [F(@—t)"a(a—1) - (e —n)(1+t)>" L dt. Postos:m(xlijfw =

r—t=sz(l+1t) <= z(l—s)=1t(1+sz) < tle(};;),sihal—kt: 111552;766175:_(761&:5)2 ds,
e quindi
1 x
Ry (z) = n'/ (x—t)"ala—1)--(a—n)(1+t)* " dt
“Jo
a(a—l)...(a—n)/ﬂ l4+z\n/ 14z \a—n-1—z(1+z)
= n 7d
n! . (537) (1+S(L’) (1+sx> (1+8:U)2 S

n

1
_ «Q n+1 « S
_<n+1>(n+1)x (1+2) /0 T

}( “ )\|xyn+1(1+x)a max 1/01(n—|—1)3"ds

n+1 se[0,1] |1 + sx|ot!

}( @ >\|xyn+1(1+m) max ——

Allora

| R ()]

IN

IN

n+1 s€(01] |1 + sx|atl’

1, xz >0,
14+z, x<0,
(14+2)*, z>0,

« 1 1 -
(1+2) MAXs¢[0,1] Tpaparts Si ha 0 < go(z) < {Iix’ x <0,

Osserviamo che minge(g 17 |1 + sz| = { per cui, posto, per ogni x € (—1,1), go(x) =

e quindi, per ogni r € (0,1),
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P 1—r

‘(nil) ‘Tnﬂ
()]

— 1 <1, n— oo, per cui |( O‘)}r”“k (r) — 0, n — oo, da cui la tesi segue.

si ha ko(r) = supjyj<, ga(r) < max{(l + )% (1 —r), i} Allora, per ogni r € (0,1), si ha

la(a—1)-(a=n)| n _
(n+1)! Ja(a—1)-(a—n+1)|

SUP|g| <y [ Bn ()] < |(n+1 7" ko (r). Osserviamo che =r

la—n]|
n+1
(9) (Secondo metodo) La serie Y32 ()" ha ragglo di convergenza 1, e quindi definisce fu(x) :=

Sto (9)zF, per ogni € (—1,1). Allora f € C*(—1,1), ed inoltre, per ogni z € (—1,1), si ha

i (Z) k! +§ (Z) kit = i (k N 1>(k +1)2t :0 (Z) ko
§(<k+1><kj_l) +k(;§>)xk,

e poiché (k1) (sf) k() = et 4 ST = SRE R (o — k4 k) = a(j),

si ha (14 2)fh(z) = aY 1oy (§)a" = afa(z). Posto ga(z) == (1+ 2) % fa(z), z € (-1,1), si ha
allora gi,(z) = —a(1+2)"* " fa(z) + (1 +2)"* fi(z) = A +2)"*H(—afalz) + 1+ 2)fi(2) =

e quindi g, € costante, ed essendo g,(0) = fo(0) = 1, si ha g4 = 1, per cui fu(x ) (1+x)°, per
ogni z € (—1,1).

r

(1+2)fi(2)

(9) (o > 0) Dimostriamo che, se o > 0, allora > 3> 0| (% | < 00, da cui segue > o2 Osup|m|<1} ‘ <

Zk:o‘( )} < 00, e quindi la convergenza uniforme della serie binomiale in [—1,1]. Poniamo ay :=
|(a)\ Allora %t — lotel)-{a—n) n = lonl _ noo > [a] + 1. Quindi

k)1 ora =, (nt1)! ala—1)—(a—ntD)] — ntl — nyl> €N Z & - }umndl, se

> [a]+1, siha (n+ Dapt1 = (n—a)a, <= nap,—(n+1)an+1 = aa, > 0, cioé na, & decrescente,

e qumdl esiste L := limp—oonan, > 0. Consideriamo ora la serie > 0 ((nan — (n + L)any1) =

limy—oo Y op—o(kar — (k + 1)ag41) = limp—oo —(n + 1)an41 = —L, che quindi & convergente. Poiché

an = é(nan —(n+ 1)an+1), definitivamente, anche la serie ZZO:O a, € convergente.
(10) Infatti, per ogni z € (—1,1), si ha % arcsinz = \/1%7 = reo (_16/2)(—:152)]C e poiché (_2/2) =

1 1 _q)... _l_
_2( 1)k'( k+1) (_1)]4:2% 1(1+2)~-~k‘(1+2k‘*2) — (_1)k (2;:;')” — (_1)]@(2(];;)1'?”’ Sl ha arcsu’l_jv —

il "
T = S (DM (—a)h = 2, S e, Quindi

. X 2k — 1! [ o (2k — DIt g2
arcsin x /0 1—t2 /0 Z 26! /o Z 2K 2k+1°

k=0 k=0

dove in (a) si & usata la Proposizione 2.9. 0

3.3 Esercizi svolti

o 3
Esercizio 27. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z n—' "
n!
n=1
Svolgimento. 1l raggio di convergenza ¢ p = lim,, o %? ((:Ll)); = limy, 0o n(1+0(1)) = +00. Quindi

la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni x € R. Converge uniformemente in ogni
insieme chiuso e limitato di R. O
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Esercizio 28. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z E;))' x"
n)!

n=1

(n)2  (2n+2)!

Svolgimento. 11 raggio di convergenza & p = limp .o (5,7, ((nH),)Q = li Moo % = 4.
Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni x € ,4). Per x = —4 la serie di-

! 2n 7271,2 1 1
venta Y o2 (—1)" gn)), 4™, che non converge perché [usando Stirling] 5 (n! o) 4 = (2$2n2_2n%‘2ﬁ33 5 no—

Vin (14 0(1)) # 0. Per x = 4 la serie diventa ) 7, gn')) 4", che non converge. La serie converge

uniformemente in ogni insieme chiuso e limitato della forma [—4 + §,4 — §], con 6 > 0. 0
o0
Esercizio 29. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z on (x—1)".
n
n=1

Svolgimento. 11 raggio di convergenza ¢ p = lim, o ﬁ (n 4 1)2" = lim, .o 2(1 + o(1)) = 2.
Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni |z — 1| < 2 <= z € (—1,3). Per

x = —1 la serie dlventa Yooy (_i)n che converge (ma non assolutamente) per Leibniz. Per x = 3 la
serie diventa » >, n, che non converge. Usando il teorema di Abel, la serie converge uniformemente
in ogni insieme chiuso e limitato della forma [—1,3 — 4], con ¢ > 0. 0

1

n(logn)? (z+

Esercizio 30. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z
™.

Svolgimento. 1l raggio di convergenza €& p = lim, n(loién)g (n + 1)(log(n + 1))2 = 1. Quindi la

serie converge puntualmente e assolutamente per ogni [z + 1| < 1 <= z € (=2,0). Per x = -2 la
serie diventa » 7, m, che converge assolutamente. Per z = 0 la serie diventa > 7, m,
che converge. Usando il teorema di Abel, la serie converge uniformemente in [—2, 0]. O

(e7e] n2
Esercizio 31. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z — ",
n=1 -

. . . N . n? ! . . .
Svolgimento. 1l raggio di convergenza e p = lim,,_, Qn—, 2(3:32 = lim, 22:;11 = 0. Quindi la serie
converge solo per x = 0. O

oo

Esercizio 32. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z n(2z —1)".

n=1
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[e's) n2™

Svolgimento. La serie siriscrive ), n2"(:c—%)", il cui raggio di convergenza ¢ p = lim,, ..o DT =

%. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni |x — %| < % <= z € (0,1). Per
x = 0 la serie diventa > 2 (—1)"n, che non converge. Per =1 la serie diventa ) -, n, che non
converge. La serie converge uniformemente in ogni insieme chiuso e limitato della forma [d,1 — 4],
con d > 0. O

oe] n2
Esercizio 33. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z W
n!

n=1

Svolgimento. E una serie di potenze con tanti coefficienti nulli [solo i coefficienti a,2 sono non
nulli]. Per determinare l'insieme di convergenza assoluta usiamo il criterio del rapporto. Si ha

n+1)2 (2 2n+1 0 |x‘ <1
limy, oo ZE 2 (0 i, 2 =< ~ 7 Quindi la serie converge puntualmente e
o0 (n+1))? |gn? o0 (ntl)? too, |z|>1.
assolutamente per ogni x € [—1, 1], e uniformemente in [—1, 1]. 0

oo
Esercizio 34. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni E n"x™ .

n=1

Svolgimento. E una serie di potenze con tanti coefficienti nulli [solo i coefficienti a,3 sono non
nulli]. Per determinare l'insieme di convergenza assoluta usiamo il criterio del rapporto. Si ha

nt1|,(nt+1)3 B 07 r| < 1a . . :
limy oo ST iy, e(1 + o(1)) ]t 480+l = ] Quindi la serie con-
nm|z|" +oo, |z|>1.
verge puntualmente e assolutamente per ogni x € (—1,1), e uniformemente in ogni insieme chiuso e
limitato della forma [—1 4 0,1 — d], con § > 0. 0
oo
Esercizio 35. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z 3nz?",
n=1
Svolgimento. E una serie di potenze nella variabile y = p(x) = x2. 1l raggio di convergenza della
serie 27010:1 3"y e p = limy 00 32% = % Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente

per ogni y € (—%, %) Per y = % la serie diventa > >, 1, che non converge. Allora la serie data

converge puntualmente e assolutamente per ogni = € (—%, %), e uniformemente in ogni insieme

chiuso e limitato della forma [—% +9, % — 4], con 6 > 0. 0

o
lo
Esercizio 36. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni Z

n=1

20
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Svolgimento. E una serie di potenze nella variabile y = ¢(x) = arctgz. Il raggio di convergenza

della serie Y >, 10% y" e p = lim, o 10%" log’z:ﬁrl) = 1. Quindi la serie converge puntualmente

e assolutamente per ogni y € (—1,1). Per y = —1 la serie diventa Y > (—1)

logn
n

logn
n
—>=_ che converge

(ma non assolutamente) per Leibniz [in quanto e decrescente per n > 3]. Per y = 1 la

serie diventa y 2, 107%", che non converge. Allora la serie data converge puntualmente per ogni
arctgz € [-1,1) <= xz € [-7, ), e uniformemente in ogni insieme chiuso e limitato della forma
(%% — 6], con 6 > 0. 0

oo
Esercizio 37. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni E nSen?.

n=1

Svolgimento. E una serie di potenze nella variabile y = p(x) = €. 1l raggio di convergenza della

i . . 5 - .
serie Y o0 ndy" & p = lim,_oo (niil)g) = 1. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente

per ogni y € (—1,1). Per y = 1 la serie diventa ) >~ n®, che non converge. Allora la serie data
converge puntualmente per ogni e* € (—1,1) <= z € (—00,0), e uniformemente in ogni insieme
della forma (—oo, —6], con § > 0, perché ¢((—o0, —6]) = (0,e79], dove la serie S°°° , n®y" converge

n=1
uniformemente. O
oo
. . . . L . —na?
Esercizio 38. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni g e,
n=1

Svolgimento. E una serie di potenze nella variabile y = o(z) = ze™@. 11 raggio di convergenza

della serie Y 2 y™ & p = 1. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni
y € (—=1,1). Per y = +1 la serie non converge. Allora la serie data converge puntualmente per

ogni %" € (—1,1) <= x € R, e uniformemente in R, perché p(R) = [_\/12?’ \/%?]7 dove la serie

0 n .
> 2y y" converge uniformemente. O

n3—|—n

o0
Esercizio 39. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni E
n=1

Svolgimento. E una serie di potenze nella variabile y = o(z) = 2% log|z|. 1l raggio di convergenza

. 3 . - . .
della serie 7, % y" & p = €2. Quindi la serie converge puntualmente e assolutamente per ogni

y € (—e?,e?). Per y = £e? la serie non converge in quanto egjjgn e =n3(1 +o0(1)) £ 0. Allora la
serie data converge puntualmente per ogni x2log |x| € (—e?,e?) <= x € (—e,e), e uniformemente

in ogni insieme della forma [—e + §,e — ¢], con § > 0. O
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3.4 Esercizi proposti

Esercizio 40. Trovare il generico intervallo di convergenza uniforme per le seguenti serie.
too 2n—1

(1) z::l n(2n —1)’
X 2" logn
® X T

00 (J) 1)n

(3) Y =2

2

— logn ’
+oo
(4) Y (=D)*(n+1)2"
n=1
X B3-a)
®>§33§;g117
x—i—l
Z (Vn? —1+3"
+o0 2 n 3 n
® 3o(5) (-3)
+oo
(8) Zne*m,
n=1
+oo
9) Zne e
n=1
0 Y2
n=1
1 +00  _nl|e?—z]
( );n(logn)
400 1
(12) anl‘n’
n=1

n=1
X 9 (sinz
gy Yo FEmS
n=1
(15) +i(n +2) <x+i> ,
n=1 r =

22



16) Y- g (V242),

n=1

“+oo
(17) Yl
n=1

4 Serie di Fourier

4.1 Teoria
Definizione 4.1 (Serie di Fourier con coefficienti reali). Siano 7' > 0, w = 2%, f : R — R,
T-periodica, f € R*[—Z, 2]. Si dicono coefficienti di Fourier di f i numeri

T/2
/ ) cos (nwz) da, n € NU {0},
T/2

T/2
/ ) sin nwx) dx, n € N.
T/2

Ad f si associa la serie di Fourier ? + Z (an CoS (nwx) + b, sin (nwx))

n=1
Definizione 4.2 (Serie di Fourier con coefficienti complessi). Siano T' > 0, f : R — R, T-periodica,

f e R [—L L], Si dicono coefficienti di Fourier (complessi) di f i numeri

. T/2 ,
cn = f(n) = ;/T/Z f(x)e "™ du, n ez

Ad f si associa la serie di Fourier g cne'™”.

n=—oo

Proposizione 4.3. Siano T > 0, w := 2%, f: R — R, T-periodica, f € ZR*[—%, %] Allora, per
ogni n € NU{0}, si ha

(1) C—n :a}
(2) ¢n = 2(an —iby,), dove by :=0,

(3) an =2Rec, =cp+c_p, by =2Imec, =i(c—n—c_y).

Dim. (1) Siha c_, = + fT7/32 T dy = .
T/2 inws T/2 - .
(2) Sihac, =+ [~ 4/2 f(x)e de =7 [~ 4/2 f(z)[cos(nwz) —isin(nwz)] dz = 3(a, — iby).
(3) Segue da (1) e (2). 0
Proposizione 4.4. Siano T >0, w:= 2%, h,k € Z. Allora % T fT/2 eihwr e =thwt do — 6,1
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Dim. Infatti, se h = k il risultato ¢ evidente. Sia, allora h # k, per cui = f T1/52 eihwe g=ihwe g, —

T/2 (Um — 'L wT T/2 —_ 7 ™ —1 ™ —
/- T/2 € ke 4y = %[(k—hw =) ] —T/2 = 27r(li—h)(6 (k=) k=) = o (k D) sin((k —

h)m) = 0. O

— €

Proposizione 4.5. Siano T > 0, w := 27”, f: R —= R, T-periodica, f € R*[—%, %] Allora
(1) f pari = b, =0, per ogni n € N,

(2) f dispari = a,, =0, per ognin € NU{0}.

r T
202

Dim. Seguono dal fatto che cos(nwz) ¢ pari in [— ] e sin(nwz) & dispari in [-Z, Z]. 0

Proposizione 4.6. Siano T > 0, w := 2%, f: R — R, T-periodica, f € R*[—%, %] Allora, per
ogni o € R, n € NU{0}, si ha

T/2 9 [otT/2
/ ) cos (nwz) doz = — / f(z) cos (nwz) dz,

T/2 T Ja-1/2
T/2 9 fa+T/2
— / )sin (nwz) doz = — f(z)sin (nwz) dz,

T/2 T Ja-r/2

T/2 1 a+T/2 4
/ fmwz dr = / f(x)efznwx da.
T/2 T Ja-r/)2
Dim. Seguono dalla T-periodicita delle funzioni integrande. O

Definizione 4.7 (Polinomio trigonometrico). Siano T > 0, w = 2%, n € NU {0}, oy, B € R,
k=0,...,n. Sidice polinomio trigonometrico di periodo T e grado n la funzione

o(x) = % + Zn: (ak cos (kwz) + By sin (kwa:))

Indichiamo con Pr,, I'insieme di tali polinomi trigonometrici.

Osservazione 4.8. Osserviamo che, posto v; := 3(ax —iBk), Y-k 1= Vi, si ha op = > p__ 1€,

Infatti,
kz_:n T — % + kzo %(Oék - iﬂk)(cos (kwz) + isin (k:wx))

+ Zn: %(ak + i) ( cos (kwx) —¢sin (k:wx))

k=0

= % + k221 <ozk cos (k:wac) + [}, sin (kwx))

Proposizione 4.9. SianoT > 0, f : R — R, T-periodica, f € R*[— % L1, e siano {an, by : n € NU{0}},
{en :n € Z} i suoi coefficienti di Fourier. Poniamo, per ogni n € NU {0},

Sp(x) := 5 0 4 Z (ak cos (kwz) + by sin (kwz) ) Z et

k=1 k=—n

Allora, per ognin € NU {0},
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(1) s, minimizza lo scarto quadratico medio da f tra tutti i polinomi trigonometrici di periodo T e

di grado n, cioe per ogni o € Pr,,

T/2 1 [T/2
2 2
7] @@l [ 1) o)

T/2

T/2 T/2
! / (2) — sn(2) P dw = — / F@)Pd— S el

T/2 k=—n
2 n
0’0 1 2
= —_ == +b
/T/2 42 ;( )
o [T/2 2 &
(3) 7 / |f(x)|2 dx > ?0 + (a% + b%) [ Disuguaglianza di Bessel].
=T/2 k=1

Dim. (1) Sia o(x) := > p__ €% un polinomio trigonometrico, e calcoliamo

T/2 1 [T/? ) 1 (T2 » "
i@ e@Pdr =g [ j@Pde- g [ F@) S e s
T/2 T J 1y T Jry k=—n
T/2 n . 1 [T/2 X2 o (k—h)
. / ) Z %efzkwx dx + / Z %’Y}geﬂ T o
T/2 Pt T )12 hk=—n
n n
/ @) Pde— 3 @+ eTm) + S Il
T/2 k=—n k=—n
n
/ (z)* dz + Z (Ivel* = e — Ve + |exl®) Z lex?
T/2 k=—n k=—n
X[ era s Y e al - Y el
T/2 k=—n k=—n
Ma allora il minimo valore dello scarto quadratico medio si ha per v = ¢, per ogni k = —n, ..., n,

cioe per o = sy,.
(2) Dalla formula finale di (1) si ha

T/2 T/2
i@ -s@re=1 [ M= 3 e

T/2
Y UCR )yl
T/2 =2

|

n

= ;/m f@Pde - LY @ 1)

k=1

(3) Segue da (2).
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Pr0p051z10ne 4.10 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Siano T' > 0, f : R — R, T-periodica, f €
R*[—L,L]. Allora, per n — oo, si ha

T/2
— / ) cos nwx) dr — 0,
T/2

T/2
— / ) sin nwx) dr — 0.
T/2

Dim. Segue dalla disuguaglianza di Bessel che > o, (a2 + b2) < o0, e quindi ay, by, — 0. O
Proposizione 4.11. Siano T >0, k € N, f € C*{R). Allora ay,b, = 0(7%;@); n — oo.
T/2

Dim. Siano an =2 [’ T/2 x) cos(nwz) dz, k) = % fTﬁz %) (z) sin(nwz) dz i coefficienti di

Fourier di f*) € CO(R). Integrando per parti si ha

2 [T/2 2 T/2 9 T/2
(k) — 2 (k) _ 21 2 (h—1) () o
an” =7 /_T/2 ¥ cos (nwt) dt T [f (t) cos (nwt)] s + o /_T/2 f (t)sin (nwt) dt
27 g (T T ) )
=l (F) £ ()] costrnm) - mabE D = mbt,
2 (T2 2 T/2 9 T/2
0 == (k) s = 2 k=D (4) s _Z (k1)
by, T /T/2 S sin (nwt) dt T [f (t) sin (nwt)} . nw /T/2 f () cos (nwt) dt
2 T T
T {f ( 5 ) sin(nm) + f ( 5 ) sm(mr)} nw ay, nwal Y.
k . k )
Tterando questo procedimento, si ottiene |an | = {Enwiklzn"y Z zfﬂ“l, ' (k:)| _ {Enwik:bn ‘|7 Z Sérla '
nw)” by, ispari, nw)®|an|, ispari,

da cui segue |a,| = {(

(nw k

S jas”|, & pari, by {lk|b(k)|» k pari,

|br, k)] k dispari, | k)\ k dispari.

(nw)*

b(k)| — 0 per la Proposizione 4.10, la tesi segue. a

Poiché ||, b

Vogliamo ora dimostrare dei teoremi di convergenza puntuale o uniforme delle serie di Fourier.

Definizione 4.12.

(1) Sia f :[a,b] — R. Essa si dice continua a tratti in [a, b] se esiste {z1,...,zn} C [a,b] tale che f
& continua in [a,b] \ {z1,...,2x}, ed esistono f(z}) := lim o k:tf(l’) €R,perognik=1,...,N.

(2) Sia f : R — R. Essa si dice continua a tratti in R, se ¢ continua a tratti in [a,b], per ogni
[a,b] C R.

Proposizione 4.13 (Convergenza puntuale). Siano T" > 0, f : R — R, T-periodica, continua a
n

N i +
tratti, e sp(z) = Z f(k)e™® x € R. Sia z9 € R tale che esistono lim__ + f@-feg) ¢ g

r—xg T—x0
k=—n

[in particolare, se f ¢ continua in zg, esistono fi(zg) € R]. Allora s,(zo) — 3(f(zd) + flzg)),
n — 0.
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Proposizione 4.14 (Convergenza uniforme). Siano T > 0, f € C°(R), T-periodica, f' continua a

oo
tratti, e sp(x) == % + Z (an cos (nwx) + by, sin (nwx)), x € R. Allora s, = f in R.
n=1

Dim. Dalle ipotesi segue che f € R[—Z, ], e quindi, detti, {an, 8, : n € NU{0}} i suoi coefficienti

di Fourier, dalla disuguaglianza di Bessel [vedi la Proposizione 4.9 (3)] si ha > oo (a2 + 32) < oc.
Ora

T/2 9 /2 9 T/2 _
= /T/2 ) cos (nwt) dt = T [f(t) cos (nwt)] 1 + T W /_T/2 f(t) sin (nwt) dt

=7 [f(%) — f(—%)} cos(nm) + nw by, = nw by,
B = ;/T/Z f' () sin (nwt) dt = % [f(t) sin (nwt)]T/2 _ 2w /T/2 f(t) cos (nwt) dt

—T/2 -T2 T ~T/2

=7 [f(g) sin(nm) 4+ f(—g) sin(mr)} —NW ap = —NW A,

per cui > o2 n?(a? +b2) < 0o. Poiché |a,| = n|ay,| - % < 3(nPa2 + 25), e |bn| < 3(n?H2 + 23), si
ha 30 (Jan| 4 [ba]) < 3 3000 n%(a2 4+ b2) + 300 17 1 <00 Ma allora ¢ Q0+ 30 (an cos(nwt) +
by, sm(nwt)) converge totalmente e per il criterio di Welerstrass [vedi la Proposmone 2.5] si ha la

tesi. -

Proposizione 4.15 (Derivazione). Siano T > 0, f € C°%(R), T-periodica, f' continua a tratti,
/ _pr(E
zo € R tale che esistono lim___+ f@) = (an) €ER, e

T—T) T—x0
a (o)
Sp(x) = ?0 + Z (an cos (nwx) + b, sin (nwx)), r € R.

Allora sl (z0) — 3 (4 (20) + f.(20)), n — oo.

Proposizione 4.16 (Integrazione). Siano T > 0, f : R — R, T-periodica e continua a tratti,
{an, nin € NU{O}} i suoi coefficienti di Fourier, xo,x € R. Allora [ f(t)dt = [ % dt +
Sty [ (an cos(nwt) + by sin(nwt)) dt.

4.2 Esercizi svolti

Esercizio 41. Si trovi lo sviluppo di Fourier della funzione f(z) = sin’x.

Svolgimento. La funzione f puo essere riscritta come:

1 1
flx) = 3 §C082$

e di conseguenza gli unici coefficienti di Fourier diversi da zero sono

1
(I(]:l, (12:5.
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Esercizio 42.

(1) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione g(x) = |z|, per = € (—m, 7].

(13) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per z = 0.

o
1
(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie kz_o m
Svolgimento. (i)
I
v/ T

Figure 5: Grafico per 'esercizio 42
(i) Poiché f e pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ag

ap = — ﬂf(aﬁ)daﬁ—2/ﬂg(w)daﬁ2/ﬂwdx—2[1x2}
L —— ™ Jo 0

s
_ —
T Tl2
e per k > 1 si ottiene:

0

1 (" 2 (7 2 [T
ap = — f(x)coskxda?—/ g(w)coskmdw—/ x cos kx dx
T J_r T Jo m™Jo
@20 s Lol
- [k:c sin(kx) + 12 cos(k:x)}o
21 0 k=2
——Q(COS(kW) -1) = { 4 K

dove in (a) si & usato il risultato [z cos kx dx = $x sin(kz)—1 [ sin(kz) dx = ta sin(k;v)—l—k% cos(kx).

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto z € R. Per il teorema
di Dirichlet, concludiamo, per ogni x € R,

T4 1
To0Y g cos((2n + 1)a).
f(l’) 2 T s (27’L + 1)2 COS(( n+ )‘T)
Quindi, per =0, si ha § — % o m = f(0) =0.
g 2
(ii7) Da (i1) segue che >">° o m =

Esercizio 43.

(1) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione g(x) = x, per z € (—m, 7.

(73) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per x = .
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Figure 6: Grafico per Desercizio 43

o0

(737) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie Z =k
k=1

Svolgimento. (i)
(i) Poiché f e dispari, i coefficienti di Fourier aj sono nulli. Per quanto riguarda i coefficienti by, si
ottiene:

1 (7 2 [T
b, = — f(x)sinkzdr = / g(z)sinkx dx =
™ J_r ™ Jo

™

T T k2 0

2 [T 2 1
= / rsinkxdr = — [—% cos(kx) + — sin(k:c)]
0

2 2
=z cos(km) = (—1)’“‘1%.

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto = € R. Per il teorema di
Dirichlet, concludiamo

f(z) = Qi Hrsin(nx) ., v# Rk+1)m, keZ,
n=1

mentre, per x =7 si ha 2> 7, (_17)ln+1 sin(nm) =0 = W
- 1 1 m
114) Osserviamo che dall’'uguaglianza di Parseval si ottiene — = — 2?de = — |28 =
2
—n AT J_, 127 -
1
—n2. O
6

Esercizio 44.
(i) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione g(z) = 22, per = € (—, 7.

(74) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per z = 7.

o

(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie Z =k
k=1
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Figure 7: Grafico per 'esercizio 44

Svolgimento. (i)
(7i) Poiché f e pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ag:

1 (7 2 (7 2 [T 271 7 2
ap = — f(z)de = / g(x)dr = / 2ide == [fxg} =
r 0 0

T T T L3 0 3

e per k > 1 si ottiene:

1 [ 2 (7 2 [T
a = — f(z)coskxdr = / g(x) cos kx dx = / 2% cos kx da
™ J_x ™ Jo ™ Jo
@2y 2 BETRRL
= [kx sin(kx) + k2:ccos(l<:x) 13 sm(l{:x)}o
2 2 L4
= ;?ﬂ'COS(kTr) =(-1) =k

dove in (a) si & usato il risultato [ z?coskxdr = fx’sin(kz) — £ [wsin(kz)dz = L% sin(kz) +
%:p cos(kx) — % sin(kx).

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto « € R. Per il teorema
di Dirichlet, concludiamo, per ogni =z € R,

flx) = %7['2 + 42 (;12)” cos(nx).

n=1

Quindi, per = 7, si ha %72 +43 # = f(m) = =%
2

(iii) Da (i) segue che 0% L = T 0

n=1n2Z — 6

Esercizio 45.
(i) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione g(z) = 2*, per = € (—, 7.

(13) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per x = .
oo

(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie Z e

k=1
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Figure 8: Grafico per l'esercizio 45

Svolgimento. (i)
(7i) Poiché f & pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ag:

R 2T 2T, 2 2,
ap = — ﬂf(:c)dmﬂ/o g(x)dxﬂ/o wda:fﬂ[5x}0f57r,

e per k > 1 si ottiene:

I 2 [T 2 [T
ar = — f(:n)cosk:a:d:n:/ g(:z:)cosk:vdavz/ 2 cos kx dx
T J_x T Jo ™ Jo
@271 4 . 4 4 24 24 m
== [%x sin(kx) + 2 cos(kx) — —x 2sin(kz) — :rcos(kx) © Sln(km)]o
2

4 24

- <ﬁ7r3 cos(km) — ar cos(lmr)) =(-1) % (7r — %),
dove in (a) si e usato il risultato fﬂ; coskxdr = kx Ysin(kz) — 7 [ 23 sin(kz) d:z; = 1ot sin(kz) +

4 .3 Q 2

—x° cos(kx) — f:L‘ cos(kx) dx = +x sm(kx) kgx cos( r) — e sin(kz) + f:vsm kx)dx =
zat sin(kz) + k%x?’ cos(kx) — %xQ sin(kx) — Fa: cos(kz) + k5 2 sin(kzx).

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto x € R. Per il teorema

di Dirichlet, concludiamo, per ogni =z € R,

T e~ (D" (D"
flz) = = + 8w Z - cos(nz) —482 3 cos(nz).
n=1 =
uindi, per z = 7, si ha T + 872 3% 1 —48Y > L — f(n) =7t
Quind ha % et T,
(7i1) Da (id) segue che 48% > 1n4 = —4nt 4 82300 1% = —4rt 4+ 87r2%2 = St per cui
2one n14 =% O
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Esercizio 46. Si trovi lo sviluppo di Fourier della funzione:

-1 —7a<x<0
€Tr) =
/(@) {1 0<xr<m.

Svolgimento. La funzione f & dispari ed ha quindi uno sviluppo di soli seni. Si ha:

~———— L ———— L —————
/4 T
~— L —————— L ——

Figure 9: Grafico per 'esercizio 46

0 s ™
bn:/ sinnxdaz+/ sinnxdmzZ/ sinnz dxr =
- 0 0
2

2 0
= ——[cosnz|j = ——(cosnm — 1) = {
n

se n e pari
n 4

o sen ¢ dispari .
Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto z € R. Per il teorema di
Dirichlet, concludiamo

fz) = 42 2n1— 1 sin((2n —1)z), =z #knm, k€L,
n=1

mentre, per x = 0, o x = 7 la somma della serie ¢ zero.

Esercizio 47.
(1) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione ottenuta quale estensione pari in [—m, 7]
della funzione g = g(x) definita in [0, 7] come segue:
1 0<z<ZI
g(x) = . 2
(i) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per z = 7.

o0

(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie Z

(-n*

=2k +1
Svolgimento. (i)

(7i) Poiché f e pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ag:

ao—i/if(x)da:—2/oﬂg(x)dx
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Figure 10: Grafico per l'esercizio 47

e per k > 1 si ottiene:

1 /" 2 [T
ay = / f(x)coskxdx = / g(z) coskx dx =
™ ) _x m™Jo
92 w/2 9 [T
:/ coskxda:—/ cos kx dx =
™ Jo T Jr/2
. 21 . 7r/2 . T o 4 . ]WT
=1 ([smk::n]o - [smkm]ﬂ/z> = sm( 5 )
] k=2n
D) e k=204 L

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto x € R. Per il teorema di
Dirichlet, concludiamo

4K (1) T
f(az)—;z2n+1cos(2n+1):p, v# 5 +hm, k€L

n=0

CU" os(2n 4 1)7 = 0 = LE0EE0),

mentre, per z = Z si ha 23°°° 7 COs 5
2 (-DF 7 ™
i1) O i h =—f(0)=—. O
(7i7) Osserviamo che Z M1 4f( ) 1
k=0
Esercizio 48. Data la funzione
0 << —g
glx) =K1 -T<z<}
0 Z<z<m

sia f il suo prolungamento 2m—periodico. Disegnare f, scrivere la serie di Fourier ad essa associata,

e calcolarne la somma per x =1 ez = 7.

Svolgimento. Poiché f e pari si ha b, = 0. Inoltre
/ " () de = 2 / * coshrdr— 4 !
ap = — g(z)dx = — coskx dr = =
T J ™ Jo Zlsinkz]¢ = Zsin(kE) k>0.
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Figure 11: Grafico per I'esercizio 48

Poiché fin z =1 e x = F verifica le ipotesi del teorema di Dirichlet si ha:

;+izsin (k‘g) cosk = f(1) =1

T
k=1
e
S 1) +1(%) o
1 2 T 2
3+ 2 g () cos (k) = Z =3
k=1
essendo
0 k=2n
. T
s1n<k§): 1 k=4n+1
-1 k=4n+3.

Esercizio 49. (i) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione ottenuta quale estensione
pari in [—m, 7] della funzione g = g(z) definita in [0, 7] come segue:

s s
0 s<x<m

(ii) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f.

Svolgimento. (i)

- —n/2 ! /2 Vi
Figure 12: Grafico per l'esercizio 49

(ii) Poiché f & pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ay:

1 (" 2 [T 2 (™2 n m
ag = — fxdx—/gxdx—/ ——z)dr=—
0 @ , 9@ 0 <2 ) 4

m T m
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e per k > 1 si ottiene:

ap =
s

/OW/Q (g — x) cos kx dxr =
(per parti) = %% (K; — :c) sin kx} ;/2 + /W/Q sinkx dx) =
0

21 w/2
= — {cos kx}

f(x)coskxdr = 2/ g(z) coskx dx =
-7 0

A0 J =

7 k2 0
e quindi
2
21 k=2n+1
ag = =75 <1 — cos kf) = ”(22"“)2
Tk 2 s (1= (=1)") k=2n

Poiché f e continua e soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Dirichlet, concludiamo

f(x) :78T—|—kz_1akcoskx:

s

T2 1 — 1 n
:8+(7;)(271_’_1)2008(272—1—1).%—1—;(271)2(1—(—1) )cos2na:) )

Esercizio 50.
(1) Disegnare il prolungamento periodico f della funzione g(x) = e*, per z € (—m, 7.
(74) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per z =0 e z = 7.
00 k
- : (=1
(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie Z .
—k*+1

Svolgimento. (1)
(74) Calcoliamo i coefficienti di Fourier ¢ in forma complessa. Si ha, per ogni k € Z,

1 [ . 1 [ ; [ ;
k= — (z)e* dz = / g(x)e " dx = 2/ U=k g
™ -7

T o o 2 J_,
:i[ 1 e(lfik)x]w
2w L1 — ik -
1 ) . 1 1
_ b ra-iee —(1—1k)77) — (1 ki( T —n)
27r(1—ik)(e ¢ S e F s
da cui segue che a9y = 2¢9p = %, ap = Ck + Cc—p = (—1)/’€%(e7r - e_ﬂ> l—lz‘k

1 —
+m>—

(—1)F k(" — e ) g, e by = ilon —ci) = (-DF L (e — ™) (i = i) = (D2

-\ —2k
e ) k’2+1 .
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Figure 13: Grafico per 'esercizio 50

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto z € R. Per il teorema
di Dirichlet, concludiamo, per ogni z € R,

T -7 T —r X n
- - 1
=TT ; 722 +>1 (cos(ne) — nsin(nz)).
Quindi, per # = 0, si ha £5¢° 4 €= 250 | (7;22: = f(0) =1.
T —Tr e —T + — T -7
Mentre, per @ = 7, si ha €507 + €50 508 | Sy = KL — e
(i17) Da (ii) segue che Y 7, % =1 - % O

Esercizio 51. (i) Dopo aver disegnato ’estensione periodica della funzione
T T

r)=1—|sinx| x¢€ [——, —}

fl@) =1~ |sinal .

specificandone il periodo T, calcolare la corrispondente serie di Fourier.

(ii) Calcolare la somma della serie:
o

1
Z4k2 -1
k=1

Svolgimento. (i) f(z) =1—|sinz| xz€ |

s ™.

T2 5]'

f & periodica di periodo T' = 7, continua e soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Dirichlet.
Poiché f e pari, by = 0 e quindi

~ ag >
flx) = ) + ;ak cos 2kzx
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Figure 14: Grafico per l'esercizio 51
dove, tenendo ancora conto che f & pari,
9 [7/2 4 [7/?
ay = / (1 — |sinx|) cos 2kx dx = / (1 —sinz) cos 2kz dz
0

T —7r/2 T

e quindi

e,se k>1

4([1 Tz
ar = — | | = sin2kz —/ sinx cos(2kz) dz | .
s 2k 0 0

w/2
/ sin x cos(2kx) dx
0

Per valutare

si ricordano le formule:
1
sin x cos 2kx = i[sin(Qk + 1)x + sin(1 — 2k)z]

da cui si ha

/2
/ sin x cos(2kz) dx =
0
_ 1 1 cos(2k + 1)x — ! cos(1l — 2k) " —
T2 2%+ 1 T ok P

it 1 N_ b
2\ 2k+1 2—1)  4k2—-1"

Si ottiene quindi, per ogni k > 1,

4 1
ap = ————
Ak -1
e di conseguenza:
flx)=1 2,4 i 2k
T = T T 42 1 P
k=1
(ii) Per = 0 si ottiene:
. 2 4 1
]_ = = = ]_ —_ — —_ -
JO=FO) =1-=+-3 =5
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da cui
4k2 -1 2
k=1
uesto risultato S1 poteva ancne ottenere osservandao cne 172 7 € Ulla Serie telescopicCa, Inrattl:
to risultato si pot he ott do che Y 77— ¢ ie telescopica, infatti

n n

1 1 — 1 1 1
Py Te __2;<2k+1 _2k—1) =52 (ax — ar-1)

k=1 k=1

con ap = ﬁ (k=0,1,2...). Si ottiene quindi:

n

Z;——}(a —a)—1 1— ! o1 (n — +00)
faa -1 2" 079 o2n + 1 2’ '

Esercizio 52.
(i) Disegnare il prolungamento 2-periodico f della funzione g(z) = 1 — 22, per z € (-1, 1].

(13) Scrivere la corrispondente serie di Fourier per f, e calcolarla per z = 0.

o0 k
-1
(731) Usare il risultato ottenuto per calcolare la somma della serie E ( k2) .
k=1

Svolgimento. (i)

-1 ‘ 1

Figure 15: Grafico per I'esercizio 52

(7i) Poiché f & pari, i coefficienti di Fourier by sono nulli. Per quanto riguarda il coefficiente ag:

ao:/_llf(x)da::2/01(l—$2)d$:2[$—31:

e per k > 1 si ottiene:

1 1
= = — 2?) cos(kmx) dz
ap = /_1 f(x) cos(kmx) dx = 2/0 (1 ) cos(kmx) d

@, g g _
= 2[k7r sin(kmrz) e sin(kmrx) 122
4

k2n2’

1
x cos(kmx) + sin(k:wx)} .

k373

=2

2
122 cos(km) = (—1)F*!
7r
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dove in (a) si & usato il risultato [ 22 cos(knz) dw = L a? sin(krz)—2Z [@sin(krz) de = L 2% sin(krz)+
ﬁx cos(kmz) — ﬁ sin(kmrx).

Osserviamo che f soddisfa le ipotesi del teorema di Dirichlet in ogni punto « € R. Per il teorema
di Dirichlet, concludiamo, per ogni = € R,

2 4 (-
f(z =3 2 z:: cos(nmx).
Quindi, per z = 0, si ha % — % Sy (_nlg)n = f(0)=1.
(ii7) Da (i1) segue che > 7, (_le)n = 7%_ 0

4.3 Esercizi proposti

Esercizio 53. Disegnare il prolungamento T-periodico f delle seguenti funzioni ¢, definite in
(=T/2, T/2] e scrivere la corrispondente serie di Fourier per f

(1) ( )—008293 con T = 2,

(2) g(x) =sinzcosz, con T = 2,
4 <Z

(3) g(z) = 1< 3 con T = 2,
0 % <|z|<m,

(4) g(x) =1— —, con T = 27,
™
(5) g(z) =xcosz, con T = 2,
(6) g(x) = xsinzx, con T = 2,
0 € (—m,0
(7) g(x) = z € (-, 0) con T = 2,
sinz z€[0,7],

cos(2x) |x| < w/2

-1 /2 <l|z| <,
9) g(z) = (1 — 2|z]), con T' =1,
-1 -2<z2<0

0 =0 con T =4,
1 O0<ax <2,

|
{o 1< o] <2
|

con T = 2m,

11) g(z) = con T =4,
g =1, L

-3-—z -3d<z<-1
(12) g(z) = < 2z —1<z<1 con T = 6.

3—x l<x <3,
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