5 LE PROPRIETA DEI NUMERI NATURALI

Abbiamo usato alcune proprieta dei numeri naturali che conviene mettere in evi-
denza. Per prima cosa notiamo che N gode delle due proprieta

(i) 0 € N;

(ii) se n € N allora n + 1 € N. (Questa proprieta si esprime dicendo che N
¢ INDUTTIVO).

Queste due proprieta non sono caratteristica esclusiva di N (anche Z, Q, R
ce 'hanno), ma N ¢ il piu piccolo insieme che soddisfa queste due proprietd, ovvero
N ¢ il piu piccolo insieme induttivo che contiene lo 0.

Come conseguenza abbiamo che i numeri naturali non costituiscono un in-
sieme superiormente limitato di R.

Equivalentemente: Ve € R In e N : n > x.
DIMOSTRAZIONE (Per assurdo) Se N ¢ superiormente limitato = Isup N = M.

Allora M — 1 <supN =3n € N: n > M — 1 (per definizione di sup) =M <
n+1¢e N (N ¢ induttivo). Assurdo. U

O

Teorema (Principio di Induzione). Per ogni n € N sia p,, una proposizione.
Supponiamo che valgano:

(1) Vn e N Pn=—=Pn+1
(ii) po & vera.
Allora Vn € N p,, & vera.
DIMOSTRAZIONE Consideriamo A = {n € N : p,, ¢ vera}.

(i) = A ¢ induttivo. (i) =0 € A. Quindi N C A. Dato che A C N si ha
N = A. U

Esempi. (1) (“dimostrazione per induzione”) p, = “2™ > n+ 1”. Verifichiamo i):
1 =2%>0+1 (vera). Verifichiamo (ii): 2" > n=2""1 =2.2" > 2(n+1) =
2n+2>n+2= (n+1)+ 1. Abbiamo quindi dimostrato che Vn € N 2" > n + 1.

(2) (“definizione per induzione”) Se a € R, a # 0 si definisce: a = 1, a" ™! = a-a".
(Questa & una scrittura rigorosa per “a™ =a-a---a n-volte”)

(3) Il FATTORIALE DI 7 (0 n FATTORIALE):
ol=1, VneN (n+1)!=(n+1)-n!

ovvero (p.es.sen >3):nl=1-2-3---(n—1)-n. Quindi: 1! =1, 2! =2, 3! =6,
4 =24,
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(4) T COEFFICIENTI BINOMIALI si definiscono per n, k € N come

n!

0 se k>n

(in generale noi li useremo con 0 < k < n) In particolare (n) = (n) =1le
n

(nn1> - (T) -

Notare che si ha sempre

n\ n
k) \n—k
Il coefficiente binomiale (Z) per 0 < k < n ha anche un’interpretazione

combinatoria: ¢ il numero di sottoinsiemi di k elementi di un insieme di n elementi
(Verificate che questo & vero per k=0,1e k=n,n—1).

VARIANTI:(1) Se p,, & definita per n = k,k+1,... (k € Z fissato; p.es. k = —2),
e sostituiamo a ii) l'ipotesi “py ¢ vera” allora la tesi diventa: “p,, & vera Vn € Z
n>k.

(2) Al posto di (i) si pud sostituire I'ipotesi

“Yn € N(po Vpr...V pn):>pn+1”,

oppure: “Vn € N\ {0} pp—1=p,”

Definizione Una funzione il cui dominio € IN o un sottoinsieme di N si dice una
SUCCESSIONE. Se il codominio ¢ R allora si dice che la successione ¢ reale.
NOTAZIONE: si usa in generale la notazione n — a, in luogo di n — f(n), e la
successione si denota con {a,}.

NOTAZIONE: si possono avere anche successioni definite su sottoinsiemi di numeri
interi, cambiando un po’ le definizioni. E chiaro che nulla cambia in sostanza se la
successione, invece che su N, & per esempio definita su {n € Z : n > —3}, ecc.

18



6 SOMMATORIE. BINOMIO DI NEWTON

Definizione Il simbolo di SOMMA (0 SOMMATORIA): data una successione {a, }

definiamo:
n+1

0
2 ok =do ) o= Zak + ans1.
k=0
La def. di ZZ:Q ay, € una precisazione rigorosa di
ag+ay+...+a,.
IMPORTANTE: i) L’indice k & muto: ovvero non importa se gli si cambia di nome:
n
Zaj :Zak (=ap+a1+...+am);
j=0 k=0

ii) Se si hanno solo un numero finito di termini ay, . . ., a,, le definizoni si adattano
per n < m;
iii) Si definisce analogamente il simbolo

n
Zak (= am+ ame1+ ...+ an);

k=m
iv) Valgono le proprieta (m < ¢ < n)

n

Z(ak+bk): ak—l—Zbk; ank:cZak;
k=0 k=0

k=0 k=0 k=0
n n+p
ORTEND ST ST
k=m k=m+p k=p—n
n
E (@k41 — ar) = Gny1 — ao; E ar = E ag + E ag-
k=0 k=q+1

Esempio. Sia a > 0. Allora definiamo la successione

:Zak:1—|—a+a2+...+a"—1_~_an7
k=0

ovvero ottenuta come sopra con ajp = ak.
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Notiamo che se a = 1 allora s,, = n + 1, mentre se a # 1 si ha

" (1—a) 1-a
k=0 k=0 k=0

1 n . n+1 ) l—a”H
:1—a(za_ “)Z 1—a
k=0 k=1

La Formula del Binomio di Newton
Per ogni a,b € R (convenendo in questa scrittura che 0° = 1) si ha

(a+b)" = kzn:_o (Z) "Rk

ovvero (in termini pit “imprecisi”):

n n—07p0 n n—1z71
(O)a b+(1>a b +...
+< n )an—(n—l)bn—1+ (n)an—nbn
n—1 n
= a”+(n>a”1b+...+( " )ab”1+b”
1 n—1

ALTRA SCRITTURA: Vz € R, n € N

(1+2)" = ; (Z)xk

(a+0)"

Notare che si ha
(1+2)"=14nz+- - +nz"" '+ 2"

DIMOSTRAZIONE 1) Vn,k € N si ha
n+1 n n
k+1 k k+1
(si prova per induzione su k). Basta verificare che

(Z) * (kil) = (nn!— AIRECESY] (Z!_ K1)
n! (k + 1) nl (n — k)

HETD)(mn—R) T GrDln—k—1)ln—%)
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n! ((k+1)+ (n—k)) n!(n+1)

(k+1)!(n—k)! (k+ 1) (n—k)!
_ (n+1)! B <n+1>

(k+1)!((n+1)—(k+1)) \k+1

2) Proviamo la formula nella seconda forma: Vn € N

(pn) (1+2)" = kz} (Z)xk

po € vera:

% /0 0

_ 0 _ k _ 0 _ 0 _
1=01+2z) = E_O<k)x —(0>:I: =1-z'=1.

k

Se p, € vera, allora

I+z)" "t =0+az)- 1+z)" (1+x)z<z>x’“

n
_ <n31>x0+ (n;—l)xk_’_(rH—i) nal
k=1 +
n+1 <’I’L + 1) .
= Z )T
k=0
OVVEro ppi1 & vera. ]
NOTA: dalla formula provata si ottiene subito la formula “prima versione”: se a #
0 si scrive (a4b)" = a™(1+2)". U]
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