11 CONFRONTO TRA SUCCESSIONI DIVER-
GENTI
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(1) Sia a > 1. Allora lima—ﬁ = 400 per ogni 3 > 0.
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Dimostriamolo solo per a =4 e¢ 8 = 1. Si ha (ricordando che 2™ > n per ogni
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e il limite risulta +oo per confronto
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(2) Sia a > 1. Allora lim BRLS— 400 per ogni 3 > 0.
n log,n
Lo mostriamo solo per § = 1. Per definizione, dobbiamo mostrare che fissato
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o equivalentemente n > M log, n, per n ‘sufficientemente grande’. Prendendo
I’esponenziale di entambi i termini, si ha equivalentemente

a® > aMaloga n _ a]Mn7

ovvero
a” M
—>a .
n
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visto sopra che — — +4o0.
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(3) Sia a > 1. Allora lim - = 0.
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Per dimostrarlo notiamo che
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Sia k > @ un numero naturale (che terremo fisso). Allora
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Il numero C' = (Iik .

seguenti vale la stima

) ¢ una costante che non dipende da n. Per i numeri
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Dato che a/n — 0 anche a™/n! — 0 (per esempio usando il teorema dei due
carabinieri).
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(4) lim % = +o0.

Per dimostrarlo notiamo che
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e n"/n! — +oo per il teorema del confronto.

Esempi. Calcoliamo
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Notiamo che
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Dato che lim,, —g: = lim,, —gj =0, si ha

limu = lim(g)n = 400
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Analogamente si calcola il secondo termine; dunque il limite & nella forma +o00—o0
Razionalizzando la frazione si ottiene il limite
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12 SOTTOSUCCESSIONI

Definizione {b,} ¢ SOTTOSUCCESSIONE di {a,} se 3 f : N — N strettamente
crescente tale che

bk = af(k).

In genere si scrive ny invece di f(k), per cui
bk = a"k .

NOTA: si ha limy, f(k) = +oo.

Esempi. {4n?} ¢ sottosuccessione della successione {n?} (prendendo f(k) = 2k);

Le successioni costanti {1} e {—1} sono sottosuccessioni della successione oscillante
{(=1)"} (prendendo f(k) =2k e f(n) =2k 4+ 1 nei due casi);

La successione costante {0} & sottosuccessione della successione {cos(nmw/4)} (pren-
dendo per esempio f(n) = 8n+ 2). Quali sono i possibili limiti di sottosuccessioni
di tale successione?

Le successioni divergenti, rispettivamente a = +00 e —o0, {(2n)?"} e {—(2n +
1)2"+11 sono sottosuccessioni della successione oscillante {(—n)"}. Ne esistono
sottosuccessioni convergenti?

Teorema. a, — L = a,, — L V sottosuccessione {a,, } di {a,}.

DIMOSTRAZIONE Sia [ intorno di L e mg t.c. Vn > mg si ha a,, € I. Dato che
limg ng = +oo, dm € N t.c. Vk > m si ha ni > mg. Allora

an, €I Vk>m. ]
Corollario Importante. Se 3 {a,, } e {a,; } due sottosuccessioni di {a,} tali che
an, =L ay — L

e L # L', allora {a,} oscilla.

Esempio. Per dimostrare che {(—1)"} oscilla si pud notare che (—1)2" =1 — 1,
e (1)l =1 - —1#£1

NOMENCLATURA: il costruire una successione di una successione data {a,} si
dice “estrarre una sottosuccessione dalla successione {a,}”.
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Teorema. (di Bolzano-Weierstrass) Da ogni successione limitata si estrae una
sottosuccessione convergente.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo a < a, < b per ognin=0,1,....
Usiamo un procedimento per induzione che ci permette ad ogni passo di
ricondurci ad un intervallo di meta ampiezza del precedente. Definiamo

IO = [a,b], ng = 0.

Definiti Iy, ny definiamo Iy 1 € ngy1 come segue: denotiamo con ¢ = min I,
dr, = max I},

cet+di
2

a; per infiniti indici . denotiamo gli estremi di questo intervallo con c¢x41 € diy1;
e ngy1 =min{i : i > ng, a; € Ix11} (il minimo indice 4 pit grande di ny tale
che a; € Iyq.

e [i.11 ¢ uno dei due intervalli {ck, } e [%, dk} in cui cadono termini

In questo modo abbiamo una successione di intervalli I, = [cg, dr]. Questa
successione ¢ decrescente, nel senso che Iy C Ij. Questo significa che {c;} € una
successione non decrescente e {dj} & una successione non crescente; inoltre, dato
che ad ogni passo dimezziamo ’ampiezza dell’intervallo

dp — ¢, = max [, —min [, = 2*’“(6 —a).
Abbiamo anche una successioni di indici {ny} tale che a,, € Ij, ovvero
Cr < any, < dy.

Dato che {c;} e {dr} sono limitate e monotone, esse convergono. Chiamiamo
c e d iloro limiti. Abbiamo

d—c= liin(dk —cp) = 1i}£1127k(b —a) =0,

ovvero d = ¢. Quindi possiamo usare il teorema dei due carabinieri, ottenendo che
anche {a,, } converge.

O

Corollario. Da ogni successione si estrae una sottosuccessione che ammette limite.

DIMOSTRAZIONE Se {a,} ¢ limitata si applica il teorema sopra. Altrimenti la
successione non e limitata superiormente o inferiormente. Supponiamo che non sia
limitata superiormente. Allora definiamo ng = 0 e, per induzione,

N1 = min{i : ¢ > ng, a; > k}

(notare che questo insieme ¢ non vuoto, altrimenti {a,} sarebbe limitata superi-
ormente). La successione {a,, } soddisfa a,, > k e quindi ha limite +oo.

O
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