25 ALCUNI ESERCIZI SULLE DERIVATE

Risolvere i seguenti esercizi:

1. Calcolare derivata destra e sinistra in x = 0 di

f(x) = 4Vsinx2 + 7V cos 22;

2. Calcolare derivata destra e sinistra in x = 7 di
f(z) =|3sin|m — x| — 4 cos|m + z||.
(notare che per x — 7w+ si ha
f(z) = 4cos(m + ) — 3sin(z — 7),
mentre per z — m— si ha

f(z) = 4cos(m + ) — 3sin(m — x));

3. Calcolare la retta tangente in x = 1 al grafico di

1 + arctan(z? — x)
f@) = T

4. Calcolare la retta tangente in z = 6 al grafico di
f(z) = e” cos(mx) log(x — 5).
(notare che D(f-g-h)=Df-g-h+ f-Dg-h+ f-g-Dh);

5. Trovare i punti di non-derivabilita di

f(@) =Vl =1

(notare che
v—r—1 perzx< -1
fla) = vae+1 per —1 <z <0
v—xr+1 perO<az<l1
Ve—1 perz>1
e che nei rispettivi intervalli queste funzion i sono derivabili. Dedurre che 1 e —1
sono punti di cuspide, 0 & punto angoloso).
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26 IL TEOREMA DI De L’Hopital

Teorema. Siano f,g: 1 — R funzioni definite e derivabili in un intorno destro I
di ¢y € [—00,+00[. Supponiamo che sia verificata una delle due condizioni:
i) (forma 0/0) lim f(x)= lim g(z) =0;
r—x0+ T—xo+
ii) (forma co/oc) lim f(z) = lim g(z) = oo
r—xo+ T—x0+

Se esiste il limite

f'(x)

I ~r
oot g'(z)

allora esiste anche il limite

Le stesse conclusioni sono valide per il limite x — xo— (se f, g sono definite in un
intorno sinistro di xg €] — 00, +00]).

ESEMPI: tramite questo teorema possiamo ritrovare la maggior parte dei limiti
notevoli:

lim 227 — (9) = (g) = 1im €7 =,
z—0 X 0 z—0 1
. et —1 0 r
i —— =@ =) =ln =1
log(1+ ) 0
1 = =(H)= =1;
z—0 x ( ) ( ) T—rr%l‘+1 ’
lim i—(—s_;.o)—(H)—hmi——l—oo
z—too x 400’ a0 1 ’
log x +o0 1/x
| =(—)=(H)= 1
(a>0) tim 5T = (X — ()= 1T
= lim — =0
r—+00 QT*
. . log|x| —00 ) 1/x )
ol = Jiny e = () = U0 = iy 5y = ) =0

Il Teorema di De L’Hopital puo semplificare il calcolo di limiti complicati:

. log(sinx? + cos z) 0
limy S = ) = ) =
2z cosz? —sinz, 1 . 2zxcosz? —sinx
(—)— =lim ——M— =
z—0" sinz2+cosx ’2x z—0 2z
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. . sinx 1
lim cosz? — lim =1--=
z—0 z—0 21 2

| —

Attenzione pero a non “eccedere” nell’uso: il limite

sin® z

I
200 4

¢ banalmente uguale a 1 (applicando il limite fondamentale e la continuita di y°);

si puo anche risolvere usando solo il teorema di De L’Ho6pital , ma si deve derivare

5 volte:
. sin® z
lim
x—0 SCS

= (H)

-4
. 5sin“xcosz
lim —— = (H)
z—0 Y
. 4sin®xcos?z —sin®
= lim =(H)
x—0 4%‘3

. 12sin? zcos® x — 8sin z cosx — 5sin? x cosx
= lim 5 =...
x—0 12z

Attenzione anche al fatto che se non esiste il limite del rapporto delle derivate
allora non ¢ detto che non esista il limite del rapporto delle funzioni: evidentemente,

prendendo f(z) =z +sinz e g(z) =z, si ha

F@) gy 42T g

r——+00 g(:v) T—+00 xT
ma invece ,
lim f/(:v) = lim 1+cosz
r— 400 g (:L‘) r——+00
non esiste.
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