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Materiale svolto a lezione e non presente sul libro di testo, A.A.2014-2015
Gli esercizi per casa e non svolti a lezione sono contraddistinti con &

Gli esercizi svolti a lezione sono contraddistinti con e

Lezione del 30/9/2014

Esercizio Sia F C R, F = {z € R: =z = %,n € N}. Ogni punto ¢é isolato ed inoltre
E" = {0}. Ne segue OF = E U {0}.

o —
, n,m € N}. Trovare E', 0F, E, (E')', E
Risposta Ciascun punto di E' ¢ isolato in quanto se n — +o0, x,, ,, — 0 ¢ E. Ugualmente
x,  ———1/n ¢ E. Dunque E ¢ chiuso.

n,m m——+oo

E'={reR:x=1 neN}uU{0}; (chiuso)

n’

Esercizio Dato l'insieme £ = {r € R: 2 = 77—
+nm

OE = EUE'; (chiuso) E =0, (E') ={0}, (chiuso) FE = FEUE’ (chiuso).
Esercizio Dato l'insieme F = {z € R:x = %,p,q interi primi fra di loro}, trovare OF.
Risposta OF = Q.

Esercizio Dimostrare che ¢ aperto l'insieme A = {z € R|P(z) > 0}, dove P(z) ¢ un

polinomio.

Dimostrazione Sia A = {x € R| P(x) > 0} (ossia A ¢ la controimmagine secondo P(z)
dell'insieme (0, 4-00); vogliamo mostrare che ¢ aperto. Sia dunque z, tale che P(x,) > 0.
Dobbiamo mostrare che esiste un intorno U di x, tale che se € U allora P(z) > 0.
Supponiamo che P(z) = Y p_,a,z”. P(z) = P(z,) + P(z) — P(z,) = Yp_japrt +
S0 ay(z" — 2¥). Dalla definizione di coefficiente binomiale risulta che (si dimostra per

induzione)

k—1

et (e o5 (e

J=0

poniamo j 4+ 1 = p ed otteniamo

) M R EACEr

p=1

Se | — x,| < 1 maggioriamo

p=1

k

k
k 1 .
S|x_$o|z:< _1>|xo|p b= x—xo|ZSk
p=1 p p=1
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k
T _xo|ZSk = ‘x_xo‘Rk
p=1

In tal modo possiamo stimare

|P(x) = P(a,)| =) ay(a" —a5)| < |o —z,|R
k=1

R= Z |ag | Ry,
k=1
Dunque si ha P(z) > P(z,) — |P(x) — P(z,)| > P(z,) — |z — z,|R. Ora prendo |z — z | <
min{%, 1} per cui P(z) > $P(z,) > 0 per definizione di z,. Dunque A & aperto.

Si sara notato come essenziale sia P(z,) # 0.

Lezione del 02/10/2014

Data una funzione f: E C R" — R, si ¢ data la definizione di restrizione di f.

e Enunciato del teorema: lim f(z) = [ se e solo se lim f|p(xz) = [ dove f|p ¢ una
=z, -z,

restrizione di f. Qui z, ¢ un punto finito oppure all’infinito ed [ ¢ finito oppure £oo.

e Analisi dell’esistenza del limite in tutto £’ per le funzioni

) 1 selyl>a? 1 selyl > e~ /%
Y rY 2’y 1 0 1 0
9 9 9 Se — P =
x2 4+ y? Va2 + y? w4y Y ey
0 altrimenti 0 altrimenti

Esercizio

Sia z, € R?\R? (ossia bisogna fare il limite all’infinito). Si dica quale delle seguenti due
affermazioni ¢ vera (eventualmente tutte e due):

1) E={zcR?®|z>a, y>a, a>0} *y:E - R lim, ,, 2%y = 400

2) E={zecR?|z>0, y>0} z*y: E — R? lim, ,, %y =400

Risposta

Cominciamo da 1). Detti V= {z € R?|z>M,M >0}, U, = {z c R*||z| >rr >0},
dobbiamo mostrare che
VM>03r>0|zeld.NE = nyEVM ossia 2%y > M.

2y > C\/x2 + 12, (C' da calcolare)

27/dicembre/2018; 0ora605 2



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

1 1
Eleviamo al quadrato zy? = §x4y2 + §x4y2 > C?(x? + 9?) per cui

%m4y2 > 022 %mQyQ > (2
e cio e implicato da
1 2 a' 2 2
S@y)’ 25 20 = C<d/V2

L’altra equazione ci da
1 1

ed anche qui operiamo

zt >

%a‘lzCQ — C<d?/V2

N| —

Abbiamo ottenuto che per z,y > a > 0 e per C < a®/+/2 si ha

2y > C\/22 +y2

Ne segue
22y > Oy +y2 > M = r>max{M/C,a} > max{M\/ﬁ/aQ,\/ﬁa}

Si puo notare come r = r(a, M) — 400 per a — 0 per ogni valore positivo di M. Questo
fatto ci dice che il secondo limite e falso. Prendiamo le due restrizioni di f determinate
dai sottoinsiemi di

E, CE, E, ={z € E:x =y}, E,={zc Ey=1/2%}

Chiaramente lim f|p = 400, f|g, (z) = 1 per cui il limite vale 1. La conclusione & che
T,

il limite in 2) non esiste.

x3y3 xy5

1#) Dire in quali punti di R? esistono i limiti delle seguenti funzioni: , ,
) Dire i analip ; Byt TPl

2 2

x
g\/ 2 + 92, ty . Nel primo e secondo, usare opportunamente la disuguaglianza
x

1
(ayaq---a )" < =(a; +ay,+...+a,) con a; > 0 per ogni i = 1,...,n).
n

2)# Per le stesse funzioni si dica se ammettono limite all’infinito.
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Svolgiamo solo la prima. Dal momento che f(0,y) = 0, se il limite esiste, deve valere zero.
9/2

Prendiamo ora la restrizione f(\/y,y) = G — 400 per y — 400 per cui il limite non
Y

esiste.

3)# Dire se esiste il limite all’infinito della funzione f(z,y) = x>y nei due casi
E={zcR?|2>0, y>a>0} z*y: E — R?
E={zcR?’|z>a>0, y>0} z*y: E — R?

4)# Sia dato un insieme F C R. Si dimostri che I'insieme dei punti isolati di E ¢ al piu

numerabile.

Svolgimento Sia A l'insieme dei punti isolati di E. Per definizione, dato x € A, esiste 4,
tale che (x — 6,z +0) N E\{z} = (). Poi prendiamo l'intervallo I, = (x — /2, z + ¢/2). Cio
implica che, detti I, e I, due intervalli costruiti come prima, si ha I, N[, = 0. Sia ora f
la funzione che ad ogni x associa il numero razionale « € I,. La funzione f e iniettiva in
quanto [, N[, = (). Essendo 'insieme dei razionali numerabile, 'insieme dei punti di A
non puo essere non—numerabile.

4)# Sia dato un insieme E C R". Si dimostri che l'insieme dei punti isolati di E & al piu

numerabile.
Svolgimento Replicare I’argomento precedente.

5)# Sia dato un insieme E' C R"™ non numerabile. Un punto x € E ¢é detto di condensazione
se B,.(x) N E ¢é non numerabile per ogni r. Dimostrare che tutti i punti di F, tranne un

sottoinsieme al pitt numerabile, sono punti di condensazione.

Sian = 1. Da FE togliamo i punti isolati ed i punti interni se ve ne sono. I punti isolati non
sono chiaramente di condensazione ma sono numerabili per quanto scritto sopra. I punti
interni sono chiaramente di condensazione. Rimangono i punti appartenenti a OF e che
sono pure in E’. Sia E tale insieme. Se & numerabile, allora non ¢’¢ nulla da dire. Supponi-
amo sia non numerabile e supponiamo che sia costituito da punti di non condensazione.
Suddividiamo la retta in intervalli di lunghezza 1. In almeno uno di essi, diciamo [a, a + 1],
deve esservi una quantita non numerabile di punti di E. Facciamo una ulteriore divisione
di [a,a+ 1] in due sottointervalli di lunghezza 1/2. In almeno uno di essi deve esservi una
quantita non numerabile di punti di E. Si procede con sezioni successive e nel limite si
ottiene un punto p che non e detto appartenga a E. Di certo in ogni intorno di p ¢’¢ una
quantita non numerabile di punti di E. Per costruzione, vicino quanto voglio a p, trovo un
punto di F ed un intorno aperto di esso detto V, tale che ogni aperto in V' contiene una
quantita non numerabile di punti di Ee questo ¢ in contraddizione con ’ipotesi.

Con n > 1 e praticamente la stessa dimostrazione.
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Lezione del 06/10/2014

Studio dell’esistenza del lim Y v/ 22 + y? sia usando le coordinate polari che in coordinate

z—0 T
cartesiane.
Yy
Va2 +y?
Del file denominato ”funzioni di piu’ variabili”, si possono fare tutti gli esercizi 1.7, 2.7,
4.7

Studio della derivabilita e della differenziabilita della funzione

Lezione del 07/10/2014 Calcolo della derivata f,, (x) per ogni x € R? della funzione
dell’esempio 2 pag.52.
Un chiarimento sul TEOREMA di SCHWARZ

Sembra che sul libro non sia molto chiara la provenienza delle espressioni F'(x) = f(x,y) —
f(z,y) e G(y) = f(z,y) — f(zy,y). Quanto segue dovrebbe fugare ogni dubbio residuo.

o f A, o Byy) = Fy (@0, 90)
m(&o) = %@f(&o)—mlgxy}o Y x_xz =
lim lim f(x7y) - f(x7y0) - (f(x07y) - f(ajO’yO)) —

T—=x0 Y—Yo (.’L‘ — xo)(y — yo)

Ora, detta F(x) = f(x,y) — f(x,y,), si ha

f(:z:,y) - f(x7y0) - (f(flfo,y) - f(x()?yo)) = F(:ZJ) - F(:ZJO)

D’altra parte

f, . 99 _ o fol@oy) — fal®o,v0) _
%@o)—a—y%f@o)_ylggo ) Y=Y =
lim lim f(flf,y) - f(x()?y) - (f(x7y0) - f<x07y0)) —
Y—Yo T—T0 (:13 —xo)(y— yo)

Ora, detta G(y) = f(z,y) — f(zy,y), si ha

f(x,y) - f(xo,y) - (f(x,yo) - f(xmyo)) = f(x,y) - f(x7y0) - (f(x()vy) - f(x()?yo)) =
=G(y) — Glyy) = F(x) — f(x)

e poi si prosegue come nel libro.

Lezione del 9/10/2014
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Definizione Sia data una funzione f: E C R" — R differenziabile un numero sufficiente di
volte. Definiamo le seguenti grandezze df(go)déf Yoy o (), d’f(z, )dff Z” 1 fow, (@) dz,da
d"f(z,) = D i i ip=1 fai, oo, (z,)dz;, ...dz; rispettivamente il differenziale di ordine
1,2, etc.. Si puo anche scrivere h; al posto di dz;.

Sia n = 2.

df* f(z,) ¢ la derivata direzionale df(z,) - h

d*f(z,) & il polinomio quadratico f,,(z,)hT + f,,(z,)h + 2f,,(z,)h hy
& [(2,) = frna @)T + [y (@05 + 3f gy (2,03 Ry + 3, (2,)h3hy

Sia n = 3.

d*f(z,) ¢ il polinomio quadratico f, (z,)hi + fyy(_o)h2 + f..(z,)h3 + 2f iy (2,) Py hy +
2f$z( )h h’ +2f ( o)h2h3

d3f(£o) = maf:m( )h’3 + fyyy( )h’3 + fzzz( ) 3far;my( )th + 3fmaf:z( )h’ h’ +
3f,ye(@)h3hy +3f,,. (2, )h3hs + 3f, .. (z,)h3hy +3fzzy<_o>h2h + 6. (2,)h hohg

Sussiste il seguente Teorema (di Taylor per funzioni di piu variabili)

Teorema Sia f:E C R" — R m volte differenziabile in x € E. Sia h € R™ tale che il
segmento [z, z + h] € E®Y. Vale allora f(z +h) = f(z) + S pe, @ f(m) + o(||h]|™) per
h — 0. Inoltre

1) flz)+> 7,1 1

2) Se f e m volte differenziabile in [x,z + h], le derivate di ordine m sono ivi continue, f
¢ m + 1 volte differenziabile in (z,z + h) esiste A € (0,1) tale che

e l'unico polinomio di grado < m che verifica la relazione precedente

flzx+h)=

+Z k' (m+ 1)!

Dimostrazione La prima parte della 1) si dimostra per induzione. Se m = 1 ¢ la differen-

ziabile. Sia F(j)(h)dEff( +h)— f(z) — ‘,1 1 dkf:,(x) e supponiamo che FY(h) = o(||h|”)
per h — 0, 1 < j < m — 1. Vogliamo far vedere che F™ (h) = o(||k||™) (che F(™ esista,

(2.4) In [BD1], Teorema 7.6 pag. 333 e [BD2], Teorema 9.12 pag. 403, vi ¢ [z,z+dz]CA. Ad eccezione di A al

posto di E, non pud accadere che [z,z+dz]=F in quanto E non sarebbe pili aperto e del fatto che E debba essere

aperto non vi ¢ dubbio
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¢ conseguenza del fatto che f(z) & m volte differenziabile). Ricordiamo che(®-*)

k k
k! - : 9" f(x)
d" f(z) = ———————h{ Ry : — :
il,ig,.Z,:in_o i lig) i 1t (0xy)4 (0xy)?2 ... (Ox,,)
i1 +ig+...+in=k
e quindi d" f(z) ¢ un polinomio nelle variabili hy,...,h,,. Fm (h) € m volte differenzia-

bile in A = 0 e le sue derivate si annullano. Cio implica che (9hz_F (m)(ﬁ) e m — 1 volte
differenziabile e per I'ipotesi induttiva abbiamo 8hiF(m)(@) =o(||n|™ ) i=1,...,m. Per
il teorema del valor medio

FO(h) = FT™(0) = FU"™ (h) = 9F "™ (W)h = o(||k|"~") - b = o(|[al|"™), € [0,]

Unicita ; supponiamo che esista un polinomio P(h) di grado < m tale che f(z+h)—P(h) =
o(||lhI™). Essendo

d* f(z)
k!

+o(|[R]|™) = T (k)

NE

flz+h) = fz)+

k=1

ne segue che P(h) — T (k) = o(||k||™). D’altra parte supponiamo che P(h) # T™ (k).
Cid vuol dire che almeno uno dei coefficienti di P(h) & diverso da quello di 7™ (h) avente
lo stesso ordine e quindi non pud essere P(h)—T™) (k) = o(||k]|™) in quanto i due polinomi

sono di grado < m.

h

2) Con le ipotesi date, la funzione ¢(t) = f(z +tv), v = p & m volte derivabile in

[0, ||2||] e m + 1 volte derivabile in (0, ||k||). Possiamo applicare il teorema di Taylor con
resto di Lagrange per funzioni di un variabile per cui ¢(t) = ¢(0) + > ;- %gp(k)(())tk +

(m}rl)!go(mﬂ)(j\)tm“, 0 < X<toppuret <\ <0.Set=]h|, si ottiene (guardiamo solo

n

(2.5) Si noti che tale espressione & uguale alla formula dkf(g)zz fmil Ty iy dr; dz;, ...dmik, suc-

01,40, i=1

cessiva alla (7.29) del libro [BD1]
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I'ultima derivata)

1 zjfm—‘,-l
j=

. 0" f(z + \v) e
(0z,)% (Owy)2 ... (Ox,,)in ([[2[]) =

B 1 (m+1)‘ hl i1 h’n in
T (m+1)! Z illz’z!...in!(!IhH) (thl)

0" f( + Al|h[Jv)

i m—+1 —
@) (9wy)5 ... (@)1 W)
_ ! $S Ot Nl
(m+1)! i iigl. i) (0x,)% (0x4)% ... (Ox,)"
Zj 1 ig=mtl
_ 1 m—+1
= md f(z+ Ah). i

Notare che, ad esempio, da 0 < A < ¢ < ||A, scrivendo A = A||A||, ne segue 0 < A < 1.

Esempi Si voglia sapere il polinomio di Taylor di ordine < 6 nel punto (0,0) della
funzione cos(x,x3). Poiché x,25 — 0 per  — 0 usiamo le formule del coseno: cos(z,z3) =

1 a8
1-— x2x4 :z: 2 +o :z:5a:10 Se dimostriamo che lim ——2-2_— = 0 il polinomio che
iz}

. . 1 . .
cerchiamo ¢ 1 — 2:(: 225. Ma < x]x3 e quindi tende a zero. Si tenga presente

2 23
(21 +3)
che cio che nel Teorema e z, nell’esercizio e 0 e cio che nel teorema e dzx, nell’esercizio e
(2, ,). Senza l'unicita avremmo dovuto eseguire le derivate della funzione fino all’ordine

6.

Esempi Si vuole calcolare il polinomio di Taylor di ordine 1 della funzione f(x,y) =
In(1 + 2(1 + y)) centrato in z = 0 e y = 1. Poiché x(1 +y) = 0 per x = 0, possiamo
usare In(1 4 2) = z + O(2?) da cui In(1 + 2(1 +y)) = z(1 +y) + O(z*(1 +y)?) e quindi
il polinomio ¢ P(x) = x. Se invece vogliamo il polinomio fino all’ordine 2, dobbiamo fare
In(1+z(1+y)) = 2(1+y)—Lz*(1+y)* +O(2*(1+y)?). Riscriviamo z(1+y) — 12*(1+y)?

come z+xz(y—1)+z— 12 ((y—1)+2) =2z+z(y—1)—iz” (4)—§x2<2(y—1)—|—(y—1) )
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e —1a? (2(y - 1)+ (y — 1)2> ha ordine 3 per cui il polinomio di ordine 2 ¢ P(z,y) =

22 + x(y — 1) — 222
Lezione del 13/10/2014

Calcolare il polinomio di Taylor centrato in (0,0) di ordine minore o uguale a 6 della
funzione cos zy?.

Calcolare il polinomio di Taylor centrato in (0,0) di ordine minore o uguale a 10 della

3
funzione ™Y .

Calcolare il polinomio di Taylor centrato in (1,0) di ordine minore o uguale a 10 della

. 3
funzione e*¥ .

Trovare i punti critici e discuterne la natura delle funzioni definite su tutto il piano 22 +

v’ —ay, ot + oyt 2t =yt 2t — P

Lezione del 14/10/2014

definizione di serie, definizione del carattere di una serie, condizione necessaria a; — 0,
divergenza della serie ) 1/k dimostrata con l'integrale di 1/z, convergenza della serie
S"1/kP, p > 1 mediante l'integrale. Definizione del carattere della serie 3 a” in funzione
della base a.

Teoremi del confronto: 1) 0 < a;, < ¢, e Y ¢, convergente, implica ) a, convergente, 2)
0 <d, <a; e ). d, divergente, implica ) a, divergente.

Sia a; > 0. Se klim kPa, =1 # +oo per p > 1, allora ) a, converge.
—00

Sia a;, > 0. Se klim kPa, =1 0 per p <1, allora ) a, diverge.
— 00

Criterio di D’Alembert o del rapporto, criterio della radice.

) 2
1
Convergenza della serie g S;iz convergenza della serie E ln217:z2 convergenza o
divergenza della serie E (1 + &) in funzione di «
n e n o

Divergenza della serie > 1/(k1In k) mediate 'uso degli integrali

Lezione del 16/10/2014

e Criterio di condensazione di Cauchy con dimostrazione: Sia a, \ 0. Y a, converge se
e solo se converge 3" 2%ay,..
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Dimostrazione Basta osservare che

—+o0o +o0 [e’e) ()

ed invocare il teorema sulla convergenza delle successioni monotone limitate.

Applicazione alla serie > 1/(kIn” k) in funzione di a.

oo
e Dimostrazione che, definita la quantita E a;, = Ry, se una serie converge allora
k=N+1
lim Ry =0.
N —o00

e Definizione di serie assolutamente convergente . Dimostrazione che se una serie con-
verge assolutamente, allora converge semplicemente. Applicazione alla serie ) (sink)/k®
al variare di a.

e Serie di Leibnitz con dimostrazione.

Esercizi svolti in aula. Discutere la convergenza delle serie: Z (In(e™ 1 ( Z kk’
n(e>" e"

Z i Zl 1 —I— 1)k Z i che non ¢ una serie di Leibnitz in quanto
VE |7 42kt 3(—1)F q

1
m tende a zero in modo non monotono.
& Si studi la convergenza della serie Z(—l)k/(:}k‘ + k((_1>k —1)),

& Si studi la convergenza delle serie > 1/(k(k+ 1)), e > 1/((5k — 1)(5k + 4)), (scomporre

in fratti semplici, scrivere la ridotta parziale s, e...... )

) ) )
. Si calcoli E ak con |CL‘ <le poi E ]{TCLk € poi E kQak. [Suggerimento: nel primo

caso scrivere a"L+a’"+1—|—a"L+2—|—...:a"L(1+a1+a2—|—a3+...). Nel secondo caso scrivere (k—l—l)alc al posto di ka® e
procedere. Analogamente nel terzo.]

. . . . ag
# Sia a; > 0. Dimostrare che la serie ) a,; converge se e solo se converge la serie ) &
dove S =a,+...+ a,. |“Usare Cauchy”

k 1 k

@& Discutere la convergenza delle serie seguenti (per alcuni esercizi, non tutti quelli dove & presente
n!, & utile sapere che n!w(n/e)"\/27rn>

o) QHW > 5/2 1.2 > 1 > 12
;T’;n (1—0035) ,;ma;(l—ms%),

e 1 > 2 1.4 — 1 > . 1 = 1
DBy 1D DLECLCE D Dirvops miD DLl brr 2D Wi Tewarm s
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oo oo oo

1 n V2n+1 -+
Zlntan a3 Zm, Z(el/ —1)7 Zlnl/Q HS/Q’Z z )

n=1

Soervane, Y S 5

n P
& Al variare di p si studi la convergenza delle serie Z ((1—1——) — —> ,

= () ) () )

& Si studi la convergenza delle serie al variare dei parametri
Zn_a__ Z (n+1)p+q7 Z(ln n>_n7
& Si studi la convergenza delle serie S (Inn)~ ™", S (In(lnn))~ "™, eﬁ:“ > 6,1(2:1)!,

n—1

n"" Z(lnn)—ln(lnn), Zn—l(lnn)—l—(lnn)*l

enn!’

Si studi la convergenza delle serie al variare di a, b, ¢ Z(a% — %(b% + c%)>

& Dimostrare oppure confutare con un esempio: se lim,_ . f(n) = 0 allora la serie
S ") diverge.

n (_)nn3/4
# Dire se convergono le serie Y 1, Z(l - an) e > (—)" ( — %%)

& Al variare di m intero relativo, dire se converge la serie g < )
n
n
& Siaa, \,0e ) a, convergente. Ne segue hEIrl na, = 0 (usare Cauchy”). Utilizzare tale
n—-—+0oo

risultato per dimostrare che Zn no 1= diverge

# Sia 0 < n; < ny, < ng < ... una successione crescente di interi. Dimostrare che

o0

Z M1 — Mg

— = 400 [http://Www.math.purdue.edu/pow/fall2013/pdf/solution12.pdf]
n

k=1 k

Lezione del 20/10/2014

. .. Qpyq k+1
Teorema Siano a;, b, > 0 definitivamente. Se accade che —— < b allora se ) b,
A k

converge, converge pure y . a, e se y_ a, diverge, diverge pure Y b,.

Dimostrazione Sia a,, b, > 0 per ogni k > k,. Abbiamo

S T N S R S R 8|
A, A Qp_q Qp_o ag, b b1 b, ko bk,
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Cio implica
ko
A1 < b—bk—H
ko

e la conclusione € ovvia.

a
Corollario Sia a;, > 0 definitivamente. Suppponiamo che Rl — 1 — %E(k) con
ay,

E(k) — 1. Se p > 1 la serie Y, a,, converge. Se p < 1 la stessa serie diverge.

. . . —a  Yr4+1 1 —a a 1 a 1
D —ke, ALy i) =1-2(1+0(5)) =
imostrazione Sia v, = k o, ( +k> k+0(k2) k( +O(k>
1—EE(k).Sia ora %:1—£E(k) con p > 1. Certamente
k aj, k
Akt p a
—— =1—-=FEk)<1-—+F
“ L E(k) <1 - E(k)

per un opportuno 1 < a < p da cui la convergenza della serie > a,. D’altra parte se p < 1,
posso selezionare un p < a < 1 da cui

e siccome Y v, diverge, diverge pure ) a,.

nn

e Applichiamo alla serie Z a, = Z

enn!’

ppr _ 1<1+1)—k _Lokmad) _ L k(-5 t0GE)) _ ok tO(?) _ 1_i+0(%)

a e k e e 2k

n

per cui la serie diverge.

e Applichiamo ora a Z a, = Z m.
Ant1 _ (n+ 1)"t 1 _ (4 1 A 11 e(n—l—l)ln(l—l—%)l; _
a, nn e(n+ 2) n el+2 el+2
= R G L (1 2 o)) = e B 0GR (122 4 0( ) -
e n n e n n
1 1 2 1 3 1

=|1-—+0(= 1-—4+0(=)|=1-—+4+0(=

< ot (n2>) ( n (n2)> o * (n2)

per cui la serie converge.
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n

e Applichiamo di nuovo stavolta alla serie Z H (2—e*)conacR. a, = H(2 —eF)
n=1 k=1 k=1

n
. . . . . E
Troviamo per quali valori di a, lim H (2—e*)=0. E come dire
n—oo

n

lim (2 —ek)

wls

=£&ID

Equivale a dire

nlLII;OlnH| —e¥r)| = h_)n;ozm\2—ek)|:—oo

A seconda del valore di a, un certo numero di termini potrebbero avere argomento negativo

a/k

ma definitivamente 2 — e® " > 0 per cui ci basta dimostrare che

(1)

8

lim In(2 — e% = —00 <=
Jim, 3 3 n(2
k=ko k=ko

Ora

In(2— ef) =In(L+ 1 ef) = (1= eF) - (1= e} + O((1 - e})*) =

(1 —1- % +O(%)) — %(1 —e®)2 4+ O((1 —e¥)?) = —% +0(k™?%)

da cui la (1) se @ > 0. Dunque a,, — 0 se e solo se a > 0. Ora

n+1 s~
Onpr _ ey 2=e®) o en+1—2—1——+0( 2)
an Hk:1(2_ez) n+1

per cui la serie converge se a > 1 e diverge se 0 < a < 1. Se a < 0 la serie non converge.
_1)%

vk

Non ¢ una serie di Leibnitz non essendo a segni alternati.

e Discutere la convergenza della serie Z dove {¢,,} = (1,1,-1,—-1,1,1,—-1,—-1,...).

Scrivere quattro termini consecutivi e verificare che, detto a, il primo di essi, si ha a; +

—3/2

A1+ apigtag, 3~k . “Cauchy” completa la dimostrazione.

e Studiare la convergenza di E ay sink dove a; \, 0. Non ¢ una serie a termini positivi
né di Leibnitz e pure “Cauchy” sembra non funzionare. Bisogna usare il criterio di Abel.
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Criterio di Abel Sia |Z b.| = B,, < M per ogni n. Allora se a;, \, 0, la serie > b,a,
converge.

n n

Z byay, = Z( — By_1)ay, = Z (Bray, — Bj_qa,_1) + Z By _i(ay_1 —ay) =

= Bnan - Bm—lam—l + Z Bk—l(ak—l - ak) =

k=m

Inoltre

—1<k<n

| Z By y(ag_y —ap)| < _ max | Byl Z ap_y —ap < M(a,_, —a,)

k=m

Ne segue che

| Z bkak| S |Bn|an + |Bm—1|am—1 + M(an + am—l) S 2M(an + am—l) <e¢

k=m
non appena m e n sono grandi abbastanza. La conclusione ¢ che )" a, sin k converge.

n
E rimasto da dimostrare che | Z sin k| < M per ogni n e per un qualche M.

k=1
- 11—t
Partiamo da coskx + isinkz = (cosz + isinz)® = z¥ e scriviamo sz =5
—z
k=0
1—z"+1\ 1+ 2" 2
da cui | 2F| < | < < e |l —z| = +/2—2cosz Siccome
Z 7| 12| 1— 2|
sin kx = (zk - )/(22) e siccome [Z"| = |2" "] si ha

sink| < ————
‘Z ' ‘ \/2—20081

Lezione del 21/10/2014

Dimostrare che la serie ) a, converge se e solo se converge la serie ) g—i dove S, =
a; + ...+ a;. Abel-Dini

Supponiamo che ) a, converga ossia esiste S (positivo chiaramente) tale che per ogni

e > 0 esiste n_ tale che n > n_ implica § —¢ < Zak < S + €. Scegliamo ¢ = S/2 Ne
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2
segue che ;—k < Sak = % per ogni k > n_. Per il criterio del confronto (14/10/2014)
& —€

la serie > a, /S, converge. Supponiamo ora che la serie ) a, diverga. Data la monotonia
di a,, la serie Y a, o diverge o converge ma non puo essere indeterminata. Sempre dalla

n

monotonia, sappiamo che S, ,; > S;. Vogliamo dimostrare che lim Zak/sk = +oo.

n—oo

Dal criterio di Cauchy dobbiamo far vedere che
) ) —
3e>0: Vkﬂm,n>k.}§:s—k>e
Ora

g Qg g Q. - Sk_Sk—l 1 g Sn_Sm—l m—1
ks Zko_ Tk Mkl .~ _ _tn Ym-1 g
Sy~~~ S S 2 (5=S1) S S

Siccome S, — 400, dato un qualsiasi m—1, posso trovare un n cosi grande che S, /S, <
1/2 da cui

S
= S, 2
da cui la divergenza della serie.

e Data la curva z(t) = ¢, (t) = (1 + cost) cost, y(t) = py(t) = (1 + cost)sint, t € [0, 27].
La curva e chiaramente chiusa. Vediamo la semplicita .

01(t) =p,(t') < cost—cost’ = (cost’ — cost)(cost+ cost’)

Abbiamo due possibilitdh . La prima: cost = cost’ da cui ¢’ = 27 — t. La seconda: se
cost — cost’ # 0, otteniamo —1 = cost + cost’.

Nel primo caso abbiamo
0o(t) = o(t') <= (1 +cost)sint = (1+cost)(—sint) <= (1+cost)sint =0

quindi t = 7 oppure t = 0 oppure t = 2.t = w ci dat’ = 7 e quindi non viola la condizione
di semplicita . t =0cidat =27 et =27 ci da t' = 0 per cui complessivamente dal primo

caso non emergono argomenti per dire che la curva non e semplice.

Secondo caso.
0o(t) = @o(t') < (1+cost)sint = (1+cost’)sint’ <= —cost'sint = —costsint’
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se cost # 0 e cost’ # 0, otteniamo tant’ = tant ossia t' = 7 +t. A questo punto dobbiamo
vedere se esistono dei valori ¢ e 7+t per cui ¢(t) = @(m +t).

(1 +cost)cost = (1+cost')cost’ <= (1+cost)cost =—(1 — cost)cost

Essendo per ipotesi cost # 0 ne risulta la relazione assurda 1 = —1.

Da ultimo ¢ rimasto supporre nell’equazione — cost’ sint = — costsint’ che cost = 0 e/o
cost’ = 0. Se cost = 0 abbiamo ¢t = /2 oppure ¢t = 37/2. Da —1 = cost + cost’ si ha
cost’ = —1 e quindi & impossibile risolvere — cost’sint = —costsint’ in quanto a destra
avrel zero ma a sinistra —1 -1 se t = 7/2 mentre —1 - (—1) se t = 37/2.

Se cost’ = 0 allora t' = 7/2 oppure t' = 37w/2 e si procede allo stesso modo. Finalmente la
conclusione e la semplicita della curva.

Lezione del 23/10/2014

Esercizio indirettamente suggerito da uno studente e riferibile a Callegari. Dimostrare che
252
a0 26 4 8

(tale formula puo essere utile anche in altri esercizi della stessa fatta) e vogliamo che

6 8 6 8 6 8
P <5, 2L <20ppure —— <5, —— <2oppure —2— <5, —_ <2,
P+q P+q P+q P+q P+q P+q
p =4 e qg=1 vanno bene per cui
i) 24 8 |2[°y? 5 12
6 8 5 = 0< 595
TV ey 7Y 24 g8 = (oo Y

da cui il risultato.
Come non si usano le coordinate polari.

pcos® tsin? ¢

Passando a coordinate polari si scrive . A questo punto, senza nessuna

cosbt + p2sin®t
giustificazione se non quella, sbagliata, per cui p®sin®t sarebbe trascurabile rispetto a

pcos® tsin’ ¢t

cos® t per p — 0, si passa a e poi senza pensarci su, si dice che siccome

cosb ¢
p — 0, il limite vale zero. L’errore sta nel ritenere p?sin®¢ trascurabile rispetto a cos® ¢

27/dicembre/2018; ora605 16



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

ed infatti, qualunque sia p, si pud sempre trovare un valore di ¢ vicino a 7/2 per cui &
cos® ¢t ad essere trascurabile rispetto a p?sin?¢. Inoltre, quandanche si arrivasse ignari a

54 2
pcos’tsin“t | . .
I ci si dovrebbe porre il problema che per t = w/2 la precedente frazione non
cos

pcos® tsin’ ¢ P sin? ¢

ha senso e se anche si scrivesse per t # 7/2, , come prima, per ogni

cosbt cost
p esiste un valore di ¢ vicino a 7/2 che rende la frazione grande, non piccola.

e Calcolo della lunghezza della curva: ¢(t) = (¢(), p,(t)) = (t, at?), —b <t <b.

e Calcolo della coordinata x del baricentro geometrico della curva ¢(t) = (p,(t), p5(t)) =
(t,at?), 0 <t <b.

# Si calcoli la massa di un filo disposto lungo il grafico della funzione f: [, 7] — R,
f(z) = b~ 'sin(bx) ed avente densita d(x,y) = 6,+/1 — b2y?
Lezione del 27/10/2014

e Calcolare fvw dove w = ydx + 2xdy e v = (t, ), 0 <t <1,
0f7w dovew:ydx+2xdye1:(t,t2),0§t§1,
ofvwdovew:ydx-i—xdyel:(t,t),0§t§1,

oflw dovew:ydaj—l—xdyelz(t,tz),Ogtgl.

Lezione del 28/10/2014
Dimostrazione del

Teorema 28-10.1 Sia data w = a(z)dx + b(z)dy + c(z)dz con z € R® e a,b,c € C*(R)
dove R ¢ un parallelepipedo aperto in R®. Se la forma ¢ chiusa & esatta.

Dimostrazione Siano z, e x due punti di R e consideriamo le tre curve: 1) p(t) = (¢, 4, Yy),

ro<t<wz,  2)y(t)= (2, t,y), 4 <t <y, 3)Y(t) = (z,y,t), 2y <t < 2. Definiamo
la funzione di x

flz) = /@U’yuww = /: a(t, yo, 2o)dt + /y b(x,t, z)dt + /Z c(z,y,t) (28/10.1)

0 Yo 20

Ora dobbiamo dimostrare che df(z) = a = (a,b,c). Chiaramente x puo essere scelto
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ovunque in R per cui il dominio di f e tutto R.

y z
[ =alx,yg, 2) -I-/ b, (x,t,2y)dt +/ ¢, (x,y,t) = (chiusura) =

Yo 20

Yy z
:a(m,yo,zo)—i—/ ay(m,t, zO)dt—i—/ a,(z,y,t)=

Yo Z0

= CL(.CC, y07 ZO) + CL(.CC, y7 ZO) - CL(.’L‘, y07 ZO) + CL(.’L‘, y7 Z) - CL(.CC, y7 ZO) = CL(.’L‘, y7 Z)

e analogamente per le altre due derivate.g

Si poteva procedere pure ne seguente modo. Integriamo la equazione differenziale f, = a(z)
ed otteniamo

fw= [ " altry )i+ gy, 2)

0

La relazione f, = b(z) diventa

[yttt g,(0.2) = (chivsura) [ bty e+ 9,(0,2) = b(o.p. 2
da cui

Yy
b(w,y,2)=b(xg,y,2)+g, = b(z,y,2) <= g,=0b(zg,y,2) g(y,Z)zf b(wg, t, 2)dt+h(z)
Y

0

e quindi

flz) = /m a(t,y, z)dt + /y b(xy, t, z)dt + h(z)

0 Yo

L’ultima condizione &

x Yy
f=cla,y,s) / o (ty, =)dt + / b (2o, t, 2)dt + 1'(2) = cla,y, 2)
o Y

0

Dalla chiusura si ha

x Y
| ety [ efa izt + 1) = el

0] Yo

ossia

c(a:,y,z) - C(x07yv Z) + C(x07yv Z) - C(x()vym Z) + h’, = C(l’,y, Z) <~ h/ = C(x07y07 Z)
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da cui h(z) :/ c(xy, Yy, t)dt. Finalmente

20

flz) = /m a(t,y, z)dt + /y b(xg, t, z)dt + /Z c(xg, Yo, t)dt

0 Yo 20

& Dimostrare che

z

1@ = [ atty e+ [ stz [t

0 Yo Z0

e la (28/10.1)

f@):/ a(t,yo,zo)dt—i—/ b(x,t,zo)dt—i—/ c(x,y,t)

0 Yo 20

sono uguali a meno di una costante

e Nozione di omotopia. Siano date due curve in R?, P (), tgSt<tyep)(l),ty<t<t
tali che fl(t0> = fz(to> =€ fl(t1> = £2(t1> =1I.

Definizione Le due curve sono dette omotope se esiste una funzione continua g: [ty,t,] %
[0,1] — R? tale che g(t,0) = ¢ (t) e g(t,1) = ¢, (t). Inoltre g(ty, A) = zq e g(t;, A) = 4
per ogni A € [0, 1].

Un sottoinsieme di R® & detto semplicemente connesso se, date due curve qualsiasi aventi
gli stessi estremi, esse sono omotope. Un esempio & g(t,A) = Ap, () + (1 — A)p (¢). Un
disegno aiuta a capire.

Teorema 28-10.2 Sia dataw = a(z)dz+b(z)dy+c(z)dz conz € R® ea, b, c € C*(A) dove
A & un aperto semplicemente connesso. Supponiamo che I'omotopia g sia C’l([to, t,]x [0, 1])
ed abbia le derivate seconde miste continue. Se la forma é chiusa é esatta.

Dimostrazione Scriviamo / w = I(A). Per definizione I(0) = / w = / w e
g(t,\) g(¢,0) ®

I(1) = / w = / w. Se facciamo vedere che I'(\) = 0, allora I(0) = I(1) e quindi
g(t,1) ®

scatta la condizione equivalente a che una forma sia esatta ossia 'integrale curvilineo fra
due estremi non dipende dalla curva che connette i due estremi. Dunque (indichiamo con

g=1(g9"9%d°.

I\ = / 1 (a(g)g; +b(g)gi + c(g)g;) dt

to
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e quindi

'O = [ (algh, + bo)gk + c(g)gd o+

to
+ (4,93 + 4,93+ a.gNg} + (b, 03 +b,93 +b.g°N)g} + (0,93 +¢,03 + .9 Vg ) dt =
t1
| (alg)ghs +4(g)gi + clo)gi st
to
+ (amgtl + metQ + Cmg?)g;\ + (aygtl + byg7‘;2 + Cygf)gi + (azgtl + bzgt2 + ngf)gi’\) dt = (chiusura)
t1
= / (a(9)g! s+ blg)g?s + clg)gir+
to
+(a,9! +a,97 +a.9))9} + (b,9! +b,97 +b.90)9% + (e, 9 +c, 97 + c.9)g ) dt =

t d d d
1 2 3 1 2 3
= a(g)gy; +b(g)gx +c(9)gx + 9r5;a + gx b+ gy —c)dt
/t(](())\,t ())\,t (),\,t Xt Xt Adt)

f d d d
:/ (a(g)gi,t + b(g)gi,t + C(g)gi,t + a (agi) - agtl,A + a (bgi) - bgtz,A + a (cgi’\) - cgi)\)dt =
to

o [rd oy d s d g _
= /to (@(GQ,\) + E(bg’\) + a(cg,\))dt =

= a(z1)gx(ty, A) + b(a1)gx (8, A) + e(z1)gx(t1. A) — alzg)gx(to, X) — b(xg) g (t, A) — elzg)gA (to, A)
Siccome g(t;, ) = x; per ogni A € [0, 1], ne segue che gi(tl, A) = gi(tl, A) = gi’\(tl, AN =0
ed analogamente per ¢, da cui I'(\) = 0.g

Lezione del 30/10/2014

In aula ¢ sorto ad un certo punto un dubbio circa i domini di definizione delle seguenti
funzioni. Il resto dela lezione verra postato lunedi prossimo.

Sia data la funzione con dominio R?\{y = 0}

T
([ —arctan— y#0
Yy
T |x
T
™ |z| _
= =0,
\ 2 x
D’altra parte € noto che
—arctanE = aurctamg — I@M,
Yy x 2Ty
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ey # 0, x # 0 data la presenza di |y|/y e |x|/x. Notiamo che

y_mlallyl _ 7l y_mlallyl _ 7l

li tan = — — li tan = — =——
yi):%iarcanx 2z y 2 x’ yi)réliarcanx 2z y 2 x
Se y > 0,
lim arctang — E@@ _r.T =0
z—0+ r 2z vy 2 2
Se y < 0,
: y mlllyl  w ow
1 tan=—>——=—--+5=0
Il)r(x_)lJrarcanx 2z 0y 2+2
Se y > 0,
: y wlally w7
1 tan= — ——-"—=——+ - =0
A Y
Se y < 0,
lim arctang — Emm _r_T =0
z—0~ T 2z vy 2 2
Ne segue che possiamo definire
arctan 2 — Emm, y#0
g(z,y) = ro2wy
0 z=0
e quindi g = f.
. . . xdx ydy
e Studio della forma differenziale +
33'2 +y2 33'2 +y2
e E data la forma differenziale w(z,y) = i + Tty dy. Se ne trovi il dominio e

22 92 22 £ 42
si dica quanto valgono gli integrali curvilinei fv w dove 7, orientata in senso antiorario, e
nell’ordine
n={lzy) eR: ®+y* =1}, 7y ={(x,y) eR* (z-1)*+(y—-1)°>=1},
13 = {(z,y) € R®: 2? + (y —1)* = 4},

1 1
e Calcolare f w dove w = (yz — gy?’)daz + (xz + gx?’)dy + xydz e e ¢ ¢ la curva chiusa
©

data dall’intersezione delle superfici z = 22 + y2, 2 = £ 4+ y + 1 e percorsa in modo che la

sua proiezione sul piano (x,y) sia percorsa in senso antiorario.
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& Calcolare ¢ w,, dove w = 2222 dy 4 2z2%ydz e ¢ la curva data dall’intersezione del cono
2z =+/22 4+ y2/V2 e del piano 2z = x + y + 2.

dy — yd dz — zd dr — xd
& Si valuti 'integrale %w dove w = v ’g ny Y i 22y : :;:‘ 9322
@ T4 +y Yy +z z¢+x

+ e la curva

¢ ¢ data dall’intersezione fra la sfera z® + y? + 22 = r2 e il piano z + y + z = 0 percorsa
in modo che la sua proiezione sul piano (x,y) sia percorsa in senso antiorario.

& Calcolare /w dove w = (y + z + y*)dx + (2 + x)dy + (x — y + y*)dz dove yela
gl

circonferenza intersezione della sfera di equazione 22 + y% + 2% = 1 ed il piano z = y e

percorsa in modo che la sua proiezione sul piano (x,y) sia percorsa in senso antiorario.

Lezione del 3/11/2014

e Calcolare j{w dove w = z22%dy + 2zz2ydz e 7 ¢ la curva il cui sostegno ¢ dato
ol

dall’intersezione delle superfici z = /22 + y? e 22 = = + y + 2 e persorsa in modo che la

sua proiezione sul piano (x,y) sia percorsa in senso antiorario.

e Calcolare 7{ w dove w = (y + 2)dx + (2 + z)dy + (z — y)dz + y*dx + y*dz e v & la curva
gl

il cui sostegno ¢ dato dall’intersezione delle superfici 22 + y? + 22 = 1 e z = y e percorsa
in modo che la sua proiezione sul piano (x,y) sia percorsa in senso antiorario.

e Calcolare j{ w dove w = ydxr — xzdy e 7 & la curva il cui sostegno e dalla relazione
ol

(22 + y?)* = 2(2% — y*) e percorsa in senso antiorario.

Lezione del 4/11/2014
Calcolo del volume della sfera 22 + y? 4+ 2% = 1 usando coordinate cartesiane.

Svolgimento L’insieme S di cui si cerca il volume ¢ {z € R3: 22492422 < 1}. Se il punto
(g5 Yos 20) appartiene a S, anche il punto (z,,y,, —%,) appartiene a S. Quindi il volume
che cerchiamo ¢ pari a due volte il volume dell’insieme definito da {z € R 2% 4+ ¢% <

72,0 <2< /12— 22 —y2} e quindi & pari a
2// V12 —x2 —y2dx dy
x24y2<r2

Poi facciamo 1'ulteriore osservazione che se zg + yo < 72 allora (—z,)* + y5 < r°, 2 +

(=yo)? <12, (—20)® + (—y,)? < 72 ed inoltre la funzione /72 — 22 — y2 assume lo stesso
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valore. Quindi abbiamo

2// \/r2—x2—y2da:dy:2-4// V12 —x2 —y2dx dy
x24y2<r? x

2+y?<r?, z,y>0

Dalle formule di riduzione arriviamo a

. N
8/ dx V12— 22 —y2dy
0 0

Cambiamo variabili y = v/r2 — 22 sint ed otteniamo

r /2 r A
8/ dx/ (V12 — 22 cost)?dt = 8/ dx(r? — xz)g = gma?’
0 0 0

Lezione del 6/11/2014
Calcolo dell’integrale del 4/11/2014

2// V12 —x2 —y2dx dy
x24y2<r2

attraverso le coordinate polari nel piano x = pcost, y = psint.
Lezione del 10/11/2014

e Calcolo dell’integrale / / V22 4+ y2dxdy usando coordinate polari nel piano.
[0,1]2

e Calcolo dell’integrale dell’esempio 2 pag. 230 senza usare il cambio di variabili ma

tenendo le coordinate (z,y).

2

e Calcolo del volume racchiuso dalla sfera z? + y2 + 22 < r? usando coordinate polari

tridimensionali (formula 41.17)

e Calcolo del volume racchiuso dalla sfera z° + y2 + 22 < r? usando coordinate cilindriche
(47.26)

& Calcolare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando di 27 il triangolo di vertici
(1,1), (2,1), (2,3) attorno alla retta y = 3.

Lezione dell’11/11/2014

e Sia dato l'insieme descritto dalla relazione (z? + y*)? < 2(z* — %), z > 0, y > 0.
Ruotiamo di 27 tale insieme intorno all’asse x. Calcolare il volume del solido ottenuto.
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e Calcolare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando di 27 il triangolo di vertici
(1,1), (2,1), (2,3) attorno alla retta y = 3z.

# Sia dato l'insieme descritto dalla relazione (z* + y*)? < 2(z* — %), z > 0, y > 0.
Ruotiamo di 27 tale insieme intorno all’asse y. Calcolare il volume del solido ottenuto.

@ Sia dato linsieme descritto dalla relazione (z* 4+ y?)? < 2(z* — %), = > 0, y > 0.
Ruotiamo di 27 tale insieme intorno alla retta y = x. Calcolare il volume del solido

ottenuto. Suggerimento: la distanza di un punto dalla bisettrice ha una formula semplice

Lezione dell’17/11/2014

e Calcolare 'integrale curvilineo di prima specie /(933 + xsiny — 2zy® — ycosx?)(z? +

2

y2)—1/2d8 dove v & la curva 71()5) = cost, 72(75) = sint, —7T/2 <0< 7T/2

e Calcolo dell’area della sfera 2% + y? + 22 = 1 usando coordinate cartesiane e sferiche.

Lezione dell’18/11/2014

e Calcolo dell’area della superficie sferica 22 + y? + 22 = 1 usando il Teorema di Pappo—
Guldino.

e Sia data la superficie cartesiana z = 1 — 2% — 2y%, z > 0, si calcoli il flusso del campo
vettoriale F'(z) = xi — yj + 2(x — y)k attraverso di essa. Eseguire il calcolo diretto oppure
usare il teorema della divergenza (di Gauss) in modo opportuno come fatto a lezione.

Calcolo diretto. Sia dato I'insieme D = {(u, v): u® 4+ 2v* < 1} e la superficie ' (u, v) = u,
©*(u,v) = v, *(u,v) = 1 —u? — 20°. v, = (1,0,-2u), o = (0,1,—4v), o Ny =
2ui+4vj + k. Per ogni coppia (u, v) tale che u? +20°% <1, e N, ¢ una delle due normali
alla superficie cartesiana. Verifichiamo ora che se (u,v) verificano u® + 2v% = 1, e, Ne,
e lo stesso vettore che si ottiene eseguendo 7 At dove i vettori 7 e t sono stati definiti a

lezione.
Detta (t) = (Cosﬁ,%sinﬁ) si ha 7/(t) = (- sinﬁ,%cosﬁ) = (—,V2,7,/V?2). Sia

a=(2vs + 'y12/2)_1/2 la lunghezza del vettore o'

1 0 —a72\/§

L))

—2u —4v 2a\/§u72 — 4@1}71/\/5
ed inoltre
—CWQ\/§ _072\/5
61’71/\/5 = a71/\/§ =t
2av/ 27,7, — davyr,/V2 0
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Il vettore unitario nel piano (u,v) ed ortogonale a 7' & (a7v,/v2, av,/2) e quindi

1 0 ay /\/§ CW1/\/§ CW1/\/§ CW1/\/§
0 1 ( a ' V2 ) = CV)’Q\/i a72\2/§ = CV)’Q\/i
—2u —4v T2 —a\/2ury, — 4avy,V/2 —2\/§a(%1 +273) —92v/2a7 !

2
Detto T quest’ultimo vettore, si ha 7 At = 27,3 +4v,] —|—Ea2(’y2—1 + 273) =2vi+4v,j+k
e sulla curva u? + 4v? = 1 si ha 2710+ 47,) + k = 2ui + 4vj + k esattamente come sopra.

La normale alla superficie & quindi diretta verso ’esterno di essa. Se quindi voglio calcolare

J e

2u 4v
7+ | + k per cui
V14 4u2 + 1602~ \/1+4u2+16v2‘l \/1+4u2+16v2_p

2u 4y
U— —V— + 2(u — v Adu dv
//u2+2112<1< A ( >A)

. 1 . . . e . 2 2
A= VRS TR TR Dopo essere passati a coordinate polari adattate all’insieme u* 4 2v° <

il flusso uscente devo impostare

dove n'® =

1,,u=pcos?, y= %sinﬁ si ha

1 27
P 2 2 -2
2/ d,o/ dd——=p*(cos” ¥ —sin“ ) =0
0 0 V2

come deve essere.

Esiste un terzo modo di procedere che passa attraverso il Teorema di Stokes

%w_// (rotG(x (e))

dove w = G,dx + Gydy + G4dz. Bisogna quindi trovare quel campo vettoriale G tale
che rotG = (2x,—2y,2(x — y)). Dopo avere studiato quanto segue, lo studente provi ad
applicarne il contenuto al problema in questione

Supponiamo di avere un campo vettoriale V(z) in un insieme fortemente connesso (ad
esempio R?) e divV (z) = 0. Vogliamo trovare un campo vettoriale H(x) tale che V = rotH.

Sia V(z) = (Vi(z), V5(z), V5(2))-
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Se esiste H(z) = (H,, H,, H3) tale che rotH =V allora, per qualsiasi funzione r(x) si ha
rot(H + 0r) = rotH + rotdr = rotH = V. Se si sceglie r(z) in modo tale che r, + H; =0
allora si puo supporre che la prima componente del vettore H sia nulla e quindi si parte
prendendo H = (0, H,, Hy).

Dobbiamo risolvere I'equazione rotH = ((Hj), — (Hy),, —(H3),, (Hy),) = (V1, V3, V3).

H3 = _/ dt‘/Q(t?y7 Z) + Q<y7 Z)a H2 = / dtVS(t7y7 Z) +p(y72)
T Zo

0

Poi (Hy), = (H,), = — / dH(Vy), (6. )0, (9.2) - / (V) (9, 2) — (s 2) = Vi =

(‘essendo divV(z) = 0) = q,(y,2) — p,(y, 2) +/ dt(Vy),(t,y,2) = q,(y,2) — p.(y,2) +

V1(557y,2) - Vl(x()aya Z) = ‘/1(33;2!; Z) e qlllIldl qy(y7 Z) —pz(y,Z) o V1<3707y72) =0

y
Prendiamo p = 0 e otteniamo ¢(y, z) = / dsV,(z,, s, z). Alla fine il risultato ¢ H; =0,

Yo
xT

y
dtV,(t,y, z)—l—/ dsVi(zy, s, z).

0 Yo

Hy(z) = /: dtVy(t,y, z), Hy(z) = _/I

0

Il campo H(z)) trovato non e certo l'unico possibile. Tutti gli altri differiscono dal prece-

dente per un gradiente.
# Sia data una qualsiasi curva chiusa, regolare a tratti, semplice, detta v, passante per

i tre punti (0,0,1), (1,0,0), (0,2,0) e la forma differenziale. w = zdy + (—x + %)dz Si

calcoli 7{ w. Il verso di percorrenza e a piacere
2l

e Sia data la curva ~y(t) percorsa in senso antiorario il cui sostegno & la circonferenza

z? + y? = R?. Calcolare %w dove w = —%y?’dl‘ + dy + ydz. 1l calcolo sia eseguito
ol

3
direttamente. Si puo usare pure il Teorema di Stokes. Detto F(x) = (—%, 1,y), il

fy o= [ [ (ot n)io

Come S scegliamo {z € R3:22 + y> < R,z = 0}. La parametrizzazione di S ¢ x = u,

Teorema afferma che

y=v, z=0, con u? +v?> < R?. Chiaramente n(® = (0,0,1) per cui

//(T‘OtF,ﬂ(e))dO':// (rotF)3-1dudv:// (_—3y2) du dv
S u2+v2<R2 u2+v2<R2 2 y=v
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Passiamo a ccordinate polari u = Rpcost, v = Rpsint da cui

3 1 2 3
——/ dp/ dt(pR?)p*R*sin*t = ——R*n

La normale esterna e quella che punta verso 'alto. Vediamo perché.

Sia ' (t) = (—Rsint, Rcos t) ( ) la tangente alla circonferenza x+1* = R? percorsa
min senso antiorario. Sia a = (z° —|— H12=1/VR
1 0 —ya
—ya
0 1 ( Y ) | za | =t
xa
0 0 0
11 vettore normale alla curva & (z,y) per cui
1 0 ra
xa
0 1 ( ):: ya | =1
0o o ¥

TAL=k
Quindi delle due normali alla superficie S, (0,0,1) e (0,0,—1), la prima ¢ l'unica che
soddisfa k- (0,0,1) > 0 ed & quella che entra nel teorema di Stokes.

Lo studente verifichi che se al posto di S si fosse presa la superficie 22 + y? + 22 = RZ,
z > 0, il risultato sarebbe stato le stesso ma il calcolo piu lungo.

Lezione del 20/11/2014

e Esercizio Sia dato il volume V = {z € R®: 2% + y* + 2* < r?} avente densita di massa
costante 0. Si vuole calcolare il potenziale gravitazionale in un qualsiasi punto dello spazio
sia interno che esterno al volume. [Esercizio preso dal file denominato “Lezioni personali” e scaricabile

dal sito]

Sia Yy = (&,m,¢) un punto dello spazio. Orientiamo gli assi in modo che il punto Yy
stia sull’asse z ossia abbia coordinate (0,0, (). Il potenziale generato da Viny el =

27 2 .
/ / / 5d33dydz . L’integrale diventa ¢ / dy / dv dp p_siny =
dist(z,y,) VPP — 20 cos 0+

dpp(|,0 + (| —|p— (]). Ora dobbiamo dividere i due casi ( >r e ( <.
0

C

21w 47 73
d 02p° = —5—.
¢ 3 ¢

Il risultato e quello classico: il potenmale e come se fosse generato da una massa tutta

Primo caso. Sia ¢ > r. L’integrale ¢ — / dpp(p+C—(C—p) =

concentrata nell’origine.
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Secondo caso.

¢ r
Se r > ¢ > 0 otteniamo invece 2mo (/ dpp(p—f—(—((—p)—f—/ (P+C—(P—C)> =
¢ \Jo i

1
218 (r? — §C2) e si puo notare che per ¢ = r le due formule coincidono.

# Sia dato il disco V = {z € R*: 22 + y* < r?, 2 = 0} avente densita di massa costante .
1) Si calcolari il potenziale gravitazionale in un qualsiasi punto dell’asse z 2) Si calcoli
il potenziale in un punto del bordo del disco [E il problema num.10.8.1 del file integrali multipli,

di superficie, equazioni differenziali ]

Svolgimento Per il punto 2) si pud scrivere il disco come (z — r)? +y? < r? da cui, dette
x = pcost, y = psint, si ha 0 < p < 2Rcost e 'integrale e

/2 2R cost p
5/ dt/ Pdp = 46R
—7/2 0 P

e Si calcoli la porzione di semisuperﬁcie sferica 22 + y? + 2% = a2, z > 0, che si proietta
sul plano ({13 y) nell’ellisse £ oz + y < 1 b <a [Esercizio num. 1.8.1 preso dal file “integrali multipli,

di superficie, equazioni differenziali” e scaricabile dalla pagina del corso]

Svolgimento Detta E ellisse in questione, abbiamo F C {:z:2 +9% < a2} e 'integrale che
. N a

cerchiamo ¢ dato da [ [, dxdy Y

che in coordinate “polari ellittiche” diventa

- . 114 di fronte all’integrale ¢ dipende dal fatto che
cos go—l—b2 sin? p)

4]0 dep fo dpabp\/a2 =
le quattro porzioni in cui I’ellisse ¢ divisa dagli assi cartesiani danno lo stesso contributo alla
superficie della semisfera e cio € dovuto alla parita sia rispetto ad x che y dell’integrando.

L’integrale rispetto a p si puo eseguire ottenendo

2 z \/a2—p2(a2 cos? p+b2sin? ) |1
4a”b fO d(p — (a2 cos? p+b2 sin? ) ‘0 -

_ 4a26 f()% d(p a \/a2—(a2 cos? p+b2 sin? cp):|

a?cos? o+b2sinZ ¢ (a2 cos? p+b2 sin? )

La sostituzione ¢ = arctant, ricordando che cos(arctant) = ﬁ, sin(arctant) = \/#,

a _ t  +Va?-—b?
a2—|—b2t2 \/1+t2 a2+b2t2 .

trasforma gli integrali in 4a®b fooo dt [

Il primo integrale diventa 4a® b= L arctan |0 = 271a?. Nel secondo integrale bisogna es-
eguire 'ulteriore sostituzione v/ 1 +t2 ==z avendone
2 a2pVa b b
—4a’*bVa? = b2 [7 W = bb\/2—b2 arctan ——=— 7° = —4a®(Z —arctan m) =
vaZ—b2

—4a? arctan A
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E opportuno notare che se non si fosse scritto I'integrale come 4 volte l'integrale esteso

fra0 < ¢ < % ma si fosse lasciato 0 < ¢ < 2w, non si sarebbe potuto cambiare vari-

abile ¢ = arctant in quanto arctant € [—7, 5]. Si sarebbe potuto scrivere 2 JoZ .. e

cambiare la variabile nello stesso modo. Volendo lasciare 0 < ¢ < 27 si sarebbe dovuto
invertire la tangente anche in intervalli diversi da quello per il quale si definisce la funzione
arcotangente. Lo studente/ssa puo eseguire il conto e verificare 1'uguaglianza del risultato.

& Esercizio chiesto a “ricevimento studenti”. Si calcoli I’area della superficie dell’ellissoide
2 2 2
(palla da rugby”) §_2 + g—z + % =1 [Esercizio num. 8.8.1 preso dal file “integrali multipli, di superficie,

equazioni differenziali” e scaricabile dalla pagina del COI‘SO]
Svolgimento Vengono elencati tre possibili soluzioni.

Prima soluzione. Sia dato l'insieme D = {(u,0) € R* —b<u<b, 0<6 <271} ela
superficie

o(u,v) = (v,y,2) = (acosf/1 — ’g—;,asin&/l — Z—;,u), —b<u<b,0<0<2rm (f:R2 —
RS). La parametrizzazione dell’ellissoide corrisponde a fissare una ordinata z = u e poi a
parametrizzare la circonferenza di raggio a4/1 — Qg—i. La matrice delle derivate ¢ data da
—asinf.\/f cos ) ——
b \/f(
acosO+\/f
0 1\/f( u)

La radice quadrata della somma dei quadrati dei determinanti dei minori di ordine 2 da

luogo a \/ o uz(‘;—z — 1) 4+ a?. La superficie dell’ellissoide diventa dunque

[ Jpdudoy/Su2(% — 1)+ a2 = [ d0 [*, duy/Gu2(8 — 1) + a2 =

= 4ma fol dz \/b? + (a® — b?)z2. A questo punto bisogna sapere se a > b oppure a < b.

Se a > b lintegrale si risolve facilmente sostituendo u = \/azbjsinht e si ottiene

47?\/% f(fo dt cosh®t dove t, & P'unica soluzione della equazione sinht = Vazb_bz. La

primitiva della funzione cosh®t & 1 coshtsinht + 2t e t, = In(~ azb_b2 + \/1 + (¥ ”2b_b2 )2).
a++va2—b2
In(+H4=))

Riunendo il tutto si ottiene S = 2am(a + Ta 22 =

. . . b . . . . 2/ a2 a . b2 _g2
Se invece a < b, sostituendo z = =z sint si ottiene S =27b (b—z-l-ﬁ arcsin Y274 )

Seconda soluzione. Volendo si poteva usare un’altra superficie ossia un’altra terna di
funzioni per descrivere il sostegno costituito dalla “superficie” dell’ellissoide di rotazione.
Precisamente si poteva fare D = {(#,9)) € R*: 0<0<m, 0<v < 27}

©0(0,9) = (x,y,2) = (asinfcost,asinfsinp,bcosh), (p: R?* — R?). La matrice delle
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acosfcosy —asinfsiny
derivate stavolta € | acosfsiny  asinf cosvy
—bsinf 0

ed il modulo al quadrato della normale esterna alla superficie & dato da a* cos® sin? 6 +

a®b?sin* §. L’area cercata ¢ data da 027r dip [ df asin 9\/(112 — a?)sin? 0 + a? ed eseguendo

la sostituzione cos# = z si ottengono gli integrali di prima.

Due parole vanno dette sulla regolarita delle parametrizzazioni scelte. Nel primo caso,
facendo riferimento alla Definizione 3.1 pag. 290 del libro di E.Giusti, si ha K = D, ¢ ¢
quella data. Le condizioni b e ¢ sono verificate in quanto la terza componente ¢ z = wu.

Infatti 'iniettivita e immediata ed il fatto che la matrice delle derivate abbia rango 2 segue

dal fatto che la grandezza \/Z—jtﬂ(Z—j — 1) 4+ a? & sempre non nulla per —b < u < b. La

—Uu

V()

singolarita si riferisce ad un insieme di misura nulla e quindi si puo eseguire I'integrazione

condizione non verificata e la prima. Infatti e singolare per u = +b. Ad ogni modo la

senza problemi.

Nel caso dell’altra parametrizzazione si ha di nuovo K = D, ma la condizione non verificata
¢ quella della iniettivita in quanto per ¥ = 0 e ¥ = 27 si ottengono gli stessi punti. Anche

in questo caso non si hanno problemi in quanto gli insiemi interessati hanno misura nulla.

Terza soluzione. Dopo avere osservato che la superficie ¢ dotata di simmetria di ro-

tazione intorno all’asse z (ossia se il punto (z,y,z) appartiene alla superficie, an-

che il punto (&,7,z) vi appartiene purché z* + 3> = &2 4+ p?,) usiamo il teorema
di Pappo—Guldino. Parametrizzando [’ellisse yz/a2 + 2’2/b2 = 1 nel primo quad-
rante come y = 7,(t) = acost, z = v, = bsint. La superficie che cerchiamo ¢

27 - 2 foﬂ/z Y117/ ||dt ossia 272 fOW/Z acosty/ a?sin® t + b2 cos? tdt. Sostituiamo z = sint da

cui 4 fol adz\/(a® — b2)22 + b? ossia uno degli integrali precedenti.

& (Esercizio del compito del 2/7/2012, A.A. 2011/2012) (Chiesto da studenti a ricevi-
mento). Sia S la superficie definita dalle relazioni P4yt =4ex?+y>-3<0.8Si

calcoli il flusso del campo vettoriale F(z) = —yi + xj + (22 +y? — x — 2%)k attraverso S.

Svolgimento La superficie ¢ composta da due parti ambedue giacenti sulla sfera di centro
I’origine e raggio 2. Sia E = {z € R*:z% + y? < 3}. La parte superiore & costituita dai
punti che hanno z > 1. Parametrizziamo la parte superiore della sfera con coordinate
cartesiane = ¢'(u,v) = u, y = ©*(u,v) = v, z = P> (u,v) = V4 —u? —0v? e, Np, =
7 4—52—1;2@. + 7 4_52_02 J + k (punta verso la parte superiore della semisfera superiore).
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L’integrale che cerchiamo (solo parte superiore) e

| g o= [ | =i+ s

—|—(u2—|—v2—u—(4—u2—vz))]dudv://E(Q(u2+v2)—u—4)dudv

Coordinate polari nel piano v = rsint, v = rsint da cui

\/§ 27
//(2(u2+v2)—u—4)dudv:/ drr/ (2r2—rsint—4)dt:47r (Z—B)
E 0 0

Ora calcoliamo l'integrale sulla parte inferiore. Se parametrizziamo z = <p1(u, v) = u,

—Uu

2 3 . .
y = ¢ (u,v) = v, z = ¢’ (u,v) = —V4—u?>—0v? otteniamo ¢ N = ﬁ@ﬁ-

_|_

=y

\/ﬁ J + k. Scegliamo la normale che punta verso il basso

U
Va—u?2 1)2 Va— u2 1)2‘]_

e otteniamo

// n)do = — // (u? +v?) —u— )dudv——47r<§_3>

La somma ¢ chiaramente zero.

Secondo svolgimento. Usiamo il teorema di Gauss. A tal fine dobbiamo considerare la
superficie chiusa data dalle due parti di cui sopra piu la superficie laterale, detta .S; definita
da {z € R®:2® +9® = 3, 2% +9® + 2* < 4}. Sia V il volume racchiuso da SU S,. Il teorema
di Gauss ci dice che

//S(E@)’Eg))da+//SZ(E@)’EE;[))CZUZ///Vdivﬂdazdydz
///ddeasdydz—/// —22) dxdydz—//dxdy/ ii__y (—22)dz = 0

Parametrizziamo S, x = o'(t,u) = V3sint, y = p*(t,u) = V3sint, z = ¢’ (t,u)
P <4—a? -y =4-3=1, dacui —1<u<lep Ay —smtz-l—costj—%z-l-

/ / (e)
Sl
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e zero come ¢ facile verificare.

Avendo scelto le due normali esterne alle due porzioni di semisfere come nella soluzione,
quella in alto che punta verso 1’alto e quella in basso che punta verso il basso, si poteva
dire subito che il flusso era zero in quanto il campo vettoriale non cambia in nulla se al

posto dell’insieme (x,y, z) si sceglie (x,y, —z).

Lezione del 25/11/2014

e Sia data la superficie V = {z € R*: 2? +y* + 2> = r?} avente densita di massa costante d.
Si vuole calcolare il potenziale gravitazionale in un qualsiasi punto dello spazio sia interno

che esterno al volume.

Svolgimento Data la simmetria radiale, il potenziale in z dipendera dalla relazione
V&2 +y? + 22 ossia la distanza dall’origine. Siano quindi (0,0, z,) le coordinate del
punto in cui vogliamo calcolare il potenziale. Parametrizziamo la superficie come =z =

oMW, 0) = rsindcosp, y = o (W,¢) = rsindsing, z = (Y, p) = rcos?. La

distanza del punto dalla superficie & \/(rsind cos ¢)? + (rsindsing)? + (rcosd — z,)? =
T 612 sin 1)

dv
/12 — 2rzycos ¥ + 22

27
V12 = 2rzycos? + 22 e quindi il potenziale & / de
0 0

1 s
r?sing = ey A gp(PH L’integrale ¢ immediato 27r57°2—\/7°2—27°zo cos + 23| =
= - 2, 0
2mor 2mor 467r?
(Ir + 2zo| — |7 — %]) Se r < z, otteniamo 2r = . Se r > z, abbiamo
0 0 0

2mor
)

2z, = 4mdér (“Gabbia di Faraday”).

e Sia data la curva v in R?, x = sint cos(2t), y = sintsin(2t), z = cost, 0 < t < 2. Dire
zdx — xdz
quanto vale flw dove w = R S + xdx + ydy + zdz
Svolgimento La curva e chiusa ed essendo xdx+ydy—+zdz esatta, il relativo integrale e zero.
zdxr — xdz ) o . :
La forma ~——-" & chiusa ma non esatta essendo definita in R*\{0,0} ed & relativa al
x? 4 22
solo piano (z,x) per cui bisogna andare a vedere il comportamento della proiezione di v sul
piano (z, z). Si vede facilmente che la proiezione & una curva, chiusa naturalmente essendo
data da = = sint cos(2t), z = cost, il cui sostegno ha equazione z? = (1 —2%)(22> —1)% e si
. . . . . zdr — xdz
nota che racchiude I’origine al suo interno. Per il Lemma di Gauss—Green, 22 e
%+ 2z
ol
lo stesso che avrei se lo calcolassi su di una qualsiasi curva contornante 1’origine. Scegliendo

come curva la circonferenza z? + 22 = 1, l'integrale vale 2.
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Vir—z?
e Si calcoli / da:/ Vr? + y3dy

Viz—z2

Svolgimento L’integrale ¢ // Va2 +y2dxdy dove D = {x:2* 4+ y* < 4z} (viene da
D

ly| < V4 — 22). Passando ora a coordinate polari si ha p? < 4pcos® e quindi —7/2 <

4 cos
¥ < m/2 e quindi / dﬁ/ dp
w/2

1acob1ano

2
x
e Si calcoli il volume, detto V, dello spazio finito racchiuso dai cilindri di equazione T +

2 2 2
Y

9= 1, 2 + yz = 1 e dai paraboloidi % + 2% =z, 22 +3y° = 2.

y? 22
4

Y2
1 + 9= 1},. Abbiamo

Svolgimento Sia E, = {x € R*: 2 + Z- =1}, E, = {z € R*:

Z//EQ[($2+3y2> (2 + 2y°)|dx dy — //E1 z? 4 3y%) — (%Jr?yz)]dxdyepoisi

possono usare le coordinate polari—ellittiche (un disegno aiuta).

Lezione del 27/11/2014

e Nel punto P = (0,62,0) si trovi il piano tangente ax + by + cz + d = 0 alla funzione
definita implicitamente dalla relazione z + (Iny)* —1 =0

Sia F(z,y,z) =2+ (Iny)*—1. F, =1, per cui, nell’intorno del punto P possiamo scrivere
z = f(y,z) dove f(e*,0) =0e F(f(y,2),y,2) = 0 per ogni ||(y, 2z) — (¢, 0)|| < §. Derivando
B fw2) |~ f2)
Fo(z, f(y,2)) 2 Fulz, fy,2))
rispettivamente 0 e — In 2. Ne segue che il piano cercato ¢ x—0 = fy(P)(y—eQ) +f,(P)z=

e calcolate in P danno

rispetto a y e z abbiamo f, =

—(In2)z ossia x = —z1n 2.

& Nel punto (e, e,0) si trovi il piano tangente ax + by + cz + d = 0 alla funzione definita
implicitamente dalla relazione (zlny)* —1=0

e (chiesto a ricevimento) Sia dato 'insieme descritto dalla relazione (2% +y%)? < 2(z* —y?),
x > 0, y > 0. Ruotiamo di 27 tale insieme intorno alla retta y = x. Calcolare il volume

del solido ottenuto. Suggerimento: la distanza di un punto dalla bisettrice ha una formula semplice
Svolgimento Usando Pappo—Guldino, l'integrale che cerchiamo ¢ 27 / / p(z, d)dx dy
D

dove D = {z € R* (2% +4°)* <2(2® —y?),z >0, y > 0} e p(z,d) ¢ la distanza fra il
punto z e l'asse di rotazione dato dalla retta y = x e che & uguale a (z — y)/+/2. Si pos-
sono usare le formule sulla rotazione di un angolo di 7/4 radianti oppure fare appello a
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della geometria elementare la cui conoscenza dovrebbe essere patrimonio di tutti. Dunque

. . /4 V2 cos(29) rcostv — rsind . . .
alla fine l'integrale ¢ dv rdr 7 . Gli integrali non sono im-
0 0

mediati. Per quanto riguarda il secondo, un modo di procedere, non certo unico, e il

seguente (solo schema senza dettagli): si cambia ¥ = arctant, si integra per parti due
volte (t/(14t%)% e t/(1 +t*)?) poi t = sinz, poi z = 2arctanu e poi i fratti semplici. Il
risultato ¢ — In(1 + \/5) -3 Per quanto riguarda il primo si integra per parti in 9, poi

V2
si pone ¥ = arctant, poi si integra per parti (¢/(1+t%)*) poi si pone t = sin z e poi si pone
e Lo .o
z = arctanwu e poi i fratti semplici. Il risultato e ——

2v2

e (chiesto a ricevimento) Calcolare fvw dove w = wdy — ydx e v ¢ la curva percorsa in

senso antiorario il cui sostegno ha equazione (22 4 y*)? < 2(z? — y?). Si parametrizzi la
curva z = v/2vcos 20 cos?d, y = v/2v/cos20sind, e si proceda. Si faccia attenzione che
non puo essere 0 < ¢ < 27.

Lezione dell’1/12/2014

Teorema 1.(1/12/2014) Siano f,g: X — R, )O(C R™ di classe C?. Se la forma quadratica
szzl[fmimj (%) = A%Gy,0, (@°)|h;h; = (b, H(z®)h), ristretta all'insieme dei vettori h tan-
genziali al vincolo in z° ossia (0g(z°),h) = 0, é definita negativa (positiva) allora x° &
punto di massimo (minimo) forte vincolato.

e Trovare gli estremi relativi ed assoluti, se esistono, della funzione z = f(x,y) = y soggetta
al vincolo z® + 2y + y? = 0. Dopo avere trovato i punti critici della funzione vincolata,
usare il Teorema sopra per dedurne la natura.

Svolgimento Innanzitutto ossrviamo che per ogni y, € R, I'’equazione x> + 2y, —|—y§ =0 ha
soluzione in x. Cio accade in quanto h(z) = 2° +ax+a* va da —oo a 400 ed & continua per
cui interseca 1’asse delle ordinate. Cio implica che la funzione f(z,y) = y non ammette né
massimo né minimo assoluto. Per cercare i massimi e minimi locali formiamo la funzione
F(z,y,\) =y — Ma® 4+ zy + y*) e risolviamo il sistema

F, =0, F, =0, F, =0

e viene fuori che z, = 2/9, y, = —4/27, \; = —27/2. Per saperne di piti usiamo il teorema
sopra e costruiamo la matrice

F F 6r 1
(i 5 +(5 Dlen 5} D)1
F,, F, 1 2) 1%

1l gradiente di 2° 4+ zy +y* & (32° +y, x + 2y) e calcolato in z, da (0, —2/27). La relazione
(0,—2/27) - (a,b) = 0 comporta b = 0 per cui dobbiamo studiare la forma quadratica

Qb
—_

—_
[N}
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(v, Av) dove v & un vettore del tipo (a,0) con a € R. Si ottiene (v, Av) = 54a*/3 > 0 per
ogni a non nulla. Ne segue che il punto z, ¢ di minimo vincolato.

& Trovare gli estremi relativi ed assoluti, se esistono, della funzione z = f(z,y) = «
soggetta al vincolo 2° + zy + y?> = 0. Dopo avere trovato i punti critici della funzione
vincolata, usare il Teorema sopra per dedurne la natura. [Il punto (1/4,—1/8) & di massimo

assoluto]

& Trovare gli estremi relativi ed assoluti, se esistono, della funzione z = f(z,y) = x +y
soggetta al vincolo 2° + zy + y?> = 0. Dopo avere trovato i punti critici della funzione

vincolata, usare il Teorema sopra per dedurne la natura. [1l punto (2/9,—2/27) & di minimo locale]

Lezione del 2/12/2014

Tracciare il grafico della funzione definita da z° + zy + y? = 0 e ritrovare le conclusioni del
primio esercizio dell’1/12/2014

Ax?’-l-xy-i-yzzo

x=1/4
A=(2/9,—4/27)

y=—x/2

e Si trovino i punti critici e loro caratterizzazione della funzione u = f(x,y, z) = z soggetta
al vincolo (x + 3y*)e*® — 1 = 0. Risultato. Il punto (e,0,e™ ') & una sella.

#® Rimanendo nello stesso esercizio, si dica se la funzione f(z,y, z) = z ammette massimo

e/o minimo.

# Si dimostri che (e,1,1) & un punto critico della funzione u = f(z,y, z) = = soggetta al
vincolo z +y + 2z — lnz — Iny — Inz = e + 1. Si verifichi che ¢ un massimo locale (non

globale)

Lezione del 4/12/2014
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e Trovare il minimo della funzione f(x,...,x,) = Zxk soggetta alle condizioni {z €
k=1
R":z; >0,i=1,...,n, [[;_, 2, = A > 0} che definiscono un insieme U C R".

n n
Sia Zxk =S. Hzck =Pesia R*" " ={ze€R" 2, >0, k=1...,n}.

k=1 k=1

: . P .
Definiamo F'(z,A\) = S — AP - A)dacui F, =1-A— =0dacuiz, —P =0

Lk,

Facendo la differenza F, — F, = 0 si ottiene z; = x, e dovendo essere P = A si ha
Ty =Ty =...=1x, = A7 Sia 2° = (A%,...,A%) e quindi f(z") = nA» . Vogliamo
dimostrare che tale valore ¢ il minimo assoluto. Per questo dimostriamo che la funzione
fly(z) ha un minimo nell'insieme R™™* = {z, > 0}}_,. Tale minimo deve essere per
forza un punto critico della funzione F(z) da cui il fatto che esso ¢ z°. Ragion per cui ora

dimostriamo la proposizione
Proposizione La funzione f|;(z) ha un minimo in R™™*

Dimostrazione Osserviamo che in U, se x;, — 0 allora esiste p tale che z, — +o0o. Ne

segue che dato un valore positivo qualsiasi, diciamo R, esiste un iper—cubo opportuno,
detto Q € R", tale che f|(z) > Rsex € R™T\Q.

Ora definiamo una successione {R, } di numeri positivi tale che R, ; > R, e R, — +o0.

Poi definiamo una successione di iper—cubi (bordo compreso) {Q };_; tale che

i) Qpyq D Qy, ii) la successione {Q,} invade R™" ossia per ogni z € R™" esiste un
iper—cubo @, della famiglia tale che z € Q,, iii) f| (z) > R se z € Q)1 \Q-

Dalla i) e dalla iii) segue che f|;(z) > R, non appena z ¢ Q.
Sia | = inf+ fly che esiste essendo f|;; > 0 (completezza dei reali; gira che ti rigira sempre
R™
Ii si torna). Sia inoltre m, = %in fly che esiste essendo f|; continua (come si dimostra?)
k

e 0, compatto. Inoltre dalla i) otteniamo

m1>m2>m32...>l

Se accade che my, = [ per certo k = k;, allora abbiamo finito in quanto il valore [ sarebbe
assunto e quindi diventerebbe minimo.

Supponiamo quindi che

my > My > Mg > ... >1

Per definizione di inf, supponendo che non sia max, sappiamo che

Ve>03dz:l < flylz,) <l+e
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Se dovessimo contemplare anche la possibilita che z, sia max, la definizione sarebbe, come
noto,
Ve>03dz Il < flylz,) <l+e¢

Dato un p qualsiasi, prendiamo ¢ = (m,, —1)/2 per cui f|;(z.) < m,. Ne segue che
z. ¢ Q, equindi fl;(z.) > R, il che ¢ assurdo non appena R, > [ +¢. "L’assurdo” cade
se supponiamo che m,, = [ e quindi m, = [ per ogni k > p. g

Volendo usare il teorema dell’1/12/2014, a parte una costante positiva a fattore, si perviene
a dover analizzare il segno della forma quadratica

1 aq
0o 1 ... 1 ay

(ay,...,a,) . } )
1 1.1 ... 0 a

n

soggetta alla condizione di tangenzialita a; + ...+ a,, = 0. Si arriva a

ag +...+a, —ay
a,+as+...+a, —ayq N
— 2
—(ay,...,a,) aptaytag+...+a, | =—(ay,...,a,) as | = ay, >0
: k=1
a+...+a,_4 —a,,

da cui il minimo. Ho saltato diversi passaggi abbastanza ovvi che gli studenti possono
agevolmente ricostruire.

e Trovare il minimo della funzione u = f(x,y, 2), f(z,y,2) =x+y+z, x,y,z > 0 tale che
2Pylz" = A, p,q,r interi positivi.

Si potrebbero usare i moltiplicatori di Lagrange ma preferisco usare un argomento basato
sulla disuguaglianza (1) del 23/10/2014 e scrivere

1
x r x T T x ;z;pyqu pFatr
THy+z==—+.. +=F+-4.. -+ .+ =>ptq+7r) | == >
p r 4 q I r pP gl r
p—:/:ﬂte q—:;:ﬂte r—volte
1
_1 1 1 1)\ rtatr
=AvFatr (p+q+r) | ———
rFT (p+q ><ppqw)

. 1 . . .
Per p = ¢ = r = 1 otteniamo 3A3 ossia quanto scritto sopra. Manca ancora un passo ossia
far vedere che esiste effettivamente una terna z° = (:L'O,yo, ZO) tale che z° 4y + 2% =
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1
TaTr
(p+q+r) ( ) . La diguaguagliaza fra media aritmetica e geometrica usata

prima, diventa una uguaglianza se e solo se ogni elemento della somma e uguale agli altri

pPqir”

per cui imponiamo z/p = y/q = z/r da cui y = l‘% z = 931—2 da cui

1
a r q+7\ PFeE
r
Pyl =P (2] (2l) =4 —= =20 = a7 (2
p p qir”

1
q+7\ pratr ”
20 y0 420 = ArF (p ) (1 +24 3) — AFFTE (prgehr) ————ptir
quT b p (q‘IrT)p+q+r

ossia
AeréJrT
(p+g+r)—vg—
(ppquT) pratr

# Sia A una matrice 3 x 3 simmetrica e positiva ((v, Av) > 0 per ogni v # 0). Si trovino
i punti critici della funzione u = f(z) = x® + y* + 2* soggetti al vincolo (z, Az) = 1 e
se ne dia una caratterizzazione. [La matrice A ha tre autovalori positivi non necessariamente distinti e

tre autovettori che formano una base ortonormale. Se gli autovalori sono distinti 0<A; <A2<As3, allora si ha un

massimo assoluto, un minimo assoluto, ed una sella ]

@& Trovare i punti critici e darne una caratterizzazione della funzione z = f(z,y) = 2 4
soggetta la vincolo y? — 22 = 1.

Primo modo (il pilt semplice). La funzione vincolata ¢ g(x,y) = z 4+ (1 + z?) = 1 4 222
da cui si vede z = 0 ¢ un minimo assoluto e quindi (0, £1) sono due minimi assoluti e
f(0,£1) = 1. Non esiste massimo né relativo né assoluto.

Secondo modo. Si scrive F(z,y,\) = 22 + y? — A(y* — 22 — 1) da cui

E, =0=2x(1+)), F,=0=2y(1-\), F,=0=y*—2>—-1

Dalla prima si ha x = 0 oppure A = —1.
x = 0. Dalla terza otteniamo y = £1 e quindi la seconda implica A = 1.
A = —1. Dalla seconda discende y = 0 ma il punto (0,0) non soddisda la terza.

Dunque abbiamo i due punti (0,41.). Per sapere cosa sono possiamo usare il teorema
dell’1/12/2014. La tangenzialita al vincolo implica (—2x,2y) - (a,b) = 0 e quindi (0,+1) -
(a,b) = 0 ossia b = 0. La matrice hessiana rispetto a z,y della F'(z,y, \) e

<2+2)\ 0 )i _(4 0)
0 2-2) ~\0 0
A=1
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(a,0) <§ 8) (g) — 402 > 0

per cui sono minimi assoluti in quanto sul vincolo, sono i punti aventi la minima distanza

La forma quadratica

dall’origine e la f(z,y) = z? + y? rappresenta proprio la distanza dall’origine.

& Trovare i punti critici e darne una caratterizzazione della funzione z = f(z,y) = z? 4>
soggetta la vincolo y* — 22 =1 e |z| < 2.

Si procede come prima ma stavolta vanno analizzati i quattro punti (2, 4+v/5), (=2, £1/5).
f(£2,4v5) = 9 per cui abbiamo dei massimi assoluti. Infatti siccome l’insieme
{z € R?: y? — 2% =1,|z| < 2} & chiuso e limitato, la funzione f, ristretta a tale insieme as-
sume massmo e minimo assoluti. Dal momento che i punti (0, +1) sono minimi, il massimo
assoluto deve stare sul bordo ossia su almeno uno quattro punti di cui sopra.

# Si determinino i punti critici e se dia una caratterizzazione, della funzione z = f(x,y) =
x? 4+ y? soggetta al vincolo v2zy —x+y =0

Lezione del 10/12/2014

n

e Trovare i punti critici e caratterizzarne la natura per la funzione E aji soggetta ai
k=1
vincoli 2, = A, e zqx, =B, x; >0peri=1,2,3,4¢e x, € R.

F(z, A\ p) = Zwi = Mayzy — A) — p(xzzy — B)
k=1

F, =2z, =ty =0, F,, =2z — Ax; =0, F,, =203 —px, =0, F, =2z, — pxy =0,

x

F, =2x,=0,k>5, F\, =—(r,29 — A) =0, F\ = —(237, — B) =0,

Lo stesso argomento conduce a x5 = z, e quindi z;, = 7, = VA e 25 = v, = vV B. Dunque
abbiamo il punto critico vincolato z° = (\/Z, VA, vVB,VB,0,0.. .). Verifichiamo cge sia
regolare e per questo la matrice qui sotto deve avere rango due

<(931:v2)x1 (T1%9)y, (T129),, (T129),, (T129),, )

(9331'4>m1 (373934)902 (373934)903 (9331'4>m4 (3731'4)905

ossia deve essere due il rango della matrice

S s v )
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e questo e assicurato in quanto, ad esempio, la seconda e terza colonna danno luogo ad un
minore avente determinante v AB.

La tangenzialita al vincolo degli spostamenti implica

a, aq

@y o

a a

(332 2, 0 0 ) S ( A VA 0 o ) .
4| = 4| =

0 0 x4 3 .../ |ejcen=va, a 0 0 vB vB ... a

wy=xy=vE 5 5

ossia a; +ay =0 = a3 + ay.

Ora la matrice F,, e calcolata per A = u =2 ci da

2 0 0 0 O 01 0 0 O 00 0 0 O
0 2 0 0 O 1 0 0 0 O 0 0 0 0 O
00 2 0 0 0O 0 0 0 O 0 0 0 1 0
00 0 2 0 —-210 0 0 0 O —-210 0 1 0 O
00 0 0 O 0O 0 0 0 O 0 0 0 0 O
00 0 0 O 0 0 0 0 O 00 0 0 O
ed il risultato e

2 =2 0 0 O

-2 2 0 0 0

0 0 -2 0

V= 0 o -2 2 0

0 0 0 0

0 0 0 0 O
Ora la forma quadratica (b, V) con b = (ay, —ay, a3, —as, as, ag, - . ., a,,) diventa

n
4a%+4a§+2ai >0
k=5

per cui abbiamo un minimo vincolato in (v/A,vA,vVB,VB,0,0,...0)
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Naturalmente la stessa cosa avremmo avuto scrivendo

2 2 n
2 A 2, B 2
x? x2
1 3 k=5
ed anzi, in casi del genere, laddove e possibile esplicitare una o piu variabili dalle equazioni
del vincolo, ¢ vivamente consigliato di usare questa seconda strada senza introdurre i

moltiplicatori di Lagrange.

#® Ad esempio cerchiamo i punti critici della funzione f(z,y) = 2z® + y* — z vincolati a
2?4+ 9% < 1.1 punti per cui 2% + y? < 1 sono interni e li vale il gradiente di f(x,y) ossia

2 0
f,=0=22—-1e2y=0dacuiz=1/2, y=0. La matrice hessiana ¢ (O 2) e quindi

¢ un minimo con f(1/2,0) = 0. Tralasciamo per ora i punti interni e concentriamoci su

quelli vincolati.

Per i punti vincolati a stare su U = {z € R?: 2®+y* = 1}, possiamo percorrere tre strade.
La prima & quella di dire y* = 1 — 2% e quindi f|,; = 22> +1 -2 —x =2 — 2 +1 = h(x)
con —1 <z < 1. Evidentemente h'(z) = 2z — 1 > 0 per x > 1/2 e chiaramente x = 1/2 &
un minimo per h(z). Ne segue che (1/2,+/3/4) & un minimo ed inoltre f(1/2,v/3/2) = 3/4.
Poi vediamo agli estremi esaminando h(—1) = 1, h(1) = 1. Ne concludiamo che il massimo
assoluto si ha in (£1,0). Il minimo assoluto in (1/2,0) mentre f(1/2,/3/2) & un minimo
locale.

Seconda strada. Si sarebbe pure potuto scrivere x = cost, y = sint da cui f(cost,sint) =
cos’t —cost+1 = h(t) 0 < t < 2m. h/(t) = 2costsint + sint = sint(—2cost + 1) > 0
e quindi ¢ = 4+7/6, sono dei punti di minimo mentre ¢ = 0, £7 sono dei massimi. A
t = 47/6 corrispondono in R? i punti (+1/2,v/3/2) mentre a t = 0 corrisponde (1,0) e a
t = 7 corrisponde (—1,0) esattamente come sopra.

Terza strada. Moltiplicatori di Lagrange. f(z,y,\) = 22% +¢y* — 2 — A(2® +y*> — 1) da cui
20(2—AN) —1=0, 2y(1—-A0, 22+34>°—-1=0

e le uniche soluzioni sono (1,0,3/2), (—1,0,5/2), (1/2,4/3/2,1). Usando la matrice

dell’1/12/2014, otteniamo i risultati che gia sappiamo.

Personalmente ritengo la prima e seconda modalita migliori della terza e delle prime
due, la prima. Rispetto alla prima, la seconda ha il vantaggio di non dover studiare cosa
accade agli estremi dellintervallo di integrazione (x = +1) in quanto t = —m et = 7
corrispondono allo stesso punto di h(t).

Il punto e che tali procedure si possono attuare, in generale, fintantoché si hanno funzioni
e vincoli quadratici. FEccezioni ve ne sono chiaramente (vedi il secondo problema del
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2/12/2014) ma ad esempio nel primo problema dell’1/12/2014, conviene passare attraverso
i moltiplicatori di Lagrange.

4 n
e Trovare i punti critici e caratterizzarne la natura per la funzione Z xi — Z xi soggetta
k=1 k=5
ai vincoli 1z, = A, e x32y =B conz; >0,91=1,2,3,4¢e x, € R per k> 4.
e Nella proposizione del 4/12/2014, si afferma che f|,; sia continua. Dimostrarlo.

e Si calcoli il flusso del campo vettoriale F'(z) = (v — y)i + (y — x)j + 2k verso 'esterno
della supeficie chiusa delimitata dal cono z =4 — /22 + y2,edai piani 2 =0,z =1,y =0
Svolgimento Usiamo Gauss. Dobbiamo parametrizzare il volume ed usiamo coordinate
cilindriche. “Affettiamo” il cono con piani orizzontali di ordinata z = w. La porzione di
piano cosi individuata si proietta sul piano (z,y) e parametrizziamo tale proiezione

z=u € [0,1], x =pcost, y=psint, 0<p<4—u, 0<t<m

Lo iacobiano ¢ p, la divergenza del campo ¢ 3 per cui l'integrale e

4—u
/dt/ du/ dp3p = 3m= /du( )2:§7r1(64—27):§7r
2 3 2
k

e Studio della convergenza puntuale e uniforme delle successioni di funzioni f;(z) = 2",
0<xz<1, fi(x) =x/k, z €R, f(x)=2"/k, 0<z <1

Lezione dell’11/12/2014

o Sia fi(z) =1/kse 1/k <z <2e f.(r) =0se 0 <z < 1/k. Dimostrare che f,(z)
converge per ogni 0 < x < 2 e dire se la convergenza ¢ uniforme e se la funzione limite e
continua. Mettere in relazione tale risultato con il teorema di pag.4.

& Sia fi.(z) =1/ksex € [0,1)U(1,2] e f,.(1) = 1. Dimostrare che f,(z) converge per ogni
0 < x < 2 e dire se la convergenza e uniforme e se la funzione limite e continua. Mettere
in relazione tale risultato con il teorema di pag.4.

1
e Sia fi(z) =ksex € (0,1/k) e fi.(x) =0se 1/k <z < 1. Verificare che / fr(z)dr =1
0

1
ma / klim fi(z)dz = 0 per cui hm/ fr(z dx%/ hm fi(z)dz = 0. Verificare che
0 — 00

la convergenza non ¢ uniforme.

e Data la successione di funzioni f,(z) = T it e z € R. Trovare I'insieme di conver-
x
genza della successione e dire se la convergenza ¢ uniforme nell’insieme [a, +00) con a > 0.

Dire se la convergenza ¢ uniforme in R.
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e Data la successione di funzioni f,(z) e x € R. Trovare I'insieme di conver-

B x
1+ kizt
genza della successione e dire se la convergenza ¢ uniforme nell’insieme [a, +00) con a > 0.
Dire se la convergenza ¢ uniforme in R.

# Data la successione f,(z) = {/e*® + |z + 1|k, dire se converge puntualmente nel suo

insieme di definizione e poi dire se la convergenza ¢ uniforme.

& (esercizio del 20/11/2014) Sia data la forma differenziale ( ﬁgjﬁf?{j(zgiz;f; )dl’ +

3 2 2
A 4y e ol y = (g Ryt = 1 2= et
Si dica quanto vale f,yw. Si dica poi quanto vale f,y w dove 7, = {z € R3: 2% + ¢* =
L L1 -
3, z=1+x+y}. Le curve sono percorse in modo che la loro proiezione sul piano (z, y) sia
percorsa in senso antiorario. Si calcoli poi fv w dove Yy = (3cost,3sint, t), 0 <t < 2.
) -

Svolgimento
Si verifica che la forma ¢ chiusa.

0 Az’ 4+ dxy® + 2w — 22 0 4o + dya? + 2y — 2y

Oy (a2 +y2 —1)(a? +y* +22)  Ow (2 +y? — 1)(a? +y* + 22)

0 4z +dxy® + 2227 — 22 B 8zy n
Ay (22 +y? = D@ +y2 +2%) (a2 +y2 —1)(2? +y? + 22)
423 + 4zy® 4 222% — 2z

(% +y? = 1)2(2® +y? + 2?)

s (2u(a® + 92+ 2%) +2y(a® + 7 — 1))

9 Ay + dyx® 4 2y — 2y 8y

0r (@ P~ D@+ P+ P) | @A D@y )

4y + dyx® + 2y2% — 2y
(22 +y2 — 1)2(22 + y2 + 22)

5 (233(332 + %+ 2%) 4 2z(x® 4+ 9 — 1))

e si vede subito che sono uguali.

Poi abbiamo
2 423 + dzy® + 222% — 2z B 2 2z
0z (22 +y2 — 1) (a2 +y2 +22)  Ox a2 +y? + 22

0 Az’ 4+ dxy® + 222 — 22 drz

0: @ - D@+ ) @A D@ P D)
(42® + dzy® + 2227 — 22) daz(x® 4+ 9% + 2°) — 22(42° + day® + 222° — 2x)
T @A D@2yt 22)2( z) = (22 + 42 — 1) (22 + 42 + 22)2
—4x3 2 — dxzy® + daz —dxz(z? +y* — 1)

@24y 1) (22 Y2+ 22)2 (22 +y? — 1) (22 + g2 + 22)2

27/dicembre/2018; ora605 43



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

0 2z dxz

%x2+y2+22 - (m2+y2+22)2

Per I'uguaglianza

0 Ay® +dyx? + 2y2% — 2y 0 2z

9z (22 +y2 —1) (22 + 42+ 22)  Oya?+y? + 22

basta prendere la precedente e sostituire x con y e viceversa. Dunque la forma e chiusa

La curva 7 = {z € R%: 2% +9y* = 1/4, 2 = 1 + z + y} & una circonferenza contenuta
all’interno del cilindro 2° +y* = 1. Sia U = {z € R*: 2® + y* < 1}\{z = 0} che & l'interno
del cilindro z? 4+ y® = 1 privato dell’origine. L’insieme & semplicemente connesso (ogni
curva chiusa e deformabile con continuita fino a ridurla ad un punto senza mai uscire

dall’insieme (senza mai passare attraverso l'origine). L’integrale ¢ dunque zero.

Per calcolare il secondo integrale non possiamo piu usare il precedente argomento in quanto
la curva v = {z € R3: 2%+ y?> =3, 2= 14z +y} circonda l'insieme U e quindi non
posso contrarla ad un qualsisi punto senza incontrare U stesso (ad esempio non posso
contrarla fino a ridurla al punto (0,0, 1) senza passare attraverso U). Possiamo applicare
I’equivalente del Lemma di Gauss—Green in piu dimensioni ossia il teorema di Stokes.

Siano date due curve qualsisi, Y€y sul cilindro di equazione 2% +y? = 3 e per sempliciti
supponiamo che non abbiano punti in comune. La curva piu in alto, v X la percorriamo in
senso antiorario mentre la curva piu in basso, Vo in senso orario. Sia I' la curva vy LU,
Dal teorema di Stokes sappiamo che

]42 o= [ [ cotpnas

dove S ¢ quella parte del cilindro z® + 3> = 3 compreso fra la due curve e
n(® & la normale esterna al cilindro ossia @(e) = /3icost + \/31 sint. Chiara-

423 + dzy® 4 2x2% — 2z 4 + dya® + 2yz? — 2y 2zdz )
(@? +y? = D@ +y> +2%)" (2?2 + > - D@ +y° +2°) 2° +9y° + 22/
Essendo la forma chiusa, il rotore di F' & zero per cui

%w:Oﬁj{w-i—%w:Oﬁj{w:—%wﬁj{w:% w
r X Yo e Dy 7, 1

mente F(z) = (

e =7, € percorsa in senso antiorario. Ma allora io scelgo la curva, detta o, data da
x =+/3cost, y = 3sint, 2 =0, 0 < t < 27 per calcolare I'integrale lungo la curva data
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nel problema ossia z° +y> =3, 2 =1+ z + .

%w:/%dt (4.3\/§cos2t+4~(§\/§10)os;sin2t—2\/§cost<_\/§smt)>+
a 0 -

—I—/%dt (4.3\/§sin2t+4-(§\/§1s>in;(3082t—Qﬁsint(\/gcost)> 0
0 —1).

Alternativamente si poteva osservare che la forma differenziale si ottiene derivando la
funzione In(|(x? 4+ y* — 1)|(2® 4+ y* + 2?)) che & definita per z # 0 e per z? + y* # 1. Ne
segue che se 22 4+ y? # 1, la forma & esatta. All'interno del cilindro di raggio 1 pure &
esatta.

Lezione del 15/12/2014

. . . .. sin(kx ) )
e Sia data la successione di funzioni f,(z) = (k) che converge uniformemente in R.

k

La successione f; (x) = cos kx non converge per nessun valore di x # 0.

& Dimostrare che se z # 0 allora  lim cos(kz) non esiste (Suggerimento: usare cos(2z)=
k—+o00
cos? z—sin? = e cos? av—l—sin2 m:l)

Lezione del 16/12/2014

e Trovare gli insiemi di convergenza puntuale della successione di funzioni f,(z) =

\/€** + |z + 1|F. Dimostrare poi che converge uniformemente in ogni insieme [—a, a] con
a>0

#& 1) Dimostrare che non converge uniformemente nell’insieme [a, +00).

# 2) Si costruisca poi la successione {f,(z)} e si trovi I'insieme di convergenza puntuale.
Si dica poi se la convergenza & uniforme in ogni insieme [—a, a].

Svolgimento Convergenza puntuale. Sia |z + 1] > 1.

ful@) = e +lo+ 1 = |z +1] (1+ e o +117) " plo + 1]

Sia |z + 1] < 1.

fula) = {fer tla+1F = (14 e a4 1)

Convergenza uniforme in [—2, 0] ossia |z + 1| < 1.

/e’ —|—\x+1\k—1‘ =
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Ora usiamo:

1) (1+ x)% < 1+ z/k dimostrabile studiando il grafico della funzione g(x) = (1 + 93)% -
l—x/kperz>0e

2)e" <l+z(e—1),0<z<1.

Quindi otteniamo per k£ > 2

2

er (1 + e‘x2|zc + 1\’“)

2

z_ —z? k
1| =% (1+e \x+1\) 1<

=

1
E

0<

1

< (142 e-0) (14 1) 1= a0 -1 =00

da cui la convergenza uniforme in [—2,0].

Convergenza uniforme in [0, A] con A > 0. Dobbiamo stimare

% 1
500@) = o 111 = [Jo+ 1] (14 o 1174)F = ot 1] < ot (1 el 2l 1) <

k

< —(A+1)e* 1

| =

e quindi la convergenza uniforme. Ho usato (1 + 93)% < 1+ z/k. Unendo con il punto
precedente, otteniamo la convergenza uniforme nell’insieme [—a, a].

1) Non convergenza uniforme in [a, +00). Dobbiamo far vedere che

de>0:VmIk>m: sup |fu(z)—|z+1]]>¢
z€la,+00)

1
k

sup £y =+ 1] 2 oot 11| (14 1) - o
z€[a,+0)
2)
r+1
£ () 12wex2—|—l<:|:z:—|—1|k—2(aj—|—1)_> 7|w+1\’ lz+1>1
\T) = 7 1
k 2 115)1—%
(e + o+ 1157 0 z+1 <1

E facile verificare che la convergenza ¢ uniforme in tutti gli insiemi della forma (—oo, al,
con a < —2, [a,b], 0 < a<b<2 [a,+00), a > 0. Invece la convergenza non & uniforme
nell’insieme [a,b] con a < —2, e b > —2 e a < 0, b > 0. In quest’ultimo caso & facile
applicare il teorema a pag.9 del libro.

& Si espliciti la non convergenza uniforme nell’intervallo [—1, 1].
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_
1+ (ka)2

Puntualmente converge a zero per ogni x. Per la convergenza uniforme si possono usare

e Studiare al convergenza puntuale ed uniforme della successione f,(z) =

due strade. La prima consiste nel fare la derivata prima

1—k2 2
T >0 «— || <1/k

fr(z) = T+ (ha)?

Quindi il massimo di fj(z) lo si ha per = 1/k e vale 1/k. Abbiamo quindi sup |f,(z)| <
z€R

1
— < e per ogni k > [1/¢] da cui la convergenza uniforme in R.

k

11 secondo modo consiste nello spezzare R = (—oo, 1] U [1,+00) U [-1,1]. In (=00, —1] U
[1,4+00) scriviamo

k21’2 k‘2$2 3 4 4 3 4 4
22 _ 1,4 4,4
da cui
|33| 41/3 41/3

<& < ]{7>[W e

< < V2 = kM
1+ (k2)? = 3k4/3[a[1/8 = 3473

In [—1,1]\{0} scriviamo

1 1 3
2 2 2.2, L1
kx*+1=Ek"z +2+22—41/393 1173

da cui

‘.’E| 41/3|£C‘ 41/3|£C‘1/3 41/3
L1 (ka)2 = 32Bk2 = 3423 = 323

2
= 1.(2)
<& < ]{7>|:W:|—k'a

Se x = 0 si ha k:ég’) =1 per cui su tutto R vale k_ = max{kél), kéz), kf’)}

Lezione del 18/12/2014

Premessa . Nella teoria della convergenza uniforme delle successoni di funzioni, tipica-
mente si trova i lim f.(x) = f(x) e poi si analizza la relazione
— 400

Vedn.: n>n, = sup|f,(z)— f(z) <e
xzel

dove I ¢ l'insieme in cui si vuole studiare 'uniformne convergenza.

27/dicembre/2018; ora605 47



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Nelle serie di funzioni al posto di f,(z) c’e ka(x) ed al posto di f(x) c’&
k=0

n +o0
klim g fiu(z) = g fi(z) che in genere é sconosciuta . Per I'uniforme convergenza
— 400

k=0 k=0

si studia la relazione

Vedno n>n. = sup|S,(z) —S(z)| <e

xel
ossia
“+o0
Vedn: n>n, = sup| Z fe(@)| <e
xel k=n-+1

Lo studente tenga presente che ad ogni x fissato, una serie di funzioni diventa una serie
numerica ordinaria cui applicare tutte le conoscenze acquisite al riguardo.

Se si vuole dimostrare che una serie di funzioni non e uniformemente convergente in I,

bisogna mostrare che

Je>0:Ym I n_>m: sup|S, (v) - S(x)| > ¢
zel

Fine della Premessa

# Sia data la successione di funzioni f,(z) = 55 P> 1/2. Chiaramente f, (x) — 0

X
1+ (ka)?r
B 1 k2P %P
T 1+ (kx)2r (14 (kx)?P)?

mentre per x = 0 vale 1. Dunque in questo caso pur essendo f;(z) convergente, essa

per ogni z € R. Inoltre f;(z) che tende a zero se x # 0

non converge alla derivata della funzione limite ossia f = 0 a causa del punto x = 0.
Chiaramente il teorema di pag.9 non si applica in quanto manca 'uniforme convergenza
della successione { f,(z)} nell’insieme [—a,a] con a > 0 qualsiasi. Dimostriamo tale fatto.

La successione T tende a zero se z # 0 e tende a 1 se x = 0. Chiaramente la

1+ (kz)

convergenza non e uniforme ed infatti

1 k2P %P ' 1 k2P %P
Su — — =
ve(oa) |1+ (k)2 (T+ (k2)2)2| = |1+ (k2)% (1 + (kz)?)2 w=1/k2p
42
_ 1 i 2p—4p? 1 _ 1+ (1 - 2p)k2p » 1
1+ f2p—4p? (1 +k2p—4p2)2 (1 + k2p—4p2)2 k—+o0
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1 B 2pk?P 2%P
1+ (kx)?r (14 (kx)?r)?2

#® Dimostrare che la successione f (z) = converge uniforme-

mente in [a, +00) con a > 0.
x

—————. Si di li valori di
T3 [(k2)?) i dica per quali valori di

# Sia data la successioni di funzioni f,(z) =

0 < p <1 converge uniformemente in R.

Risposta Se 0 < p < 1 la successione converge ma non uniformemente. Infatti certamente
violo la relazione da soddisfare sup|f,(z)| < € se prendo =z, = k77 . Se invece p=1,
zeR

el 1 :
— ¢i ha la convergenza uniforme.

maggiorando |f,(x)| < T2k \k k:

k
& Si dimostri che la serie g Q converge uniformemente per x > 0 ma non converge

z+k
totalmente.

Dimostrazione Certamente la serie converge puntualmente essendo una serie di Leibnitz.
+oo (_1)k +o0 n
Sia quindi S(z) = Z ey = Z(—l)kak(a:) ed inoltre Z(—l)kak(a:) =35, (x)

S =Sy, = _a2n+1(5’3) + (a2n+2($) - a2n+3($)) + (a2n+4(5’3) - a2n+5($)) +...+
+ (a2n—|—6(x) - a2n+7(x)) +.. Z _a2n+1(x)

S =Sy, 1 = ag,(z) + (_a2n+1<$) + a2n+2(5’3)) + (_a2n+3($) + a2n+4($)) +...t
+ (—a245(®) + a9y 46(2)) + -0 < ag,(2)
Quindi

|15(2) = Sy (2)| < lay 4| =

e quindi la convergenza uniforme. La serie non puo convergere totalmente in quanto

1 VkE>z, = §L>+§i—+oo
az—l—k:_2k: +k ~ 2%k
[z]|+1 [z]|+1

Ricordo che dalla convergenza totale segue sia la convergenza assoluta che la convergenza
uniforme ma la convergenza assoluta e esclusa in questo caso.

“+oo
& Sia data la serie di funzioni Z — sin(wk + arctan k;) Si studi 1) la convergenza

\/’

puntuale, 2) la convergenza unlforme sugli insiemi [—a,a], 3) la convergenza uniforme
in R.
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Svolgimento 1) La serie € in realta Z

= vk

|arctanz| < |z| e |sinz| < |x| ed abbiamo

sin(arctan —). Usiamo Le maggiorazioni

k

5~ (* sin(arctan E) < et sin(arctan f) < f =l
= vk A = BT S kVE

da cui 'assoluta convergenza e quindi la convergenza semplice.
+oo |ZL’| +oo a
2) Se x € |—a,a| abbiamo — < g —— da cui la totale convergenza e quindi
) [=a,q] Z: PN NG

uniforme, in [—a, a]
3) Per la convergenza uniforme in R, dobbiamo mostrare che, detta S(z) la somma sella
serie per ogni x, si ha

= (—1)F x ™= (-1t x
sup [S(x) — sin(arctan —)| = sup sin(arctan —)| < ¢
z€eR (=) kz_; Vk ( ]f> zeR | 5= Vk ( ]f>

Dall’esercizio precedente, dopo aver notato che sinx e arctan x sono entrambe crescenti,
possiamo dire che

+oo k
(_1) . x 1 . x 1 =
su E ——~sin(arctan — )| < ———— sin(arctan < — <€
veh W vk ( v —yn+1 ( i) S nrio

se n ¢ grande abbastanza. Naturalmente si poteva risolvere direttamente questa parte
dell’esercizio che avrebbe compreso anche le prime due.
+oo
————— diverge a +o00 per x = (0 e converge per ogni altro valore di x in quanto il
o kz_o TR g p ge per og q
termine generale tende a zero come 1/ k*. Chiaramente la convergenza non & uniforme su
tutto R ma ¢ uniforme in ogni sottoinsieme del tipo [a, +00), a > 0.

+o0 k
& Si dica se converge e per quali valori di z, la serie Z R Si dica se nell’insieme
2 [T+ a])
trovato la convergenza e uniforme.
=3 z® =1
Svolgimento Basta osservare che 1 + 22 > 2./|z| per cui — < —.
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+o0 +o0
e Dare un esempio di serie g fr(x) che diverge per ogni x ma E f1.(x) converge per
k=0 k=0
ogni x.
+o0
K . . . . — 2 . . . .
e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie E z2e~® . Dire se in tale insieme
k=0

la convergenza ¢ uniforme.

Svolgimento . La serie converge puntualmente per ogni x € R. Se x = 0 vale identicamente

. . ) _ 22 .
zero. Se x # 0 possiamo osservare che lim Ve %’k = ¢™* < 1 da cui la convergenza.
k—+oo

.2
Possiamo anche osservare che lim k2e ™ F = 0.
k—+oco

Convergenza uniforme. Siccome in questo caso specifico possiamo addirittura calcolare
S(x)

R 2 1

S(z) = 2? Ze_m k= xQW

k=0
siamo in grado di dire che lim,_,, S(z) # 0 ossia la funzione limite non & continua in x = 0;
segno questo che la convergenza non ¢ uniforme in nessun intervallo comprendente ’origine.
Vogliamo ora evidenziare tale fatto mostrando che la convergenza non ¢ uniforme in (0, 1).
Sia x € [1/6,2/6] C (0,1) e sia z tale che 2%k < 1. Per questo ¢ sufficiente k < §?/4. Ne
segue che

2 —z?k 2 —z?k —-n
sup x E e > sup = E e > — E -z = >
O k=nt1 [1/8,2/8] .S 02 L=e e 46 8e

non appena 6> > n? /4 per cui, dato un qualsiasi intero n, trovo un ¢ che rende la precedente
quantita maggiore di 1/(8¢) ossia la non convergenza uniforme.
—+o0
& Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie Z mge_x% . Dire se in tale insieme
k=0
la convergenza ¢ uniforme.

Svolgimento Per la convergenza puntuale si procede come sopra e si verifica che converge

o0 3
2 T
per ogni x € R. Poi verifichiamo che S(z) = E ek = [pp—— se ¢ # 0 mentre
J— e_
k=0

vale zero se x = 0. Siccome lin%) S(z) = 0, ci sono gli indizi di una possibile uniforme
T—r

. . . . - . 3\? . _
convergenza ed infatti il massimo della funzione z’e “k gi ha per x;, = <%) =17, da
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cul

+oo
sup Z 2le "k < Z xge_mk}mk —z, = Z (%) e 3?2 <e

‘reR k=n+1 k=n+1

da cui la convergenza totale e quindi uniforme.

+o0 3.3
k
& Stabilire 'insieme di convergenza puntuale della serie ,;_0 m. Dire se in tale

insieme la convergenza e uniforme.

ka3
Svolgimento La serie converge puntualmente per ogni z in quanto w < (kx)
x
kot
e S.k7° converge. Per x = 0 ¢ ovvio. Sia ora |z| > a. Abbiamo 1 + —5 +
Kt KOS = kS’ 25 X s
— >3-4 (kx) da cui —— < - — = — ) (kx)3 <
2 kz_o (14 (kz)*)? kz_l (3-473(k2)3)2 9 =~
25 & -7 ) . . .
9 (ka) 3 che chiaramente converge. Non converge uniformemente in ogni intervallo
k=1

della forma [—a, a] oppure (0, a) oppure (—a,0). Sia infatti kx < 1 (prendiamo z > 0) da
+o00 3.3 [1/x] [1/x] 4
. kox 1 3.3 1 3 3 L 3|1 4
Ccul Z W 2 g Z k°x 2 gl’ /k ~ dy = 3—2(1} 5 — (kO — 1) € se
k=ko k=ko 0
x e piccolo abbastanza tale quantita non e piccola.

—I—oo1 3

x
e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie Z ————- Dire se in tale
P 1+ kx

insieme la convergenza e uniforme.
o0 o

e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie g oL Dire se in tale insieme
=17

la convergenza e uniforme.

Svolgimento La serie converge per ogni z osservando che z? + k* > k2. L’uniforme con-
2

. . N . x
vergenza in [—a, a| per ogni a > 0 & assicurata da | ‘k:Q < = La serie non converge
uniformemente in [a, +00). Infatti scriviamo
22 k2 1ol 1 o K2
k:nx +k k:n|x|1+m_2
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Ora imponiamo k < [z] e scriviamo

] +1—-n+1

1 1
sup > sup sup = = —
zE€[a,+00) kZ: |ZL’| 1 + kz z€[a,+00) kz: |33| 2 z€la,+0o0) 2 |ZL’| 2

—+ o0

x
e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie Z

\/’

2
—2°F_ Dire se in tale

insieme la convergenza e uniforme.

o0 2
T 1 .
e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie Z . Dimostrare

1422 (1+a2)k

in almeno due modi che non puo convergere uniformemente in [—1, 1]. [Pringsheim, 1899

“+oo
e Stabilire I'insieme di convergenza puntuale della serie Z cos z(1 — cos z)¥. Dimostrare
k=0
che non puo esistere un intervallo di lunghezza pari a 7 in cui la convergenza e uniforme.
e BREVE DIGRESSIONE SUL LIMITE INFERIORE E SUPERIORE DI UNA SUC-
CESSIONE.

L’obiettivo ¢ di dare un teorema piu generale di quello presente a pag.18 del libro di
testo (Teorema di Cauchy-Hadamard). Per capirne la ragione si consideri la successione
oy = 2" € ayy, +1 = 0. Se dovessimo calcolare lim {/a;, concluderemmo che non esiste e

k——+oo
+o0
quindi non saremmo in grado di trovare il raggio di convergenza della serie a,z" mentre
k=0

invece sappiamo che converge per |z| < 1/2 ma la dimostrazione richiede la conoscenza del
“limite superiore” di una successione.

Sia {a,} una successione. Definiamo le quantita

L =1lim,_,, a, = limsup = inf sup a,, [ =lim, ,, a; =liminfa, = Sup mf £ a,
k—+o0 N k>N k—+o0

In generale sono diversi. Basta prendere a;, = (-1)*esiha L=+1,1=—

Sia Ay = :;11]3] a, e By = k;lngv a,. La successione {Ay} € non crescente dunque con-

verge (eventualmente a +00). La successione {By} ¢ non decrescente dunque converge
(eventualmente a +00).

Se L =400 allora A} = A, =A;=... =400
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Sia L = —oo. In tal caso si ha klim a, = —oo. Infatti essendo L = lim,_, a, si
— 400

ha che V. r > 03 N.:Ay < —r e quindi ap < —r per ogni k > N, che ¢ come dire

lim a, = —oo0.
k—+o00
Sel = —oo allora By = By, =B =... = —00
Se | = +o0 allora lim a;, = +oo. Infatti [ = oo vuol dire che Vr >03 k.:B, >r

k——+oo

ossia a; > r per ogni k > k.
Sia L finito. Dalla definizione di inf segue che Ve >03 Ay : L < Ay < L+e¢ ed essendo
{A,,} non crescente, si ha

L<. ... <Ay o< AN 1 S Ay <L+e

Chiaramente {/N_} ¢ illimitata se ¢ — 0 oppure A, = L definitivamente. Inoltre dalla
definizione di sup segue che Ve > 03k, > N.: Ay —¢e < a, < Ay e chiaramente
ap < Ay_per ogni k > Ay . Quindi

Ne segue che

Ve>0VNIk >N: L—e<a, Ve>03aN.: k>N, = a, <L+e¢
(18/12/2014 —1)
Sia [ finito. Dalla definizione di sup segue che Ve >0 3 By : | —e < By_ <! ed essendo
{By} non decrescente si ha

{N_} ¢ illimitata se ¢ — 0 oppure B, = [ definitivamente. Inoltre dalla definizione di inf
segue che Ve >03 k. > N_: By <a, < By_+¢ e chiaramente a > By_ per ogni
k> BNE. Quindi

By +e< By 1 +te<By,,t+te<...<Il+e
Ne segue che

V6>OVNEIk>N:akE<l—|—€, Ve>0dN: k>N, = a,>1—¢
(18/12/2014 — 2)
Esempi. La successione {(—1)*k} ha L = 400, | = —cc.

Si ha la proposizione
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Proposizione In generale | < L mentre [ = L se e solo se esiste klim a;, che uguaglia
— 400

l=1L.
Dimostrazione Certamente By < By, < Ay, < Ay da cui [ < L. Supponiamo che
esista  lim a; = Lequndi L —¢ < a;, < L + ¢ per ogni k > k.. Ne segue che

k——+oo

L—e< inf a, < sup a, < L+ecequindi L —¢ < inf a, < inf a, <

k>ke+1 k>ke+1 k>k:+1 k>ke+2

sup ap < sup a; < L +e. Come conseguenza per ogni € > 0 si ha
k>ke+2 k>ke+1

L—e<sup inf a, <infsupa, <L +e
N Npkl>_Nk_Nk>R b=
equindil =L = L.

Supponiamo ora che [ = L. Vogliamo dimostrare che esiste i ligl a;, = L eche L= L.
— 400

In generale l—5<BNE§l§L§ANE<L+5equindi L—5<BNE§AN£<L+5il
che implica L—5<BNE gakgANg < L + € per ogni k > N_ ossia la tesi.g

tralasciare quanto segue fino alla prossima doppia linea continua

E importante il seguente teorema sulle serie numeriche

> 1 la serie

: : , . eyl
Teorema Sia data la serie numerica ) a,. Abbiamo: 1) se lklm inf |k+|1
— 400 a.

diverge 2) se liminf {/|a,| > 1 la serie diverge, 3) se limsup 1/|a,| < 1 la serie converge
k—+o0 k—+o00

|ak+1|

4) se limsup < 1 la serie converge

k—+o00 |ak‘

|ak+1|
|ag|

Dimostrazione 1). Dalla 18/12/2014-2 adattata alla successione si ha che Ve >

. |ak—|—1|
03dN_: k>N, = > —¢cel>1. Nesegue

|ay|
a a
| N5+2| Sl—e — | Ne+q| >(l_5>q
|aN5+1| |aN5+1|

e quindi |ay_,,| 7 0 non appena ¢ & abbastanza piccolo

2). Sempre dalla 18/12/2014-2 otteniamo che definitivamente in k abbiamo {/|a,| >
[ —e > 1 se ¢ & abbastanza piccolo e quindi a; /4 0.

3). Dalla 18/12/2014-1 si ha che definitivamente (L < 1)

a a

|CLN€+1‘ |CLN€+1|
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e quindi la serie converge assolutamente.

4). Dalla 18/12/2014-1 si ha che definitivamente (L < 1) 4/|a,| < L+e¢ se € ¢ abbastanza

piccolo e quindi |a, | < (L + €)* da cui la convergenza assoluta.

Si faccia attenzione pero che se limy_, , |a,,|/]a,| non esiste, lim,_, +/|a,| potrebbe
benissimo esistere. Infatti La serie

11 1 1.1 1 1 1
LTI I S ST I R S 18/12/2014 —
SR TR R TR T (18/12/ )

a
ha —4L — (2/3)% se k & dispari mentre & uguale a (3/2)¥/3 se k & pari per cui
Ay

o PN .o k 1

limy,_,, la,,,|/|a,] = +oo ma la serie & convergente. Infatti lim,_, . 1{/|a,| = 7
+oo

e quindi la serie (18/12/2014-s) converge mentre la serie di potenze Z a,z”, come con-
k=0

seguenza della seguente proposizione, converge per |z| < v/2.

—+ o0
Sia data ora la serie di potenze E apz® e Tmy_,, t/|ay| =R
k=0

Vogliamo dimostrare la proposizione

Proposizione Se |x| > 1/R allora la serie diverge mentre se |z| < 1/R la serie converge.
Se x € [-r,r] C (—=1/R,1/R), la serie converge uniformemente.

Dimostrazione
Sia |z] =1/R—0 con 1/R > 6 > 0. Sappiamo che per ogni k grande abbastanza +/|a,| <

(R+e¢)dacui |ag < (R+ &) e quindi otteniamo

“+o00 K “+o00

k k k
D lagllz* =" lagllz* + D laglll
k=0 k=0 k=K

Abbiamo impostato la convergenza assoluta che e sufficiente per la convergenza non asso-
luta. La prima ¢ una somma finita e ce ne disinteressiamo. Nella seconda prendiamo K
cosi grande che {/|a,| < R+ € per ogni k > K. ne segue

—+o0o

o0 400 1 k .
RZZK\%W < k:ZK(R+6)k (E —5) =Y (1-6R+ % — )

k=K

e —0R+ % —ed < O non appena € < 0R/(1/R—J). La convergenza della serie ¢ immediata.
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Sia ora |z| = 1/R+ 4§ con § > 0. Sappiamo che per ogni € trovo un a,_ tale che ki/ lay,_| >

R — ¢ ossia |a_| > (R — )" ed inoltre k. — +oo se € — 0. Ma allora

IR

1
L5

k
1 €
lay,_||z]* > (R —e)" <E +5) >1 < e<

Siccome k_, — +oo quando ¢ — 0, allora aksxks 4 0 e quindi la serie non puo convergere
semplicemente.

Sia ora x € [—r,r] C (—1/R,1/R) e prendiamo & € [r,1/R). Abbiamo

+o00 +o00 - k +o00 , k o0

k k k k
Z|ak$‘:ZE |ak£|§ZE \aké’\SZ\akél
k=0 k=0 k=0 k=0

ossia la totale convergenza e quindi la uniforme. g

Quindi la quantita lim,_,  _|a,|/|a;| non & minimamente interessante ai fini di trovare
il raggio di convergenza di una serie di potenze.

Dunque lim,_,, {/|a,| prende il posto di kkgloo Vlag| e di limy_, o |a,,q[/]al

che stanno sul libro di testo. Se perd  lim {/|a,| esiste, allora esso concide con
k—+o00
3 k
llmk—>+oo V |ak|
. . . . . . I k .
Per cercare il raggio di convergenza di una serie bisogna calcolare lim,_, | . {/|a,|; tanto

meglio se esiste lim  ¢/|a]|.
k—+o0o

Alternativamente si puo calcolare i lim |a;,,/a;| e se tale limite da un risultato, allora
—+00

quello e I'inverso del raggio di convergenza in virtu della seguente proposizione

. . . |ak:—|—1|
Proposizione Se esiste lim

allora esiste pure lim {/|a,| e i due limiti sono
k—+oo  |ay| k— oo

uguali.

L’inverso & falso come mostra la successione a;,, = 1 se k # n*, e a, = 1/2 se k = n* con
n=12,....

o0 n
& La serie Z z" converge non uniformemente per 0 < x < 1. infatti, detta S, = Z z"
k=1 k=0
+00 n+1 n+1
si ha |S, — S| =] Z |:|x—|e sup |x—|:+oo qualunque sia k da cui la non
l—2  o<zc1 1—1

k=n-+1
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uniformita della convergenza. D’altra parte converge uniformemente in ogni intervallo del

n+1 an—l—l

tipo [0,a] C [0,1). Infatti sup | | < < oppure si puo usare il teorema
0<z<a 1 — l—a " 1—a

6 di pag.19 del libro per cui il raggio di convergenza della serie ¢ 1. Ne segue che converge
totalmente e quindi uniformemente in ogni intervallo chiuso sottoinsieme di (—1,1).
400 k
A& La serie Z —_ converge uniformemente per 0 < z < 1 e cid si evince da z* /k? < 1/k?.
k=1
Sulla base del teorema 6 pag.19 possiamo solo dire che converge in (—1,1) e che diverge
per |z| > 1. La serie puo essere derivata tutte le volte che vogliamo ed ogni volta otteniamo
una serie di potenze che converge in (—1, 1). Possiamo pero osservare che la derivata prima

+oo k-1
x

Z converge per x = —1 (serie di Leibnitz) e diverge per x = 1.

k=1
+oo

& Stabilire la convergenza della serie Z a,z® dove a;,, = 2F se k ¢ pari e ap, = 0 se k &
k=0

dispari. Notare che lim ai/ ¥ non esiste.

k—4o0

#® Data la serie di potenze 2(3” +2™")n?(x(1—x))", determinare I'insieme di convergenza
n=1

puntuale ed uniforme.

Svolgimento \/ (3 +2mn2 =34/(1 —|— )n? = 3 per cui la serie converge quando

|x (1—x)\<1/30881a E=(3-V21)/6<x< 3—1—\/7/6—77 Siccome

23”+2” 1-9)" =) (-1 3n+2n Z3n+2” (n(1 —mn))"

n=1

divergono, I'insieme di convergenza uniforme & un qualsiasi intervallo [a, b] C (£, 7).

& Dimostrare ovvero confutare la seguente affermazione. Siccome la serie precedente con-
verge uniformemente in ogni insieme [a,b] C (§,n), la convergenza é uniforme nell’insieme
ko+10"°

U 6+ pn— 11 ko= [2/(n—©)] serve a farsi che € +1/k < —1/k.
k=kg

& Dimostrare ovvero confutare la seguente affermazione. Siccome la serie precedente con-

verge uniformemente in ogni insieme [a,b] C (£,n), la convergenza é uniforme nell’insieme

oo

Ule+ 7]

k=ko

27/dicembre/2018; ora605 58



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

3"+ 2"
& Data la serie di potenze Z +

n=1

(x(1 —x))", determinare 'insieme di convergenza

puntuale ed uniforme.

Svolgimento 1l raggio di convergenza & come sopra. Inoltre

= 3" 42" = 3“+2” 3" 42" "
Z 5 (&( Z ToZan 5— (n(1—n))
n n43 n

n=1 n=1 n=1

: . a3 2" 2 .
ed osserviamo che la serie |(—1) —agn | = 53 Per cui converge assolutamente. Inoltre

n

la maggiorazione vale per ogni x € [£, n] per cui la serie converge totalmente.

& Data la serie di potenze Z

n=1

(x(1 —x))", determinare 'insieme di convergenza
n

puntuale ed uniforme.

Svolgimento 1l raggio di convergenza & come sopra. Inoltre

R L S A Z 2 )

n=1

. 3"+ 2" 1 2n
ed osserviamo che (1 + an ) La serie Z

Converge semplicemente.
n3" n

=&,

La serie

r=mne qumdl per il teorema di Abel converge uniformemente in tutto Uintervallo [, n].

& Data la serie di potenze E " determinare I'insieme di convergenza puntuale

ed uniforme.

Svolgimento 1l raggio di convergenza ¢ 1/3. Inoltre

3T +2" L 3" 42"
-3 n __ -1 n
S ey =y
n=1 n=1
3"+2" 1 2" = (-
ed osserviamo che = 2 1+ — | . La serie g ( converge semplicemente.
n3m n 3" —~
3"+ 2" N AT - B
37" = = -+ —
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che chiaramente diverge. Per il teorema di Abel la serie converge uniformemente in un

qualsiasi intervallo [—1/3,7], n < 1/3.

® Si dia un esempio di serie di funzioni positive uniformemente convergente in R ma che

non & totalmente convergente.

Prendiamo la serie Z —e I#I=F Data la parita della funzione basta far vedere che
k=1
converge uniformemente in [0, +00).

Svolgimento Dato un qualsiasi valore di z, per il criterio del rapporto studiamo

VE gl k1) 4]
¢~ llzl—k—1]+]|z| k|

lim
k=400 \/k + 1

Vk

vVEk+1
di Abel del 20/10/2014 ed abbiamo

e ! da cui la convergenza. Ora usiamo il criterio

Per k grande abbastanza si ha

q q
1 e
3 e 157 = Ba, — B, ya, y+ Y By y(a,_, —ay)

k=p k=p
dove
q
:Z —|z— k'—Ze ([=] k)—i—Ze(k [=]) akzl/\/E
k=1 = [z]4+1
<] [2] ~(g—[a])
l—e 1—e
—([z]-k) _ —[= —(k—[z]) _ z]—1
Ze[] )_e[]el—e’ Ze [#]) — olal =[] —
k=1 [z]+1
e quindi
1—ell 2et=l 9 1—e(@leD 1
—[=l, < < eltl g—lx]=1 <
l—e — e—1 ~e—1’ l—e ! —e—1
Inoltre

q q
2e+1 2e +1
Z By _i(ag_1 —a;) < Z(ak—l —ay) < e—1 (%-1 - a‘q)

e—1 P
Dunque alla fine abbiamo
q
1 jal—kl _ 2e+1 2e +1 2e—|—1 1

k=p
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e prendendo p grande abbastanza, tale quantita e minore di .
Notare che se avessimo operato

sup Z e~ llzl=kl < Z Sup —||$| k| _Z

z€[0,+00) ;. — p me [0 +oo)

e non & una quantita piccola non appena ¢ e grande abbastanza dopo avere fissato p.

Lk
# Studiare la convergenza uniforme in [0, +00) della serie Z
il

— (Non del tutto facile)
(14 zk)k

Lezione del 12/01/2015

e Si calcoli il flusso del campo vettoriale F(z) = xi — yj + (2v — 2y)k verso l'esterno
della superficie laterale della piramide la cui base ¢ data dal rettangolo A = (1,—1,0),
B=(1,2,-3),C=(-1,2,—-1), D= (-1,-1,2), ed il vertice nel punto E = (0,0, 3).
Svolgimento Siau =A— B,v= A — C e si trovi u A v = w. Il piano su cui giacciono i tre
punti A, B, C ¢é dato dall’equazione x - w = 0 ossia z + y + z = 0. Si verifica che anche D
appartiene al piano. La divergenza del campo vettoriale ¢ nulla per cui

ZZ;//&(E( da()+// da(b)_o

dove S; ¢ una delle quattro facce laterali e b ¢ la base. Quindi

5 = [

La normale nt® & (-1,-1,-1)/ V/3 essendo la componente z del vertice, superiore ad
ognuna delle componenti z dei vertici di base. (F(z), Q(b)) =—xr+y—2x+2y=3y— 3.

// da(b)— /dx/ dy(3y — 3x) = -9

Chi volesse puo parametrizzare il piano di base e pervenire all’integrale qui sopra.

Teorema (Abel) Sia Z a,(x — x,)" una serie di potenze con raggio di convergenza .
k=0

Se la serie converge per x = x, + r allora converge uniformemente in tutto l'intervallo

[z, + r]. Una cosa analoga accade se la convergenza avviene a x = xy — 1.
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Dimostrazione Definendo y = (x — x,)/r possiamo ridurci a ; = 0 e r = 1. Usiamo il

Criterio di Abel del 20/10/2014. Detta A, = Z a,, per ipotesi lim A, esiste e vale

n—4+oo
k=0
A.
q q
k -1 k=1 _ Kk
E apr’ = Az — A, 2P + E A (2" —2") =

k=p

= (A, - Az —(A,_, - AP~ 4 Zq:(Ak_l — A)(zF T —2M)+

p—1
+ Z Az — 2Py 4 Ax? — AgPt =

q
= (A, — Azt — (A, — A)a" "+ (A, — A —ab)

Poi abbiamo |(A, — A)z?] < [A— A,|, [(4,_, — Az~ < |A— AP,

q q

S Ay = AR =) £ DDA Al - ¥ <

k:p k;:p

q

max |A,_ 1—A\Z|x’“ P2 = max |4, — A]) (2" -2

_p<k:< p<k<q £
=p
— — p—1 _ <
Jnax |4y — Al(2 1) < max [Ay_y — Al

Se p e abbastanza grande, tutte e tre le quantita sono minori di € con e scelto a priori

positivo e arbitrariamente piccolo. L’ultimo passo e osservare che

sup Zakxk SIA= A+ A=A, |+ max |4, — A< 3eg

0<z<1

oo

Il teorema precedente ci permette di dire che la serie di potenze Zxk /k converge uni-
k=1

formemente in [—1, a], per ogni a < 1.
Applicazione delle serie di potenze alle equazioni differenziali lineari a coeffi-

cienti non costanti.
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Sia data l’equazione di Hermite y”(x) — 2y (x) + 2ey(x) = 0. Scriviamo la soluzione come

o
y(x) = E ;2% e deriviamo
k=0

y'(2) =3 cpk(h = 1" 2 =3 ok + 2)(k + Dat
k=2 k=0

Y (2) = ket = cp (k4 Dat
k=1 k=0

Mettendo assieme si ha

Zazk (chpolk+1)(k+2) = 2¢c,k + 2ec,) =0V x
k=0

Ne segue
B 2k — 2¢
2 T R G (k+ 2)

e proseguendo si ha

22k —2-¢) 22k—4-¢)  2(2-¢) 2k

Cne2 =2Tor0R 1) (2k_2)2k ) (4-3)-2° " (2h)!
Allo stesso modo

2k

c2k+1:m(%—1—5)(2k—3—5)~-~(1—6)cl

Ora dobbiamo calcolare il raggio di convergenza della serie

o0 (o]

2% 2%h+1
E :CQkx + E Copy1®
k=0 k=0

oo
Riscriviamo la prima serie come Z by (z)*.
k=0
b c ok+1 2k — ¢
lim —FL = Jim 2AE2 — 0

oo by koo oy 28 (k1 1)(2k12)
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e quindi la serie converge per ogni x. La stessa cosa accade per la seconda serie.

Lezione del 13/01/2015, 15/01/2015, 19/01/2015, 20/01/2015

Di quanto segue, 'unica dimostrazione da sapere &€ quella del Teorema 9.1. La

definizione dell’integrale di tipo c) pu0 essere evitata.
Integrali impropri multidimensionali.

Cosl come per funzioni di una variabile, per funzioni di piu variabili si possono definire

degli integrali di funzioni illimitate e/o il cui dominio di integrazione & illimitato. Facciamo
1

NZEeriad

laddove si vede chiaramente che la funzione e illimitata nel dominio di integrazione. Come

1
vedremo, l'integrale si calcola eseguendo lim / / ——————dxdy. A parte
z2+y2<1 +y

e—0t N 2
problemi nella legittimita della scelta nella modalita di “invasione” del cerchio di rag-

1 1 27 r
gio 1, sappiamo benissimo che // ———dxdy = / dr/ dd— =27(1 —
<z2492<1 4/ x2 +y2 0 r (

————drdy,

alcuni esempi. Supponiamo di voler calcolare I'integrale / /
0<z24y2<1

e) — 2m. Se con le setsse modalita calcolassimo 'integrale / / 5
0<z24+y2<1 x4+ y

otterremmo +o0o. Nei casi precedenti abbiamo una funzione illimitata su un do-

minio limitato. Nel prossimo caso abbiamo una funzione limitata su di un do-

e 1 .. . . Tdr 2
minio illimitato —5— 55 dr dy. L'integrale & lim dy =
w24y2>1 (2% +Y?) R—+o0 [y

1 1 1
lim 27— (1— — | =7 ed invece // ———dz dy = +o0.
R—4oo 2 R? w2 4y2>1 T2+ Y2

x
Sia dato l’integrale / / — 35 dxdy e consideriamo i seguenti in-
o<z2ty2<1 (22 +y2)%/

siemi G, = {z € R%:1/k < |z| < 1}. Osserviamo che // %dwdy =
G, Tty

1 27
rcosd T
d dd =0 indi Ui — —dxdy=0
/l/kr 7“/0 r2 © quindi k—ir—i{loo//Gk (22 1 y2)3/2 ray

Definiamo ora i seguenti insiemi G, = {z € R2'O <9 <2r(1-1/k), 1/k <r <

2m(1- 7“00319 2
1 dxdy = d dd = Inksi di
} //Gk x2—|—y T oaapdedy = / rr/ n smkmo (vedi

fig.9.1)

Se invece definiamo G, = {z € R%:0 < ¢ < 2n(1 — 1/k), e * < r < 1}
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1 2m(1—4%) 9 9
€T T COS . ™
//G dedy:/kdrr/o 7"3 dd :kSIH?m}2T(
k e

x
2 2)3/2

<z24y2<1 (517 +y )3/

si invade” lo spazio, il valore del limite puo cambiare.

Si puo certamente dire che I'integrale improprio / / dx dy non esi-
0

bAANAA

ste in quanto, a seconda di come
y

fig.9.1
G3

Notare che se invece eseguissimo l'ultimo integrale sull’insieme {z € R%*:0 < |[z|| <
1,—m/2 < ¢ < x/2} allora in tutti e tre i casi otterremmo +oc.

Chiamiamo dominio chiuso un insieme chiuso con l'insieme dei punti interni denso.
Integrale improprio / f(x)dz, G C R"
G

Esistono tre tipi di integrali impropri.

(a) Integrale di prima specie. Sia data una funzione ¢ localmente limitata in un dominio
chiuso illimitato. Localmente limitata vuol dire che per ogni punto del dominio esiste un
intorno nel quale la funzione ¢ limitata. Supponiamo pure che la funzione sia ammissibile
ossia limitata e continua a tratti su ogni insieme limitato.

Consideriamo una successione qualsiasi di domini chiusi limitati G; C G, C G3 C ... C G
che verifica la seguente condizione: per ogni sfera B, = {z € R":||z|| < r}, esiste un
m tale che il dominio G,, (e quindi tutti i successivi) contiene 'insieme B, N G. Una tale

successione di domini si dice esaustiva. Gli integrali I, (f) = / f(z)dz esistono essendo
Gm

f ammissibile. Se per m — +o00 la successione I, (f) ha un limite finito indipendente
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dalla successione esaustiva G, si dice allora che l'integrale esiste (o & convergente) e

m?

per definizione si scrive I(f) = / flx)dz = lirJrrl / f(z)dz. Se per m — oo gli
a m——+oo Gm

integrali I, (f) hanno limite oo, si dice che l'integrale ¢ divergente. Se gli integrali

I..(f) non hanno limite oppure dipende dalla successione {G} si dice che l'integrale e

non-—convergente.

(b) Integrale di seconda specie. Sia data una funzione illimitata in un dominio chiuso
limitato (compatto) G. Supponiamo poi che la funzione sia ammissibile: esiste un insieme
nullo Z C G tale che all’esterno di ogni suo intorno la funzione ¢ limitata e continua a tratti.
Consideriamo una successione di insiemi chiusi la cui frontiera ¢ nulla G; C G, C ... C G.
Gli insiemi sono tali che G\G,, contiene Z rigorosamente al suo interno e sia contenuto in
un ¢, intorno dell’insieme Z ©-1) ed inoltre €, — 0 per £ — 4o00. Una tale successione

di insiemi si dice esaustiva. Se per k — 400 l'integrale I.(f) = / f(z)dz ha un limite
G

indipendente dalla successione di insiemi g, si dice che l'integrale I, (f) converge e si indica

I(f) = /G J@de = lim [ f(2)de

Se invece i lim I, (f) = £oo diciamo che I'integrale ¢ divergente. Se il limite non esiste
——+00

oppure il limite dipende dalla successione {G } allora I'integrale di dice non convergente.

Tralasciare per ora il prossimo caso e gli esercizi che ad esso si riferiscono

(c) Integrale di terza specie. Sa data una funzione f(z) in un dominio illimitato G C R".
Supponiamo che per ogni sfera B, esista un insieme nullo Z tale che la funzione sia
limitata e continua a tratti sulla differenza fra B, ed un qualsiasi intorno di Z,.. Chiamiamo
ammissibili tali funzioni. La definizione di integrale improprio di terza specie I(f) =

/ f(z)dz si costruisce nel seguente modo. Definiamo esaustiva ogni successione G; C
G

G, C ... C G di domini aventi frontiera nulla e limitati se per ogni 7 ed ogni ¢ > 0
esiste un £ tale che il dominio G, e qundi tutti i successivi, contiene l'insieme B, N G
ad eccezione dell’s-intorno dell’insieme Z, e che se per un r; > r tale dominio G, ¢

contenuto nella sfera B, , esso non contiene né 'e~intorno né I'insieme Z,. . Allora gli
integrali I, (f) = / f(z)dz sono definiti. Se per kK — +o00 questi integrali tendono ad un
Gy

limite I(f) indipendente dalla successione esaustiva {G}.}, si dice che I'integrale esiste (o
e convergente). Se invece il limite ¢ +oo allora ¢ divergente mentre se il limite non esiste

oppure dipende dalla successione {G,} allora l'integrale non esiste.

©-1) Dato un insieme ACR™, un r intorno di A & U, (A)={z€R™: dist(z,A)<r} e dist(A)=infyeca dist(z,y)
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Nelle definizioni (a)—(c), uno dei punti basilari, ¢ dimostrare che il valore del limite

klim / f(z)dz non dipende dalla particolare successione {G, }. Nel caso di funzioni

nonnegative possiamo usare il teorema 9.1 ma prima abbiamo bisogno di un Lemma

Lemma 9.1 Siano date due successioni {G,} e {G}}. Allora esiste una successione di
indici {i,} tale che
G, CG, CGy,CG,CcGyC Gy C...C

Abbiamo il Teorema
Teorema 9.1 Se la funzione in (a)—(c) é pure nonnegativa f > 0, allora I'esistenza del

limite i lim f(z)dz per una particolare successione, implica I’esistenza del limite per
— 400 Gx

ogni successione ed i limiti sono uguali

Dimostrazione Per ipotesi sappiamo che i liril f(z)dz = L < +o0. Dal Lemma 9.1 ab-
— 100 sz
biamo / < / f< / f e quindi, dal teorema del confronto, lim f(z)dx =
G G, Gri1 k=too Jar

L. Ora la successione {IG, (f )} ¢ non decrescente essendo f > 0 e {G}} una successione
k

esaustiva. E quindi convergente. Essendo la sottosuccessione / f convergente ad L,
G

ik
anche / J converge ad L.g
Gy
Corollario 9.1 Se f e g sono due funzioni ammissibili sul dominio G e se f(z) < g(x)

allora se esiste l'integrale g esiste pure l'integrale di f ed inoltre I(f) < I(g). Inoltre se
I(f) = 400 allora I(g) = +oc.

Corollario 9.2 Se f(x) e una funzione ammissibile non negativa e se I(f) = I(f) e
convergente, allora 'integrale I, f su ogni dominio Q C G ¢é convergente anche esso e si

ha I(f) < Io(f).

Corollario 9.3 Se f(z) é una funzione ammissibile non negativa e se I(f) = I f = +00
allora I,(f) = 400 per ogni dominio G D Q.

Corollario 9.4 Se per una funzione f(x) > 0 ammissibile gli integrali I, (f) e I (f)
esistono, allora esiste pure l'integrale I (f)
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Corollario 9.5; principio di localizzazione Sia data una funzione f(x) > 0 ammissibile
ed illimitata nel dominio chiuso e limitato G C R"™. Se per ogni punto p € G esiste un
intorno B, (p) in cui Ip (,)(f) & convergente, allora I (f) é convergente. Se invece esiste
un punto ed un intorno B, (p) tale che I (f) non esiste (nel senso che vale +oc), allora

non esiste neppure I(f).

Teorema 9.2 Sia f(x) una funzione ammissibile data su di un dominio G C R".
Supponiamo che esista una funzione g(x) > 0 il cui integrale I.(g) & convergente e
tale che 0 < |f(z)| < g(x). Allora le funzioni f(x) e |f(z)| sono pure integrabili e

‘/f )dx /|f |d:z:</ g(z)duz

Teorema 9.3 Per funzioni di tipo a), b), c), se un integrale converge semplicemente,

converge assolutamente.

Esercizi

e Sia dato l'integrale // o dxdy dove G = {z € R%:0 < z < 1, 0 <
1’ y

y < x. Passiamo a coordinate polari x = rcost, y = rsint con 0 < t < w/4, e
<r< 1/Cost Inoltre prendiamo G, = {z € R*:2 € G,r > 1/m} ed otteniamo

. /4 1/cost 2t w/4
// :z:2 v sdrdy = / / cos( dr = / cos(2t)(—Incost + Inm)dt.
33 +y 0

w/4 w/4
L’integrale / cos(2t) Incostdt & convergente mentre  lim cos(2t) Inmdt =
0

m——4+oo 0

e Sia dato 'integrale // :z:2 _: v sdrdy dove G = {z € R%* 2z >1, 1 <y <z Pas
(v y?)

siamo a coordinate polari z = 1+ rcost, y =1+ rsint con 0 <t < 7/4, e r > 0. Inoltre

2 2
prendiamo G, = {z € R*:2 € G,r < m} ed otteniamo // ﬁdwdy =

/4 r cos(2t) + 2r(cost — smt /4 cos(2t) . ,

dr (si & usato il
2+r2+2r(81nt+cost 2+T2+4T)

fatto che se 0 <t < m/4 allora cost — sint 2 0 ed inoltre cost + sint < 2). Siccome

lim 7r/4/ cos(2t) i — 400
i = )
m—+00 (2412 4 4r)?

+oo
e Integrale di Gauss / e~ dz. Siveda “http ://it.wikipedia.org/wiki/Integrale_di_Gauss”
0

solo la parte dove dice “Calcolo dell’integrale”.
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e Sia dato l'integrale // :L'Q—;y drdy dove G = {z € Rz > 1, 0 < y < 1.
(v y?)
2

2
Scriviamo l'integrale come // (1‘2 ) (932 fy2>2) dx dy. Definiamo G,, = {z €

1 29/
Rzzlgxgm 0 < y < 1} ed otteniamo // (2 2y )da:dy
22492 (22 +2)2

//G :L'2+y dasdy // :L'2+y dxdy //G 932+y dasdy / daz/ dy——— o

1
/ dx— arctany’ = / —arctan —dxr = I . La successione {I,,} ¢ positiva cre-
1 x x ly=0 1T x

m11 1
scente limitata in quanto [, < / ——dr = 1 — — < 1. Ne segue che esiste il
. T m

limite m — +o0o. Non essendo interessati al valore specifico ma solo alla convergenza

dell’integrale si poteva pure maggiorare / dx / dy—5——5 < / dx / dy— =1——.
1 o Tty 1 o Z m

2 2 1 m 2
Nell’integrale / / %daz dy maggioriamo con / dyy? / dz— ed abbiamo
a, (@ +y?) 0 1 x

pure qui la convergenza.

Osservazione Come si puo notare, il precedente integrale converge ma quello prima diverge
sebbene ambedue vengano calcolati su di un dominio infinito (nell’ultimo caso solo per
x — 400). Si cerchi di spiegare come tale fatto entra nel calcolo dell’integrale.

x —_
Impostiamo in coordinate polari x = rcost, y = rsint // 7ydx dy dove G =

+y?)?

{§€R2:x21, 0 <y <1 Sia G, :Gﬁ{geRzzlngﬂ, x2+y2§2}e

G, = G\G, = {z € R%E22+4y? > 2, 0<y < 1}. L’integrale su GGy ¢ chiaramente
k arcsinl 2 +o0

T 2t 1 d 2 1

finito e quello su G, ¢ lim dr LS()ralt = lim = r 1-—=

k—+o00 réd ko+oo2 5 Tor r2

e chiaramente converge. La differenza con Uintegrale su G = {z € Rz > 1, 1<y<uz}
consiste nel fatto che se r — 400, in questo caso arcsin(1/r) tende a zero mentre prima si
aveva 0 <t < /4.

& Dire se sono integrabili le funzioni f(z,y) = 1/(x+vy) e f(x,y) = y/(z +y) nell'insieme
{z € R*: 2> 1,y < 1/2°} ed eventualmente calcolare I'integrale.

1 “ 1
// dedy = lim dx/ = lim dx (ln(az +—)—1In 93) =
pDT+Y a—+oo x —|— Y a—+oo [y T

* 1 1
lim drln(l + —) = / dzIn(l + —) e tale integrale improprio & convergente.
a—+oo Jq €T 1 T
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Si puo anche calcolare integrando per parti ed ottenere 2 /+/3

Y A N L 1
drxdy = lim dx dy = lim dx 1— dy =
pT+Y a=+o0 Jq o Tty a=+oo Jy 0 Tty
¢ 1

= lim dz <— —In(z + =) —1—11133)
1

a—+o0

e chiaramente converge.

1
@& Dire se converge l'integrale / /
D

r+vy

dx dy dove {z € R*: 2 < 0,y > —z, (5’32+y2)% <

r
r
(cost + sint)

37 /4 cos?(2t)
(22 — y*)?}. In coordinate polari I'integrale diventa / dt /
/2 0 r

3m/4 9 1
/ dt(cost — sint)?(cost +sint) = =v/2 — =
/2 3 3

e Dire se la funzione e_$y2 ¢ integrabile nel semipiano x > 0. Prendiamo la successione
{D,} dove D,, = {z € R*:0 < z < k, —k <y < k}. Chiaramente {D,} invade I'insieme

di definizione.
k k k —ky?
1— y
// e_xyzda:dy:/ dy/ dz e~V :/ dyei2
Dy, —k 0 —k Yy

k3/2

1—e
Poi poniamo vVky = t e lintegrale diventa / 76\/Edt — +o00 per k — +o0.

_k3/2 t2

1 —t2 —t2

1- 1-

Infatti Iintegrale & / tijmu + / —Vkdt = VI, + VEI. Sia I,
~1 1<|w|<k3/2

che I, sono integrali, positivi, convergenti e limitati e quindi VEkI 1+ \/EIQ — +o00.

& Dire se la funzione e =¥’ ¢ integrabile nell’insieme D = {z € R®:2 > a > 0}. Prendiamo
la successione {D, } dove D, = {z € RELZ0<a<z<a+k, —k<y< k}. Chiaramente
{D,} invade l'insieme di definizione.

k73/4

k a+k k —ay? —(a+k)y? —ky?
e —e 1—e

// 6_my2d$dy=/ dy/ dx eV :/ dy 2 Z/ e_ayziz
Dy, —k a —k Y _k—3/4 Y

Per k grande abbastanza e |y| < k=%, si ha e <1 cky?, c=1—e! da cui

L—3/4 L—3/4

_ —ky 2 _ _
/ e‘”@fl%dy > / ey’ Ckg dy > 26~k e =3/4 = ge—ak T p1/a
_k—3/4 ) —k—3/4 Y
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& Dire se la funzione e_$y2 ¢ integrabile nell’insieme D = {z € R2: gz > 0,y > a > 0}.
Prendiamo la successione {D,} dove D, = {z € R0 < 2z <k, a <y < a+ k}.
Chiaramente {D,} invade l'insieme di definizione.

a+k k a+k —ky? avVk+k3/? —t?
1-— 1-—

// 6_my2d$dy=/ dy/ dr e =/ dy% Z\/E/ 7(23
Dy, a 0 a Yy av'k t

e per k grande abbastanza possiamo maggiorare (C' > 0 grande a sufficienza)

a\/_+k3/21_e t2
\/E/ <C’\/_/ 400
avk 2

@& Si studi 'integrabilita della funzione ; nel dominio di definizione. Questa &
2|\ |y — =

una funzione di tipo (c). Il dominio ¢ {z € R*: x # 0,y # x}. Restringiamo il dominio

alla seconda meta del primo quadrante. Se dimostriamo che non e ivi integrabile, allora

non lo & in tutto il suo dominio. Sia G, = {z € R*:2 = ¢, +rcosd,y = 2¢; +rsind, 0 <

r<R,,m/4<9<m7/2} ee, — 0, R, — 400. L'integrale ¢

R di
/ dr >
0 = (g4 +1rcos?d)\/g, + r(singd — cos )

4

E 1 1
—/ * dt/ d : >
VEr Jo z 1+t00819\/1—|—tsm19—c0819)

1 Y2 g 1
> dt | d
/ 1+ VT H

1

(22 +2)2/ly — ]
di definizione. Il dominio ¢ D = {z € R*:2% + y* > 1,y # x} e siccome la funzione ¢

simmetrica rispetto allo scambio fra z e y, ci basta prendere quella parte di D in cui y > x.

Rk %—Ek
/ dr rdr dv
1 =1, r4/r(sind — cosV)

& Si studi 'integrabilita della funzione z? + y? > 1, nel dominio

Studiamo

3

3r g 3 —ey
: i dv 1/4 < W=
zte, Vsind —cosd 2 Ftex \/‘/_ sind — cos )
_ L Ee a9
21/4 £ sin(¥ — 7 /4)
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e per k — oo converge dal momento che Rkli_}n}r . le b e finito.

& Dire se converge I'integrale della funzione f(z,y) = \/y —  esteso all’insieme G compreso
fra le funzioni y =z e y = Va2 + e=% per « > 0.

Svolgimento  facile; Sia G, = {z€ R 0<z< k, x <y< W} e quindi

k Valte k Vaite @

2 x“+te
|| vimsdeay = gim [ ao | Vi=wdy = tim [ dez(y-) ~
G T

Nl

k—+oo Jq k—+oo /g T
9 k
Si ottiene 3 kligl (Va2 +e* — x)%daj che & una quantita finita e qundi l'integrale
—+00 0
esiste.
@ Sia H={zcR?: ||z| <V2} e K = {z € R*:||z|| > V2, x > 1, |y| > 1/x}. Trovare

dxdy

per quali valori di a esiste 'integrale / / ﬁ
aruk (2?2 +9?)

Svolgimento Esaminiamo l'integrale su H. // f(x,y)dx;dy = lim // =
H e—0 e<z24y2<2
27 1 r 1
lim dy | —=dr = lim 27—/ (22_2“ — 52_2a) e vogliamo che per ¢ — 0 il limite
e—=0 Jo r2 e—0 2—2a

sia finito da Cui a < 1. L’integrale su K ¢ due volte I'integrale sulla parte superiore ossia

sin 219 7I'/4 1
hm/ dﬁ/ ——dr = lim dv (21_a(sin 209) e 22_2a)

e—0 c 2 —2a

e l'integrale converge se —1 4+ a > —1 ossiaa > 0da cui 0 <a < 1.
@& Dire se converge l'integrale // :(:yze_(Iy)2 drdy dove D = {z e R*:2 >0, 1 < 2%y <
D

2}
Svolgimento solo accennato; Si consideri G, = {1/y <z <2/\/y, 1/k <y <k} Si
integri e poi si mandi k& — co. Il limite esiste e vale 1/4.

b

& Si dica per quali a,b € R converge l'integrale // dzxdy dove D = {z €

y)
R:sz,lgxySQ} Risultato: —1 < 2b—a < 3
# Dati gli insiemi A = {z € R*||z|| <2}, B={z e R%:|jz|| <2, y > |z|}, C = {z €
R?: 2y > %},
dxd dxd
1) Dimostrare che / / Ty 5 Tl s / / Ty 5 . Y convergono per gli stessi
22 +y? — 1| |22 +y? — 1]

valori di a.
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o~ (@ +y?)
2) Dire per quali valori di a converge 'integrale / / ﬁ
x
Svolgimento Sia A, = {||z|| <1} e Ay, = {1 < ||z|| < 2}. L’integrale su A converge se
e solo se converge l'integrale su A, e A, in quanto la funzione ¢ positiva. Sia G, =

{zeR*:0<|jz| <1—-1/k}e

J ] Semantn= i [ [ sty -

B /27r dﬁ/l—l/k TdT B 27T/1—1/k: TdT
0 0 [r2 — 1| 0 (1—r)e(1+r)e

e 'integrale improprio di una variabile converge per a < 1

/ flx,y)dxdy = hm flx,y)dxdy =
Az

27 2 2 2
:/ d19/ ;‘i:%T/ rdr :27r/ rdr
0 11k (12— 10 141 (L=r)o(1+1r)e (=)ol +r)e

e l'integrale improprio di una variabile converge per a < 1. Riunendo si ha convergenza

per a < 1.
L’integrale su B & come il precedente solo che w/4 < ¢ < 37 /4 e quindi anche esso converge
per a < 1.
e~ (@ 4y )dxdy
Vediamo ora // 5 . Definiamo C}, = CnN{|jz|| < 1} e Cy = CN{|z| > 1}.
o lv? +y? =1
Chiaramente l'integrale su C' converge se e solo se convergono gli integrali su C e C,.
_(I2+y2)d:cdy
Cominciamo con 'integrale su / / 5 .
|22 +y? — 1]
L’intersezione fra la circonferenza z? 4+ y?> = r? e la parabola y = z° /2 & data da due

punti che in coordinate polari sono (r,9,) e (r,m — 9,). Dunque se definiamo G, =
{reR*z=(rd),0<r<1-1/k, 0, <9<m—9,1},siha

_(I2+y2)dajdy ) _(I2+y2)dajdy
// RN // Ty -1
o 122 +y? =1 —+oo ) Jg, 2?2 +y* — 1]

Poi osserviamo che

2

// _(m2+y2)dxdy /7r—’t9r dﬁ/l—l/k / dﬁ/l l/k e—?" B
G [Tty =1 0 [r2—1]* = [r2—1]*

™

1— l/k e—r2 1-1/k 1
/ a9 / <o
[r2 — 1] 0 [r? — 1]
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1-1/k 1 1 1
e lim 7wdd / dr———— = wdJ / dr————. L’integrale improprio converge
k=00 0 r? — 1} o [r*—1fe

per a < 1. Abbiamo ottenuto una maggiorazione di / f(x,y)dxdy indipendente da k

e questo induce la convergenza della successione all’ 1ntegrale su . Lungo la stessa linea

_(m2+y2)dxdy (m2+y2)dxdy
//cz 22 + 9% — 1| _k—>+0°//c:k |22 +y% — 1|

dove G, ={zeR*z=(r9), 1 +1/k<r<k, 9, <9<7—91},

—(z% 442 =19,
// 2(+y2)dxdy=/ ﬂdﬁ/k _/ cw/ e =
G T2+ y? =1 9, 1+1/k —1|a 14+1/k —1|a
1— l/k —r? k
/ dz?/ - 7r/ drfi -
—1| 14+1/k [r? — 1|
k —r?
e e
=7 dri +7r/ dr——— <
/1+1/k [r2 — 1@ o =1l

2 k —r?
1
§7r/ dr72 a+7r/ dr—ea
141k T2 =1 2 3

Nel limite si ha

si ha

2 +oo —r2
1
7r/ dri—f—w/ dr <
1 =1 2 37

Il primo integrale converge se a < 1 ed il secondo converge sempre.

dxdydz
& Dire per quali valori di a converge 'integrale / / /
ol 4yl +z <1 (1= 22) (22 + y?)e

Svolgimento

L’integrale e simetrico rispetto ad ogni cambiamento di variabili in cui almeno una di
dxdydz

esse cambia segno per cui l'integrale ¢ 8 . Sia F, =

gno p g //[sz;ol (1—22)(22 4 y2)° k

z,Y,22

{zeR* 2,y>0,1/k<z+y<l}esiaG,={zcR> 2,y>0,1/k<z+y<1,0<z2<1—x—y}
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Abbiamo

/// dxdydz /// dxdydz B
$)+y+251 (1 — 22)(22 +y2)a k—>+oo a (

(1 — 22)(x? + y?)e

= lim // da:dy/ 5 < + ):
k—+4oco 2 F ZL’ +y )

11—z 14z
1 2 —x —
:// drdy— > 1n 7Y _
F, (22 + y?)e T +y

1 2z
N // drdy 5 In =Yy
Fpn{z€R2: 2,y>0 ||z||<1/V2} ({13 +y ) Tty

1 9
—|—// dxdy— > n vy
FLn{z€R2: 2,530 |2l|>1/v/3) (22 + ) z+y

Ora

1 2—x—y .
// dzdy—5——%—In = (fare un disegno)
FunfzeR? a0 lzl>1/vay (@Y ety

1 2 -
= // drdy— g Ty <
Fan{eeR?ay>0 ol >1/v3} (@2 +Y)T Tty

1
< // dxdy 5 iV In
Fan{zeR?oy>0 z>1/v2y (&2 +Y7)

1
ln3// dfl)dyﬁ
Fan{z€R?: ¢,y>0 |2 >1/v3) (% + 3?)

< ln3// drdy2® <2%In3
Fpn{z€R?: 2,y>0 ||lz||>1/v2}

Dunque

1 2—z—y
drdy— oo o
Fyn{zeR%oy>0lzl>1/v2y (@2 +Y?) Tty

€ una successione positiva crescente limitata dall’alto e quindi convergente
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.. . 1 2—x—y
Esaminiamo ora la successione dedy— 5o ln .
Fen{oeR?op>0 |ol<1/v3) (@2 +Y?) Tty

1 92— x—
// dedy— 5o ln Ty <
Fyn{zeR? 2,y>0, |zl <1/v3y (T2 T Y?) Tty

1 2—x—y
< dxdy In < (Jel+ly2/22+y?)
//{EGRZ: ny>0,1/ (V2 <lzli<i/vay @2+ wty

1 2 /22t y?
g// dzd 1 Ay
{z€R?: z,y>0

Y n =
>0,1/(VZk)<||zl|<1/V2) (@2 +y2)* a2 42

27 1/V2 1 1/V2 1
:/ dt/ TZT(IH(Q—T)——lnr):%r/ " a2 - ) — L)
0 1/(vak) T 2 1/(vak) T 2

e si vede che per k — 400 si hanno delle quantita limitate se a < 1 mentre per a > 1 sono
illimitate (gli studenti devono verificare cio ).

dove D =

dxdyd
e Dire per quali valori di @ > 0 converge l'integrale / / / 5 & 2y ° 5
p (22 +y2 4 2%)e

{QGR?’:ZZO, \/ng2+y2§1}.

Svolgimento Usando coordinate polari sferiche, detto

c.ol»-A

G,={zeR*>0<p<2r n/4<9<7/2 1)k, <=

sin

/// dxdydz ~ him /// dxdydz B
p (2 + Y2 +22)¢ koo a, (@2 +y2+22)0
2

_ T /2= 1/k w7 rlsind
= lim dy dd . dr 5 =
k—>+OO 0 4 cosf'@ r a S~~~

sin3 ¢ a7£3/2

w/2—1/k 3-2a 10\ 37%
= lim 27?/ dv sin v L ( .1 ) — w
k—+o00 /4 3—2a sin ) sin3 ¥

0§T§sin19 ’

ol

Ora

: T/ : 2a—1 1 /2 2a—1 1
i or [ et o [ oot

ed ¢ esattamente calcolabile. Poi abbiamo

71'/2 l/k 3+8 1 1
— lim 2 ing) 3tst— —3a
7r/7r/4 dd(sind)"°"3s . (cosd) "3
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2
ed il limite converge se e solo se 1 — 3¢ > —lossia0 <a <3, a#3/2. Sea=23/2
abbiamo

27 w/2— l/k 1 .
— lim dgp/ / e

k—4oc0 os3 ¥ r
4
sin3 9

= lim 27r/ dy sind (—lnsinﬁ——lncosﬂ-i——lnsinq?)

Il primo ed il terzo integrale non sono impropri e quindi convergono a

7T/2 4
27r/ di sind (—lnsinﬁ + = lnsinﬁ)
w/4 3

Il secondo converge a

2 71'/2
il dv sin ) In cos ¥
3 /4
che & un integrale improprio convergente. Per vederlo cambiamo variabile u = 7/2 — ¥ da
cui
27 om0 2 ©_ 2 2 1
—— —cosulnsinudu = —/ Inydy = —(ylny — y) ——( —)
3 S im0 ’ AR

La conclusione ¢ che anche per a = 3/2 l'integrale improprio converge ad un valore finito.
Anche le coordinate cilindriche funzionano e forse semplificano il calcolo.
# Sia H = {z € R% ||z < V3} e K = {z € R*:|z| + |y| < 2}. Al variare di a si studino

dxd dxd
gli integrali / / ray / / i 4
] +[2y]e []e +[2y[*

Svolgimento Sia a > 1. Sappiamo che (|z|+ |y|)? < 22 + 9 + 2lzy| < 2® + 9> + 22+ =
2(z°+y?). Nesegue (|z[*+[y|*)? < 2(z?"+y>*) < 2(2°+y)". Sia Hy, = {1/k < [z]| < V3}
per cui

/ / dxdy B / / dxdy / / dxdy S
le" + |2y|“ s m, 1ol +2y]° |2y|“ T m, 1o+ Jyle ™

dxdy
> lim —— RCEICIVS
k—4o00 20 24 :(:2—1—y 3

Passiamo ora a coordinateb polari per cui

dxdy 2m V2 oy
lim — = dt
k——+o0 2“ Hk (22 + y?)2 k—>+oo 2“
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che diverge non appena 1 —a < —1 ossia a > 2. Dunque per a > 2 l'integrale diverge.

Sia ora 1 < a < 2. Dalla convessita della funzione £ con = nonnegativo, si ha |z|* + |y|* >
e (|z| + [y])* ed inoltre da |z| + |y| > /22 + 2 si ha |z|* + |y|* > 272 4+ 3*). Ne
segue

lim / / dxdy / / dxdy / / dxdy
i m
k—+oo ) Jg, |SC\“ + |2y\“ = w127+ [yl |y\“ = m, 2 (2 +y?)3
. 2 rdr
= lim
k—+o0 1 21 a 7“‘1

che converge se a — 1 < 1 ossia a < 2 e quindi converge per 1 < a < 2.

Siaora 0 < a < 1. Se ||z]| <1siha |z|*+]|y|* > |z| + |y| > /2% + y? per cui spezziamo il
dominio H in due parti, K e J. In K abbiamo ||z|| < 1 mentre in .J abbiamo 1 < ||z|| < v/2.
L’integrale in J non ¢ improprio e quindi converge.

i / / dxdy / / dxdy I / / dxdy
im < lim —
k—+o00 Ky |z + [2y]e ‘2y|a ’f—>+°° Hy, [z] + [yl |y‘a k—+o0 K, /22 + 12

Lordr
= lim —
k——+o0 0 1 r
k

da cui la convergenza.

Sia a < 0. L’integrale non & definito per x = 0 oppure y = 0 ma la funzione e limitata in

un intorno dell’origine per cui 'integrale non € improprio.

Volendo si puo passare a coordinate polari fin dall’inizio.

& Sia data la funzione f(x,y) = " (efinita nellinsieme H U K dove H —
({132 + y2)a
{reR* 2?2 +¢y* <2} K = {zeR* z>1, Jy| <1/2%}. Stabilire se & convergente

I'intgerale su H U K.

Svolgimento Sulla base del Teorema 9.3, I'integrale converge se e solo se converge l'integrale

del modulo. Esaminiamo l'integrale su H. // flx,y)dz;dy = lir%// =
H E—

e<z?24y2<2

27 2 :
) )
lim d19/ il |COSQ [sin ‘dr e vogliamo che 2a — 3 < 1 ossia a < 2.
e—0 Jq red

L’integrale su K e due volte l'integrale sulla parte superiore ossia

/4 \/ﬁ 3| ol
lim dﬁ/ 20 |Sln;900819|dr
2

e—0 J, r<a
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e l'integrale converge se a — 1 > —1 > 0 ossia a > 0 per cui l'integrale esteso ad H U K
converge per 0 < a < 2.

22—
(22 + y2)2
0,z # 0}. Definiamo G, = {z = (rcost,rsint):0 <t < 7/2, ¢ <r <1} con g, — 0.

e Sia data la seguente funzione f(x,y) = definitasu G = {z € R*: >0, y >

E facile vedere che / f(x,y) = 0 per cui  lim flx,y)dxdy = 0 e quindi
Gy

// f(z,y)dzdy = 0. E corretta la conclusione?

e Si dimostri che // dx dy, D= {z € R*:x € [1,+00),y € [0, 1]} esiste. Poi si
+oo — +oo
verifichi che / dy / / / dy = —
(x + y) (x+y)3
Svolgimento

k arcsin X .
- - t—sint
// y dx dy = lim drr/ Z<COS S%n ) dt <
(z+y)3 k—+o0 Jq 0 r3(cost + sint)3

arcsin = k

. r rcost . 1 1

< lim drr/ 3 dt = lim dr— - — < +o0.
k——4o0 r k——~4o00 1 r r

Si e usato cost + sint > 1 nel primo quadrante inoltre la funzione e positiva

Commento L’integrale doppio improprio ¢ pari a

k 1
/] fpdzdy=tm [ [ fegedy= 1w [ do [ ey
[1,+00)%[0,1] k—+oo [0,k] x[0,1] k—+oo Jy 0

I primo uguale viene dalla definizione laddove si ¢ definita la successione esaustiva {G},
{G), = [1,k] x [0,1]} ai sensi della definizione b) data prima. Il secondo uguale deriva
dal fatto che la funzione consente di spezzare 'integrale su G, come un integrale iterato.

k 1 +oo 1
lim M/f@@@z/ w/fwwwz—
k—+oo J1 0 1 0

k 1 1 k
D’altra parte lim dw/ f(z,y)dy = lim dy/ drf(z,y)dx e
k—4o0 k—4o0 1

Inoltre

1 +oo

— 1

/ dy lim dasf(a: y)dxr = / dy/ * ———dx = ——. Questo dimostra che
k—+o0 Jq a:—l—y) 2

lim / dy/ def(z,y)dx # / dy hm dajf(aj,y) e quindi la sola esistenza di un

k—+o00
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integrale improprio di funzioni ammissibili non ¢ condizione sufficiente per poter scambiare
I’ordine di integrazione qualora si effettui prima l'integrazione rispetto ad una variabile e
dopo rispetto ad un’altra.

e Soluzione della domanda 5), compito A del 20/7/2012
In rete & gia presente la soluzione ma i calcoli sono un po diversi.

Convergenza puntuale per s > 0
n

Sia s > 0. Se |z| > 11l limite lim e

n—4+oco N

—_— 2 s . \
w7 /n 0 non esiste o non e zero. In tal caso non

si ha convergenza della serie.

|z["

_e_‘rz/ns S

|=["

—— e la serie converge

Sia s > 0 e |z| < 1. Si ha convergenza in quanto
n

evidentemente
—1/n?®

Sia s > 0 e x = 1. Il termine generale della serie & > o se n ¢ grande abbastanza.
n

n
La serie diverge.
(_1)ne—1/ns
Sia s > 0 e x = —1. Il termine generale della serie ¢ ——————. Forse e una serie di
n
Leibnitz e per s = 0 certamente lo € . Per questo deriviamo f(x) = 271 V*" ottenendo

e /* (1 = s/2°) > 0 se & grande abbastanza e quindi & di Leibnitz

\ (=D V™ (-1)" —s
Se s >0 e x = —1 c’e un secondo modo. Basta fare = (1-0(n™?))
n n
e quindi (=1 + (=1) . La prima e una serie di Leibnitz e la seconda assolutamente

n nl—l—s
convergente essendo s > 0.

Convergenza uniforme per s > 0. Ha senso indagarla solo nell’insieme [—1,1).

ok
x
Se s = 0 abbiamo E ?e_xz che converge unifromemente in [—1, a] per ogni —1 < a < 1
k=1

(vedi la teoria e il teorema di Abel).

oo k o0 k
T 2 /1.8 T
Se s > 0 la serie diventa » ——e " /* =3 " (1+O0O(k™* indi si ha lo st
e s a serie diventa k:1ke 2 (1+O(k™*)) e quindi si ha lo stesso

risultato.

La convergenza non puo essere unifrome in [—1,1) in quanto se cosi fosse allora dovrebbe

9 Kk o k
T T
essere  sup — (14+O(k™%))| < € per ogni p,q > k_. Siccome la serie — &
—1<z<1 ,; k ( (k™) , : Z flts
=p k=1
q k

T ) _

convergente totalmente per |x| < 1, certamente  sup Z i < € per ogni p,q > k,
~1<a<1 | ki+s
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q k

AN . . x . ¥
e qundi e necessario e sufficiente far vedere che  sup Z — | < e per ogni p,q > k_ ma

_ k
1<z<1 k=p

q q

questo e falso in quanto  sup Z — = Z — e questa quantita diverge se ¢ ¢ grande
—i<e<1 i K k

rispetto a p.

Convergenza semplice per s < 0.
oo T 9
t
s = —|s| = —t con t > 0. La serie ¢ Z e ¥ converge per ogni valore di x.
Sia s < —1 e quindi t > 1.

[e¢) k [e¢)
22kt . . Tl _p2pt e
Se |z| < 1. Essendo e™* ¥ < 1 per ogni z si ha E ue TR < E |z|* e quindi si ha
k
convergenza anche uniforme in [—a, a] per ogni 0 < a < 1.

oo k o0 Lk
Se |z| > 1 maggioriamo e K < e7l7F qa cu Z%e_mzkt < Z%e_mkt. Il

— x|k’

massimo della funzione |z|"e si ha per |z| = k™" < 1 e quindi bisogna prendere

oo k o)

1

|z| = 1. Abbiamo Z %(f"r'kt < Z € ~" che chiaramente converge.
k=1 k=1

Convergenza uniforme per s < —1.

. . |«'13 |kt =1 —kt .
Dall dente Y el § e la unif -
alla maggiorazione precedente 2 e o segue la uniforme con
vergenza in per |z| > 1. Inoltre sia |z|] € [l — a, 1 +al, 0 < a < 1/2. Abbiamo

oo | ik o0 k
] R IL+a)” 1 okt . . C
E ue l2lk" < E 7)6 (1=a)k" o chiaramente converge (siusi ad esempio il criterio

della radice).
Abbiamo dunque stabilito la convergenza uniforme su tutto R per s < —1.

E rimasto —1 < s < 0.

t
|x|ke—|m|kt _ ek1n|x|—|x|k
k k

non pllb convergere.

per cui se || > 1 il termine generale non tende a zero e la serie

Sia quindi |z| < 1. Chiaramente converge in quanto se |z| < 1 maggioro con

o 2" e S o g
ZTG L Z|x| e per x = +1 la serie Zze converge. Ne segue pure la
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convergenza uniforme in ogni insieme |z| < a con 0 < a < 1. Ora prendiamo |z| € [1 —a, 1]

—(1—a)?kt

o0
. 1 : :
e maggioriamo E € e converge da cui la convergenza uniforme per |z| € [1—a, 1]

k=1
e quindi su tutto [—1,1].
Lezione del 22/01/2015

Data una funzione f € C'(R) periodica di periodo T (f(z 4+ T) = f(z) per ogni x) i suoi
coeffcienti di Fourier sono dati da

2 [T/? 2 2 (T2 . 2T
w=1[ | J@eos(has, b= 3 / | J@ sk

e si ha il Teorema senza dimostrazione

Teorema

flx) = % + i a, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

La convergenza e uniforme.

Lezione del 26/01/2015

e Calcolare la serie di Fourier della funzione che vale cosx per 0 < z < m e —sinz per
—m<x<O0.

e Calcolare la serie di Fourier della funzione periodica di periodo 2 pari a z2 per 0 < z < 2.
e Dire se converge 'integrale // :(:yze_(xy)2 drdy dove D = {z ¢ R*:2 >0, 1 < 2%y <
D

2}
Svolgimento solo accennato; Si consideri G, = {1//y <z <2/\/y, 1/k <y <k}. Si
integri e poi si mandi k& — oo. Il limite esiste e vale 1/4.

Lezione del 27/01/2015
1/n

e Si considerino le tre successioni di funzioni f, (z) = o g,(x) = Sy h,(z) =
:L,n
z24+n

Per ciascuna di esse si individuino gli insiemi di convergenza puntuale.

Si dica argomentando per quale N € N ciascuna delle precedenti successioni converge

uniformemente nell’insieme [—N, N]
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Si dica argomentando se se esiste almeno un insieme illimitato (eventualmente diverso per

ciascuna delle funzioni) in cui la convergenza & uniforme.

rtany —ytanx
y—y zeD

e Sia data la funzione f(z)= Ty dove

_D:@eR%x¢0Ay¢oAx¢g+knAy¢g+Mm(hmezﬂ
Si trovi I'insieme dei punti in cui e continua e si scriva il risultato nello spazio sottostante.

Lezione del 29/01/2015

e Calcolare la superficie del cilindro 22 +y? — 2y = 0 interna alla sfera z* + 3%+ 2% < 1. In
coordinate polari centrate nell’origine x = pcost, y = psint ed il cilindro z* +y* —2y =0
diventa p = 2sint con 0 <t < m. 1l cilindro quindi si parametrizza come x = 2sintsint,

x =2sintcost e z=u con —/1 — 22 —y2 < u < /1 — 22 — y2. Chiaramente deve essere
1—2?—y?>0ossia 1l —4sin®t > 0 e quindi —1/2 <sint < 1/2 e quindi 0 < sint < 1/2
ossia 0 <t <7w/6ebm/6 <t <. [p Ap | &paria?2. Lintegrale e

1— 4sm t 1 4sin? ¢ w/6 v/ 1—4sin? ¢t
/ dt2/ du+/ dt2/ u:8/ dt/ du
1—-4 sm2 t 57/6 1—4 sm2 t 0 0
ossia

/6
8/ dt\/1 — 4sin’ t
0

E un integrale ellittico e come tale non esprimibile in termini di funzioni elementari.

27/dicembre/2018; ora605 83



