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1) a) Sia fx : R" — R,k > 1, una successione di funzioni misurabili ed
E C R" un insieme misurabile tale che

> [z € E; fulz) < 1}| < |E].
k=1
Mostrare che esiste un a € E tale che
fr(a) > 1 per ogni k > 1.

Suggerimento: Si stimi la misura di

E\({z € E; fu(x) > 1}.

2) Sia ' : R — R la funzione definita da
+o0o

F(s) == / e~ cos (sz)dz .

0

(i) Sidimostri che F' & derivabile e si esprimi F’(s) mediante un integrale
dipendente dal parametro s.
(ii) Si verifichi che F' soddisfa 'equazione differenziale 2F”(s) 4+ sF(s) = 0.
+oo
(iii) Tenendo conto che / e dr = @ , si calcoli F'(s) per ogni s € R.

0



3)

(a) Dimostrare che esiste una funzione olomorfa f definita in un intorno U
di 0 in C che coincide con la funzione arcotangente in un intorno di 0
in R.

(b) Trovare il raggio di convergenza dello sviluppo in serie di potenze cen-
trato in 0 di f.

(c) Dimostrare che esiste g definita ed olomorfa nel semipiano destro S :=
{z € C;Re(z) > 0} che coincide con f su UNS.

(d) Determinare il raggio di convergenza dello sviluppo in serie di potenze
di g intorno al punto 3 + 5¢.

4) Sia «y la circonferenza di centro 0 e raggio 20 percorsa in senso antio-
rario. Si calcolino i seguenti integrali:

2
4
A)/?’Z—+dz;
.

23— 2422 — 2

)/ 34 +423 4z +541
Z;
7z6+5iz5+4z3+3z2+2z+i



Soluzioni:

1) :  Poiché le funzioni fj sono misurabili, I'insieme

{r e E; fr(r) >1perognik>1}= [ [{x € E; fr(x) > 1}
k=1

A (P & P:se) < 1)

— B\ fe € B: fule) < 1}

¢ misurabile ed abbiamo

E\{:EGE;fk(:z)zlperognikzl}:G{xEE;fk(x)<1}.
k=1

Per 'ipotesi sulle funzioni f risulta

‘E \{z € E; fr(x) > 1 per ogni k > 1}‘ = ‘ U{l’ €L fr(r) < 1}}
k=1
<Y H{zreE;filr) <1}
k=1
< |E|.
Percio

E\{z € E; fi(x) > 1 per ogni k > 1} # E
< {reFE;fi(r)>1perognik>1}#0.

Concludiamo che esiste un
a€{reFE;fr(r) >1perognik>1},
cioe un a € F con fr(a) > 1 per ogni k > 1.
2) : (i) Poiché le funzioni

[0,400) 3 — e cos (sz), seR (*)
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sono continue, quindi misurabili, e
‘e‘wQCos(sz)‘ge_xQ, r€[0,+0),s€R
dove
[0,4+00) 32— e

e sommabile, le funzioni (*) sono sommabili. Cosicché F': R — R &
ben definita.

Poi, siccome le funzioni
R>s— e “cos(st), xz € [0,400)

sono derivabili e le derivate parziali

0
g(e_ﬂcos (sz)) = —ze % sin (sz)
ammettono la maggiorazione
0
a—(e”%os(sx)) <ze ™, re€[0,400),s€R
s

dove la funzione

[0,+00) 3 2 ze

e sommabile, per il teorema sulla dipendenza derivabile da parametri
reali la funzione F' & derivabile e vale la formula
“+oo

+00
F'(s) = / %(6_w2608(8$)) de = — / ze " sin(sz)dzx seR.
0

0

(ii) Tramite integrazione per parti otteniamo

400 +oo
1
F'(s) = — /xe‘xQSin(sx)dx: ) /sin(s:z:)de_2102
0 0
+00
1 xr=-400
= §e_x2sin(s:£) — % / e~ cos (sz) d
z=0 0
s
1
 F(s)



Percio F' soddisfa 1’equazione differenziale lineare omogenea

2F'(s) 4+ sF(s) =0. (**)

(iii) La soluzione generale dell’equazione differenziale (**) &

F(s) = c exp ( / () ds) _ e 54

con ¢ una costante. Poiché
F(O) = /e_deflf = T,

dobbiamo avere

e concludiamo che

(a) Primo metodo.

Per ogni x € R abbiamo

[t
arctan(z) :/
0

1+t
+0o0o
Siccome la serie geometrica Zx" converge uniformemente alla fun-
1 n=0
zione su ogni compatto contenuto nell” intervallo aperto (—1,1),
+0o0 +o0o
la serie di funzioni Z (—2*)" = Z (—1)"2*" converge uniformemente
1 n=0 n=0
a —— su ogni compatto contenuto in (—1,1).
1+ 1'2 & P ( ) )

Per ogni x € (—1,1), per convergenza uniforme, abbiamo dunque

T

dt [
arctan(z) :/1+t2 :/Z(—l)"t2" dt
0 n=0

0




+oo o 7 , +0o L2041
Zg(/( penar) SIS
n= 0

too p2n+l
In particolare la serie di potenze Z (=1)"
n=0

converge ad arctan(x)
2n+1

per |z| < 1.

+oo
Z2n+1

Per la teoria dell ie di pot lesse, | i -1)"
er la teoria delle serie di potenze complesse, la serie Z( ) 1

ha raggio di convergenza maggiore o uguale ad 1 e quin&i definisce una
funzione olomorfa f sul disco aperto U di raggio 1 e centro 0. Per
costruzione si ha f(z) = arctan(z) per ogni x € (—1,1).

(a) Secondo metodo.

sin(z
La funzione di variabile reale tan(x) := E % ha una ovvia estensione
cos(z
sin(z) . . .
olomorfa tan(z) := B Siccome la derivata complessa di tan(z)
cos(z

in 0 vale 1 la funzione tan(z) ¢ invertibile, con inversa olomorfa, in un
intorno di 0. Poiché tan(0) = 0, esistono W e U intorni aperti di 0 in

C tali che tan(z) induce per restrizione una funzione biunivoca da W
aU.

Detta f : U — W la funzione (olomorfa) inversa, si ha in conclusione
f(z) = arctan(z) per ogni x € RN U :
In generale, se | : W — U & bigettiva, W, C We l(W;)=U; C U,

si ha che anche [ |y, : Wi — U @ bigettiva e (I |W1)_1 coincide
con la restrizione (I71) |y, : Uy — W;.

oo 2n+1
2
b) Detti i fficienti dell ie di pot —1)" ih
(b) Detti ay i coefficienti della serie di potenze ngzo( ) om 1 5 e

1
lax| = 0 se k ¢ pari e |ag| = + se k & dispari. Ne segue che

. 1 . 1
limsup |ag|* = lim — =1.
k—+o00 k—+-o0 kF



Quindi il raggio di convergenza cercato (I'inverso del limite superiore
di cui sopra) ¢ 1.

(c) Per ogni z tale che |z| < 1 si ha

i(Seras) i)

df o n=0 o 2n+1
%(2)— dz —; dz
+0o0 “+oo 1
_ n_ 2n __ 2\n __
—nZ:O( 1)"z —nZ:O(—z) =15

Sul semipiano S la funzione e olomorfa e, siccome S e semplice-

+ 22
mente connesso, ammette infinite primitive olomorfe che differiscono

tra loro per uno scalare.

Sia g : S — C l'unica primitiva olomorfa di T tale che g(1/2) =
z

arctan(1/2). Siccome g ed f sono funzioni olomorfe sull’aperto connesso
U NS e su quell’aperto hanno la stessa derivata, le funzioni g ed f
differiscono per una costante su U N S. Siccome ¢(1/2) = f(1/2) =
arctan(1/2),siha f=gsuUNS.

(d) Date le semirette orizzontali
l, == {x+i€©: :cE]RexSO}
el2::{x—i€(C: xeRemSO},

sia V =C\ (l4 Uly). L’aperto V' & semplicemente connesso e e e
z

olomorfa su V' (gli zeri del denominatore sono i € [} e —i € [y).

Come nel punto (c) esiste h : V' — C olomorfa tale che h(1/2) = g(1/2)
dhdg

°L A4 1+ 22

g su S. In particolare lo sviluppo in serie di potenze di h intorno al

punto 3 4 5¢ coincide con lo sviluppo in serie di potenze di g intorno al

punto 3 4 5¢ e le due serie hanno lo stesso raggio di convergenza p.

su S. Come nel punto (c), tale h coincide con

Si noti che la distanza tra 3 + 5i e ¢ € pari a 5 e il cerchio aperto di
raggio 5 e centrato in 3 4 5¢ € contenuto nel dominio di h, quindi si ha
p=5.



Mostriamo ora che si ha proprio p = 5. Se fosse p > 5, la funzione h si
estenderebbe ad una funzione h olomorfa anche in un intorno di 7. La
derivata olomorfa — sarebbe allora olomorfa e quindi limitata in un
intorno di 7. Questozé assurdo perché

dh dg 1

dz  dz 1+

suS e e illimitata nell” intersezione di S con qualsiasi intorno

di 7.

+ 22

(A) Abbiamo 2% — 2i2% — 2 = 2 (2 —i)?, dunque la funzione integranda
e olomorfa in C\ {0,1}. In 0 la funzione itegranda ha un polo semplice
e in ¢ ha un polo doppio, entrambi i poli sono contenuti all’interno del
cerchio delimitato da .

Per il teorema dei residui abbiamo

/ 322+4 J
—_— a4z =
V23—21’z2—z

244 244
271 (Res(gz—_l_,())jLRes(gz—_l— Z)) .

23 — 2122 — 2 23— 222 — 2

Siccome 0 € un polo semplice,

322 +4 ) 322 +4
hes <z3—2i22—z’o) = lm <Z 23 — 222 — 2

244
= lim —32 + =—4.
2—022 — 25z — 1

Siccome ¢ € un polo doppio,

244 2 /
Res (32—4_ Z) — lim ((z — Z)23’Z—+4)

23— 2022 — 2’ 2—i 23 — 2122 — 2

322+ 4\ 4
:hm< e ) :hm<3——2>:7.
zZ—1 A z—1 z

32244
/Ldz:27ri(—4+7):6m’.
.

23— 222 — 2

In conclusione



(B) Si noti che se |z| > 20 si ha

|20 + 5iz® 4+ 42° + 322 + 22 + i

> [2]® = 5]2f” — dfel* — 3|2’ — 2[z* — 2]z| — 1

> 20[z)° — 17|2]° = 3|2° > 0

e dunque i poli della funzione integranda cadono tutti all’interno del
cerchio delimitato da ~ e la funzione integranda e olomorfa fuori di

questo cerchio.

Se p > 20 e v, ¢ la circonferenza di centro 0 e raggio p, per il teorema

di Gauss-Green, abbiamo

B 5iB AP +32+ 244

/ 3443+ 2 +5+14
7

_/ 32' 442 42+ 541
A,

p26—|—5iz5—|—4z3—|—322—|—22+i i

Quindi

/ 34+ 483+ +5+14
Y

20 4+ 5325 +423 + 322+ 22+ 14 :

. 3A+423 +mz+5414
= hIJP
p—+oo

v

dove il limite & nullo per il lemma del grande cerchio.

pz6+5iz5+4z3+3z2+2z+i N



