Esercizi di Analisi Complessa

Corso di Laurea in Matematica

Terminologia, notazioni.

In uno spazio metrico (X, d) indicheremo
e con U,(z,) la palla aperta con centro z, € X e raggio r > 0:
Up(z,) == {:c € X;dz,z,) < r} :
e con S la chiusura di S C X ;
e con § I'interno di S C X ;
e con 0S = §\§ la frontiera di S C X .

Se la frontiera di un aperto D C C e una unione finita di curve e non
specificheremo diversamente, useremo per queste curve parametrizzazioni con
D a sinistra della direzione del percorso.

Esercizi sul principio del massimo.

IL. PRINCIPIO DEL MASSIMO:
Sia D C C un dominio ( = aperto connesso) e f: D — C una funzione
olomorfa. Allora la funzione

D5z |f(2)] € [0, +0)
puo avere un massimo locale solo se f & costante.
In particolare,

Se D C C ¢é un dominio limitato e f : D — C ¢ una funzione continua
non costante che e olomorfa in D , allora

[f() < sup [f(O)], z€D.
¢edD

Esercizi.

1) Siano fi, fa, ..., fn funzioni olomorfe definite su un dominio D C C.
Si verifichi che la funzione

D3 z— Y |fu(2)] € [0,+00)
k=1
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puo avere un massimo locale solo se ogniuna delle funzioni fi, fo, ..., fn €
costante.

Soluzione.

Sia zg € D un punto di massimo locale di

DBzHZ\fk [0, +00)

e scegliamo 6,05, ...,0, € R tale che

| fr(20)] :eiekfk(zo), 1<k<n.
Allora, ponendo

g:D>z+— Zewkfk(z),
k=1
Z, € un punto di massimo locale per il modulo della funzione olomorfa ¢ ed
il principio del massimo implica che g & costante:

n

9(2):9(%):2 e fi(2,) Z|fk %) 5 zeD.

k=1
Risulta che

n

>~ (1)l ~ R 1it2)) = Z\szo\— (kaw)
- %(Z OEE)

=0, zeD
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e di conseguenza

R(e fu(2)) = |fu(z)l,  z€D.
Ma le parti reali delle funzioni olomorfe
DBZI—)einfk(z)’ 1§k§n

possono essere costanti solo se queste funzioni stesse sono costanti (per le
equazioni di Cauchy-Riemann o per il teorema dell’applicazione aperta).

Concludiamo cosi che tutte le funzioni f;, fs, ..., f,, sono costanti.
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2) Sia D C C un dominio limitato e f : D — C una funzione continua
che e olomorfa in D . Si dimostri che

Ref(z) >0, z € 0D
implica
Ref(z) >0, z€D.

Inoltre, se Re f(z,) = 0 per un z, € D, allora f & costante.
Soluzione.

Cominciamo con un rimarco. Per ogni w = u + vi € C con parte reale u
e parte immaginaria v abbiamo

‘ew} — ‘6u+vi} — }euevi} — }eu‘ . ‘6“} —
Poiché
u>0 << e">1,

risulta
Rew >0 <= [e"|>1 <= |e™| <1. (*)

Definiamo ora la funzione g : D — C tramite la formula
g(z) i=e 1)
Per (*) di cui sopra abbiamo
‘g(z)} <1 <= Ref(z) >0,
in particolare
l9(2)] <1, z€dD.
D’altro canto, poiché I'insieme chiuso limitato D c C & compatto, la funzione
continua D 3 z —— } 9(z)| ha (almeno) un punto di massimo z, € D .
Se z, € 0D, allora abbiamo per ogni z € D
e/ =g(2)] < [g(z0)| <1,
cio¢ Re f(z) > 0.
Se invece z, € D, allora per il teorema del massimo modulo g & costante
e risulta per ogni z € D

6_f(z) — g(z) — g(zo) — e_f(ZO) <:,\> 6f(z)_f(zo) f— ]_ ,



ciot f(2) = f(2) +2kmi per un k € Z. Ma Dinsieme {f(z); z € D} &
un’immagine continua dell’insieme connesso D e quindi & connesso. Risulta
che dobbiamo avere

f(z0) € {f(2); z€ D} C {f(z) +2kmi}
per un k € Z che non puo essere che kK = 0. In altre parole f & costante.
OJ

Esercizi sul calcolo di integrali usando
il teorema integrale di Cauchy o il teorema dei residui.

IL. TEROREMA INTEGRALE DI CAUCHY:

Sia v una curva di Jordan regolare a tratti nel piano complesso C e D
Uinterno di v ( = il componente connesso limitato del complementare del
sostegno di vy in C). Se

f:D—C

e una funzione continua che e olomorfa in D, allora

/f(z)dz =0.

Il teorema dei residui estende il teorema integrale di Cauchy al caso di
funzioni con singolarita:

IL. TEROREMA DEI RESIDUI:
Sia v una curva di Jordan regolare a tratti nel piano complesso C, D
linterno di v, e 21, ..., 2, € D. Se

f:ﬁ\{zl, ,zn} — C

¢ una funzione continua che & olomorfa in D\ {zl, s zn} , allora l'integrale
JECLE
Y

e uguale al prodotto di 277 con la somma dei residui di f nei punti 2y, ..., 2,

cioe vale I'uguaglianza

/ (2)dz = 200 S Res().
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Esercizi.

1) Si calcoli I'integrale improprio

+oo | —€ oo
/e—dx: lim (/e—dx—l—/e—dx)
X r—-+00 X X

— 0 —r €

0<e—0

usando il teorema integrale di Cauchy per una curva chiusa regolare a tratti
adatta nel semipiano superiore.

Soluzione.

Per r > 0 indichiamo con 07U,"(0) e 0~U,"(0) il semicerchio
{z€C;|z|=r,Inz >0}
orientato contro il senso delle lancette rispettivamente nel senso delle lancette,
cioe
OTUF(0) ela curva [0, 7] 2 t — re € C,
O~ UF(0) elacurva [0,7] 2t rel™) = —re € C.
Siano adesso 0 < € < r e consideriamo la curva chiusa 7., nel semipiano
superiore chiuso che si ottiene componendo
il segmento [—r, —¢],
il semicerchio 0~ UX(0),
il segmento [e,7],
il semicerchio 07U (0) .

Per il teorema integrale di Cauchy abbiamo

1z e'lCC e'lZ e'lCC 1z
0:/€—dz:/—dx+ / —dz+/—dx+ / S
z T 4 T 4
Ye,r -r 5

a-UZ(0) o+U(0)
quindi
_8 na n na 1z 1z
/6—dx—|—/6—dx: / A P / A o
xXr xXr z z
- & otUt(0) o+U(0)

Ora per il lemma di Jordan abbiamo

lim / € dz=0
r—-4o00 z
o+U(0)
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e risulta

lim (/e—dx+/€—dx) = / 6—dz
r—-+00 X T V4

€ o+U(0)

= / ¢ _1dz+ /ldz
z z

a+UL(0) orUt(0)

= / ¢ dz +mi .
z

o+uUZ(0)
Successivamente, poiché esiste il limite

e —1
lim
z—0 z

=1 ,
62',2
la funzione z —

ha singolarita eliminabile in 0 e quindi e limitata
z
in un intorno di 0. Risulta che

2 1
lim / ¢ dz =0
0<e—0 z

otut(0)
e concludiamo :
+oo . —€ . roo.
ele . ele ele ]
—dz = lim —dz+ | —dx ) =73 .
T r—+00 T T
o 0<e—0 Zr =

Rimarco: Poiché ¢ = cosz + i sinx e

—& T
coS T cos T
dr + dex =0,
x x
-Tr g
—& T T
sin x sin x sin x
dr + dr =2 dz ,
x x x
—-r £ €

abbiamo



2) Dato b > 0, si calcoli 'integrale improprio

+oo —€ r
22 i 222 i 222 i
T T A= i L -7 5 L7 5
/552+b2 :)sdI r—1>£rnoo</x2—l—b2 :de+/x2+bz :de)
s 0<e—0 Zr =

usando il teorema dei residui per una curva chiusa regolare a tratti adatta
nel semipiano superiore.

Soluzione.

Indichiamo

22 B2 iz

f(Z)Z:mj, ZGC\{O,bZ,—bZ}

Allora f e una funzione mermorfa sul piano complesso con poli semplici in
0,bie—bi. Il residuodi fin 0 e

Res(f,0) = lir%zf(z) =lim ——— ¢ = —

mentre il residuo di f in +bi &

Res(f, +bi) = lim zf(z) = lim (= b')ﬂe—m
UL =0y = A e FACR L 22402 2z
22— er —2h T
= lim - — = -
z—4bi 2 £ bl 2z +2bi +bi

= TP,
Indichiamo pure, per r > 0, con 07U, (0) e 0~U,"(0) il semicerchio
{z€C;|z| =r,Imz > 0}
orientato in senso antiorario (positivo) rispettivamente in senso orario (neg-
ativo) :
OTU(0) e lacurva [0, 7] 2t — re € C,
O~ UF(0) elacurva [0,7] 2t —— rel™ ) = —re € C.

Siano adesso 0 < € < b < r e consideriamo la curva chiusa regolare a

tratti 7., nel semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo
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il segmento [—r, —¢],
il semicerchio 0~UX(0),
il segmento [e,7],
il semicerchio 07U (0).
Poiché ~. , aggira il solo polo b7, per il teorema dei residui abbiamo

2mie”? = 2miRes(f,bi)

- [ fa)e:
rer
/f dx+/f dz—l—/f dx+/f

8-UZ(0) a+UT (0

]sf(x)dx+jf(z)dx:2ﬁie_b+/ z)dz — / f(z)dz .

o+UF(0) ot+UF(0

quindi

Ora per il lemma di Jordan vale

) ) Z2 _ b2 )
rllfi-noo / f dZ = rllgi-noo / m e?dz =0

U ( a+UT(0)
e risulta -
hgrn </f(a:)dx+/f(x)dx)
-7 £
=2mie "+ / f(z)dz
otut(0)
22—b2 et®
—9 b d
mre / 212 - A
atUs(0)
1 2y .
=92mie '+ / - Zie”%—l dz — / —dz
2\ 22+ 02 z
+UZ (0) otuUZ(0)
1 2 _p?
=27mie "+ / ;<22+b2 ZZ—i—l)dz—ﬁz
otut(0)

Successivamente, poiché esiste il limite
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1 -
la funzione z (Z €””+1 | ha singolarita eliminabile in 0 e quindi
2\ 22+ b2

¢ limitata in un intorno di 0. Risulta che

, 1[/22=0 ,,
023120 /2(22+b2e —|—1>dz—0

o+Ut(0)

e concludiamo :

:TEIEM(/f dx+/f d:r)

0<e—0
=2mie "’ — T
= 7r(26_ —1)i

Rimarco: Poiché ¢ = cosz + i sinx e

x2 — b cosx rx2—bz COS T
Sl PP Sl Y
/x2+b2 z v /x2+b2 z

-7 I3
[ 2?2 —b? sinz / 22— 1% sinx / 2 —b? sinx
—_ de+ | ———dz =2 | —— ——duz,
/x2+b2 T /x2+62 T /x2+b2 x
-7 € £
abbiamo
—+00 s
/ z? — b sinxd . 2 —b? sinxd 1
_ r = lim — ——dz=7le " — =] .
2?2+ x r—+too | 22 +b2 2
0 0<€_>Oe



3) Si calcoli I'integrale improprio

+oo . —1—e T .
6Z7TI eZ’TI'ZE eZ’TI'ZE
der = lim dr + dz
/1+:c3 r~+oo(/ 14 a3 / 1+ a3 )
oo 0<e—0 “r —T4e

usando il teorema dei residui per una curva chiusa regolare a tratti adatta
nel semipiano superiore.

Soluzione.

La funzione

LT Z
e

f(z) = 1423
¢ meromorfa sul piano complesso, con poli semplici nelle radici cubiche di
1+:iv3 1—1v3
:L\/_e :7“/7:2_1. Il residuo di f

—1,cioein z,=—1, 2 29

. . 2 2
m z, e
) ] ei7rz e—iT( 1
Res(f) = lim (2 +1) f(z) = lim ——— =——=—+,

mentre il residuo di f in z;7 e

e
Res(f) = lim (2 — 2z1) f(2) = lim
21 e =z (2 — 2,)(2 — 22)
eiT(Zl eiw—1+é\/§ ie” ”f

(21— z0)(21 — 20)  BHNB L m B(/B+)

1 /3 .
=3 e 2 (\/5 — Z) .
Indichiamo, per w € C e r > 0, con 0TUF(w) e 9~ U (w) le curve con
lo stesso sostegno uguale al semicerchio superiore
{zeC;|lz—w/ =r,Inz >0},
la prima orientata in senso antiorario (positivo), mentre la seconda in senso
orario (negativo) :
OTU M (w) ¢ lacurva [0,71] 2t — w+re' € C,
O~ Ur(w)elacurva [0,7] Dt — w+re™H =w —re € C.
Siano adesso 0 < € < 1 < r e consideriamo la curva chiusa regolare a
tratti 7., nel semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo
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il segmento [—r,—1—¢],
il semicerchio 0-UF(—1),
il segmento [—1 +¢,7],
il semicerchio 07U, (0) .

Poiché ~. , aggira il solo polo z;, per il teorema dei residui abbiamo

/f
:_/1€f(x)dx+ / f(z)dz+/ z)de + / f(z

(1 + zf) =27i Res(f)

—r o-UF(-1) —1+e ot U (0)
quindi
/f )dx + / f(x
—1+¢

/ e
oTUS (— a+UT (0
Ora per il lemma di Jordan vale

T’EE-IIOO / f Z o T’EE‘IIOO / 16—|— 23 dZ =0

ot+UT(0 o+ U (0)

e risulta

TETw(/f o f 1 dx):

1+Z\f / f(z

a+U(

emrz
(1 +Z\/7) / ﬁdZdZ

23

orUL(-1)

T _xy3 1 eim? 1
= —e” 1+1iv3 = | d
3¢ 7 (+Z\/7)+ / 1+z<1—z+z2+3) ©

orUF(-1)
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1 1
—— d
3 / 1+2 :

orUd(-1)
T _xv3 1 el 1 T
=—e 2 (14iV3 —|dz— —7.
z¢ 1 (LHiva)+ / 1+z<1—z+z2+3) T
o+US (-1)
Successivamente, poiché la funzione
ei7rz 1
9(=) = 1 — 2+ 22 +§
& olomorfa sul disco Uy(—1) = {z € C; |2+ 1| < 1} e si annulla nel centro
z = —1, esiste una funzione olomorfa h su U;(—1) tale che

9(z) = (z+ 1) h(z), zeU(—1).
Risulta che la funzione

1 ( eim? +1) _ 9(2) (2

142 \1—-2+4+22 3
¢ limitata in un intorno di —1 e di conseguenza

1 6i7rz 1
I “)dz=0.
02220 / 1+z<1—z+z2+3)dz !

otUF (1)

Concludiamo :
—+o00

) +oo
6Z7TCC
/ 1+x3dx: /f(x)dx:
- —1—¢

ZTETOO< / f(z)da + / f(x)dx)

Commento:
La dimostrazione dell'ugualita

lim / S P (*)

0<e—0
orUL(-1)




puo essere fatta in un ambito pit generale, dimostrando :

LEMMA DEL PICCOLO CERCHIO: Siano
weC,r>0,0<t; <ty <27,

U(w)={2€C; [z —w|<r}

f una funzione olomorfa su U,.(w)\{0} avendo polo semplice in w .
L. larco [ty ,ta] 2t — w+ee™ ove 0 <e <r.

Allora

0<e—0

lim /f(z)dz (s —t1)i Res(f) .
Ie
Dimostrazione. Lo sviluppo di f in serie di Laurent e dalla forma

teote(z—w)+e(z—w)?+ ..

fz) = coo—

con c_; = Res(f), quindi

g9(z) = f(2) —Rwes(f)ﬁ =cote(z—w)+e(z —w)?+ ..

¢ una funzione olomorfa su tutto U,(w) . In particolare g ¢ limitata sul disco
chiuso U,»(w) dove 0 < r’ < r ¢ un numero alla nostra scelta (per esempio,
possiamo prendere 7’ = 1/2).

Ora
[oerae| < [l
r. r.
< sup ‘g(z)‘ - lunghezza (FE)
z€U,.s(w)
=c(ta—t1) sup |g(2)], O<e<r
zeU,.r(w)
implica
oilalgo g(z)dz =0
Ie
e, poiché
to
1 it
dz= [ —ee”idt = (ta — 1)1,
Z—w ge



concludiamo che

Oiierg(]/f(z)dz: 0£i€r20</g(z)dz+Rfs(f)/Z_lwdz)
Ie

Ie re

= (ta — tl)ins(f) .

In particolare, con t; = 0 e t, = 7 risulta

oilgo / f(z)dz =mi Rwes(f)
O+ UT (w)

e cosi riotteniamo (*) :

) eiT(Z » eiT(Z T
oilgo / 1+Z3dz—7mP:els(1+Z3)——§z.
orUL (-1)
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