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Part 1

Misura e integrale di Lebesgue





CHAPTER 1

Misura di Lebesgue

1. Generalità

Notazioni:

• χE indica lafunzione caratteristica dell’insiemeE; è uguale a1 in E e a zero fuori di
E.

• Br indica la palla aperta di raggior e centro0.
• Ej ↑ E significaEj ⊂ Ej+1, ∀j eE = ∪jEj (Ej sono insiemi),
• Ej ↓ E significaEj+1 ⊂ Ej , ∀j eE = ∩jEj .

Integrale di Riemann e misura di Peano Jordan.Per integrare col metodo di Riemann una
funzionef : Rn → R, che, per fissare le idee, supponiamo non negativa, limitata, e nulla fuori
di un compatto, ci si serve di funzioni scalettas ≥ 0 consistenti in un numero finito di gradini
a forma di parallelepipedo.

∫
s è dunque definito senza ambiguità in modo elementare come somma di misure di paral-

lelepipedi. Si prendono allora due scalettes− es+, cons− ≤ f ≤ s+. Il volume dell’intercapedine
tra le due scalette è

∫
s+ −

∫
s−. Ses± si possono scegliere cosı́ prossime tra loro in modo da

rendere arbitrariamente piccolo questo volume, certamente sups−≤f

∫
s− e infs+≥f

∫
s+ sono

uguali. Il loro comune valore definisce allora
∫

f e f è dettaintegrabile secondo Riemann.
Vedremo che l’integrale di Lebesgue usa altre scalette.
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6 GENERALITÀ

Misura di Peano JordanAll’integrale di Riemann corrisponde la misura di Peano Jordan. Sia
E ⊂ Rn limitato. E si dicePJ-misurabilese la sua funzione caratteristicaχE è integrabile
secondo Riemann e la misura di Peano Jordan diE è definita dam(E) =

∫
χE.

È presto visto che la misurabilità diE equivale all’esistenza di plurintervalliP±, conP− ⊂
E ⊂ P−, in modo che la differenzam(P+) − m(P−) sia arbitrariamente piccola.
SeE non è limitato si impone la misurabilità diE ∩ Br per ognir > 0 e si ponem(E) =
limr↑∞ m(E ∩ Br).

Questo metodo di integrazione e di misura è abbastanza efficiente
per una sola funzione continua o con discontinuità isolate. Ma
è carente per lo studio di funzioni con discontinuità non isolate
e soprattutto per le successioni. Per esempio la sola condizione
maneggevole che esso fornisce per averelim

∫
fk =

∫
lim fk è

la convergenza uniforme dellefk. Perció non si applica allefk

qui accanto pur avendosilim
∫

fk =
∫

lim fk = 0, perché lefk

tendono aχ{0} che è integrabilissima e ha integrale0. Tuttavia la
nostra goffa condizione non se ne accorge.

Osserviamo che persinoQ è scandalosamente non PJ-misurabile. Difatti una scaletta s− ≥ 0
al disotto diχQ∩(0,1) è nulla mentre unas+ al disopra diχQ∩(0,1) è ≥ 1 in (0, 1) e quindi∫

(s+ − s−) ≥ 1. Noi vogliamo invece che siano soddisfatte le due condizioni seguenti
1 Gli insiemi misurabili costituiscono unaσ-algebra.
Questo significa che un’unione numerabile di insiemi misurabili è misurabile e che il comple-
mentare di un insieme misurabile è anch’esso misurabile.

La misura d Peano-Jordan non soddisfa questa proprietà perchè i singoli punti sono misura-
bili ma Q non lo è.

Inoltre si vuole che la misura di un insieme misurabile sia unnumero non negativo oppure
∞ in modo che
2 La misura sia una funzioneσ-additiva.
Questo significa che la misura dell’unionedisgiunta di una famiglia numerabile d’insiemi
misurabili sia pari alla somma delle loro misure.

Nostro scopo è ora quello di definire una misura| · | che soddisfi 1 e 2 e riproduca la misura di
Peano Jordan per insiemi PJ-misurabili. Insomma oltre a 1 e 2richiediamo la proprietá

3 SeE è PJ-misurabile alloràe misurabile secondo Lebesgue e le due misure coincidono.

Questa sará la misura di Lebesgue.

Esercizio.Dimostrare che un sottoinsieme numerabile, denso diR non è mai misurabile sec-
ondo Riemann.
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2. Misura esterna

Introduciamo una funzione| · |e definita pertutti i sotto-insiemi dRn a valori inR+ ∪ {∞}.
| · |e non saràσ-additiva come vedremo a pag 16. Non si tratta dunque di una vera misura come
sopra prescritto.

Useremo intervallichiusi e limitatiI di Rn. v(I) indica il prodotto dei lati diI.

Esercizio2.1. Dimostrare questi due fatti:

a) DatiI e δ > 0 esistono intervalliI ′ e I ′′ conI ′′ ⊂
◦
I e I ⊂

◦
I ′ tali che

(1) v(I ′) − δ ≤ v(I) ≤ v(I ′′) + δ.

b) SeI ⊂ I1 ∪ . . . IN , allora si ha

(2) v(I) ≤ v(I1) + . . . v(IN).

Una famiglianumerabileP = {Ij} di intervalli si chiamapluri-ntervallo (numerabile). La
sua unione∪Ij si indica anche con∪P. Il peso diP è per definizione.

p(P) =
∑

v(Ij).

Definizione. La misura esterna|E|e di E ⊂ Rn è l’estremo inferiore dei pesi dei plurintervalli
che copronoE. Cioè

|E|e = inf
∪P⊃E

p(P).

Riassumiamo alcune proprietá della misura esterna in una proposizione:

PROPOSIZIONE2.1. (i) SeE ⊂ F , allora |E|e ≤ |F |e.
(ii) Sia{Ej} una famiglia numerabile di insiemi. Si ha

(3) | ∪ Ej |e ≤
∑

|Ej|e
(iii) Si ha |E|e = infA⊃E |A|e, cioè ∀ε > 0, esiste un apertoA ⊃ E tale che|A|e ≤

|E|e + ε,
(iv) Per ogni intervalloI si ha |I|e = v(I) e |∂I|e = 0,
(v) Sed(E, F ) > 0, allora |E ∪ F |e = |E|e + |F |e.

Dimostrazione.
(i) è evidente.
(ii) Per ognij si prendePj che copreEj tale chep(Pj) ≤ |Ej |e + ε 2−j. P = P1 ∪ P2 ∪ . . .
copre∪Ej e si hap(P) =

∑
p(Pj) ≤

∑ |Ej |e + ε perchè
∑∞

1 2−j = 1.
(iii) Si prendeP = {Ej} che copreE, tale chep(P) ≤ |E|e + ε e poi, usando la (1), si prende

P ′ = {I ′
j} conIj ⊂

◦
I ′
j , v(I ′

j) ≤ v(Ij)+ε 2−j. Dunquep(P ′) ≤ p(P)+ε ≤ |E|e +2ε. A = ∪
◦
I ′
j

è un aperto contenenteE e si ha|A|e ≤ p(P ′) ≤ |E|e + 2ε.
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(iv) La seconda deriva dal fatto che ogni faccia diI è contenuta in un intervallo arbitrariamente
sottile. Per la prima osserviamo che|I|e ≤ v(I) perchéI copre se stesso. Supponiamo ora che

P = {Ij} copraI. Usando la (1) prendiamoP ′ = {I ′
j} conIj ⊂

◦
I ′
j , v(I ′

j) ≤ (1 + ε) v(Ij). {
◦
I ′
j}

è un ricoprimento aperto del compattoI e quindiI ⊂ ∪N
1

◦
I ′
j perN ≫ 1. Applicando la (2),

abbiamov(I) ≤ ∑N
1 v(I ′

j) ≤
∑∞

1 v(I ′
j) ≤ (1 + ε) p(P). Quindiv(I) ≤ |I|e per l’arbitrarietá

di ε.
(v) Prendiamo una famigliaP = {Ij} che ricopreE∪F , conp(P) ≤ |E∪F |e+ε. Suddividendo
ciascunIj , senza cambiare per questop(P), possiamo supporre che tutti gliIj abbiano diametro
minore did(E, F ) cosicché nessuno di essi incontra siaE cheF . SeP ′ consiste in quegliIj

che incontranoE eP ′′ nei rimanenti, alloraP ′ copreE eP ′′ copreF , ep(P) = p(P ′)+p(P ′′).
Dunque|E|e + |F |e ≤ p(P ′) + p(P ′′) = p(P) ≤ |E ∪ F |e + ε. La disuguaglianza≥ segue da
(3). �

Esercizio.Provare la (v) per un numero finito d’insiemi. Procedere per ricorrenza.

3. Misura di Lebesgue

Definizione E ⊂ Rn si dice misurabile secondo Lebesgueo semplicementemisurabile, se
∀ε > 0, esiste un apertoA ⊃ E tale che sia

|A\E|e < ε.

In tal caso lamisura di Lebesgue|E| di E è definita essere la sua misura esterna. Si pone cioè

|E| = |E|e.
ATTENZIONE Questa condizione non va confusa con|A|e ≤ |E|e + ε, che appare in (iii) a
pag 7 e che invece è soddisfatta da qualunque insiemeE, perchèA ⊃ E non implica|A|e =
|E|e + |A\E|e ma solo|A|e ≤ |E|e + |A\E|e.

Gli aperti sono ovviamente misurabili.

Riassumiamo alcune proprietá della misura di Lebesgue in una proposizione:

PROPOSIZIONE3.1. • (a) Se|E|e = 0, allora E è misurabile.
• (b) Sia{Ej} una famiglia numerabile di insiemi misurabili. Allora∪Ej è misurabile

e si ha

(4) | ∪ Ej| ≤
∑

|Ej |.

• (c) Gli intervalli sono misurabili, e seI1,. . . ,IN sono non sovrapposti si ha

(5) |I1 ∪ · · · ∪ IN | = |I1| + · · ·+ |IN |.
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Dimostrazione. Per provare (a) si ricopreE con un plurintervalloP = {Ij} conp(P) < ε.

Si applica poi la (1) costruendoP ′ = {I ′
j} con Ij ⊂

◦
I ′
j e v(I ′

j) ≤ v(Ij) + ε 2−j, cosicché

p(P ′) < 2ε. L’apertoA = ∪
◦
I ′
j contieneE e si ha|A\E|e ≤ |A| ≤ p(P) < 2ε.

(b) Si scelgonoAj ⊃ Ej con |Aj\Ej|e ≤ ε2−j e si usa l’identitá∪Aj \ ∪ Ej ⊂ ∪(Aj\Ej).
PostoA = ∪Aj otteniamo|A\ ∪ Ej |e ≤ ∑ |Aj\Ej |e ≤ ε. ∪Ej è dunque misurabile. La
disuguaglianza (4) riproduce adesso la (3).

(c) Per provare cheI è misurabile si applica (b) aI = ∂I∪
◦
I: ∂I è misurabile perché ha misura

esterna nulla (vedi (iv) a pag 7) e
◦
I è aperto quindi misurabile.

Proviamo la (5). PerN = 1 è ovvia; la ammettiamo dunque fino adN − 1. Usando la

(1) prendiamoI ′′ con I ′′ ⊂
◦

IN e |IN | ≤ |I ′′| + ε. La distanza tra i compatti disgiunti∪N−1
1 Ij

e I ′′ è positiva. Usando allora la (v) di pag 7 e l’ipotesi di induzione, abbiamo| ∪N
1 Ij| ≥

|(∪N−1
1 Ij) ∪ I ′′| =

∑N−1
1 |Ij| + |I ′′| ≥ ∑N

1 |Ij | − ε. La disuguaglianza opposta segue da (4).
�

Vogliamo ora provare che la precauzione ”attenzione” di pagina 8 è superflua seE è com-
patto. Se il compattoK è contenuto nell’apertoA si ha infatti

(6) |A| = |K|e + |A\K|.
Questo richiede una digressione.

Digressione sui cubi diadici.
SiaK0 la famiglia dei cubi chiusi diRn che hanno lato1 e vertici in punti di coordinate

intere, cioè inZn. Se dividiamo a metá i lati, da ciascuno di questi cubi otteniamo2n cubi di
lato 1/2. Prendiamo tutti questi nuovi cubi:K1 è la famiglia dei cubi chiusi diRn che hanno
lato1/2 e vertici in punti di coordinate semi-intere, cioè in(Z/2)n. Cosı́ procedendo otteniamo
una famiglia numerabileK di cubi detticubi diadici.

Definizione Due insiemiE edF si dicononon sovrappostise non hanno punti interni in co-

mune; cioè se si ha
◦
E ∩

◦
F= ∅.

Si provi che due cubi diadici sono non sovrapposti oppure stanno l’uno nell’altro.
Si provi cheogni insieme aperto coincide con l’unione dei cubi diadici che esso contiene.

I cubi diadici sono utili per provare la seguente

PROPOSIZIONE3.2. Ogni apertoA di Rn è unione numerabile di cubi non sovrapposti.

Dimostrazione.SiaS0 l’unione dei cubi diK0 contenuti inA, S1 quella dei cubi diK1 contenuti
in A\S0, S2 quella dei cubi diK2 contenuti inA\(S0 ∪ S1) eccetera. I cubi considerati sono
non sovrapposti. Pertanto∪Sj è unione numerabile di cubi non sovrapposti. Inoltre ogni cubo
diadico contenuto inA è tra quelli considerati oppure è contenuto in uno di essi,quindi è
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contenuto in∪Sj. Per quanto osservato subito prima di enunciare la proposizione, abbiamo
dunqueA ⊂ ∪Sj . Poiché∪Sj ⊂ A per costruzione, si haA = ∪Sj . �

Fine della digressione

Dimostrazione della(6) È sufficiente provare≥. Per la Proposizione 3.2 l’apertoA\K è
unione numerabile di cubiQj non sovrapposti, in particolare|A\K| ≤ ∑ |Qj|. Fissiamo
N . La distanza tra i due compatti disgiuntiK e ∪N

1 Qj è positiva. Usando allora (v) a pag
7 e (c) a pag 8 abbiamo|K ∪ (∪N

1 Qj)|e = |K|e +
∑N

1 |Qj| e poichèK ∪ (∪N
1 Qj) ⊂ A

abbiamo|A| ≥ |K ∪ (∪N
1 Qj)|e = |K|e +

∑N
1 |Qj |. MandandoN all’infinito concludiamo

|A| ≥ |K|e +
∑ |Qj| ≥ |K|e + |A\K|. �

Dall’uguaglianza (6) derivano alcuni fatti che raggruppiamo in una proposizione:

PROPOSIZIONE3.3. • (I) I chiusi sono misurabili.
• (II) Il complementare di un insieme misurabileè misurabile.
• (III) L’intersezione di una famiglia numerabile di insiemi misurabili è misurabile.
• (IV) La differenza di due insiemi misurabiliè misurabile.

Dimostrazione.(I) Proviamo dapprima la misurabilità di un compattoK. Prendiamo un aperto
A ⊃ K con |A| ≤ |K|e + ε. Dalla (6) abbiamo|A\K| = |A| − |K|e ≤ ε come volevamo.
La misurabilità di un chiusoC deriva dal fatto cheC = ∪(C ∩ Bk) è unione numerabile di
compatti e dalla (b) a pag 8.
(II) Sia E misurabile. Si ha∁E = ∁E ∪ (E\E). Poiché∁E è aperto, è sufficiente provare che
E\E ha misura esterna nulla ed è quindi misurabile. Prendiamo apertiAk ⊃ E con|Ak\E|e <
1/k. Non è restrittivo supporre cheAk è contenuto nell’1/k-involucro di E, si ha dunque
d(∁Ak, E) < 1/k. Ne segueE = ∩Ak. Pertanto∀k si ha|E\E|e ≤ |Ak\E|e < 1/k. Passando
al limite rispetto ak otteniamo|E\E|e = 0 come volevamo.
(III) Si puó fare per esercizio usando (II), la relazione∩Ej = ∁[∪(∁Ej)] e (b) a pag 8.
(IV) Segue banalmente da (II) e (III) perchéE\F = E ∩ ∁F . �

Si noti che dalle Proposizioni 3.1 (b) e 3.3 II segue cheGli insiemi misurabili secondo
Lebesgue costituiscono unaσ-algebracome annunciato a pag 6.

La (II) permette di utilizzare chiusiC ⊂ E per verificare misurabilità diE:

COROLLARIO 3.1. E è misurabile se e solo se,∀ε > 0, esisteC ⊂ E tale che si abbia
|E\C|e ≤ ε.

DimostrazionePer la (II) la misurabilità diE equivale quella di∁E e cioè all’esistenza diA ⊃
∁E tale che|A\∁E|e ≤ ε. Adesso basta porreC = ∁A e osservare che si haC ⊂ E e
E\C = A ∩ E = A\∁E. �

Di frequente uso è il seguente fatto
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COROLLARIO 3.2. (Partizione misurabile dell’unitá)SiaV una famiglia di aperti, non nec-
essariamente numerabile, siaA la loro unione. Esiste una famiglia numerabileUj di insiemi
misurabili e disgiunti, contenuti ciascuno in uno degli aperti della famigliaV e tali che si abbia
∪∞

1 Uj = A.

DimostrazioneA è unione dei compatti{x ∈ A | dist(x, ∁A) ≤ 1/j, |x| ≤ j}. Ricopriamo
ciascuno di questi con un numero finito di aperti appartenenti aV. La collezioneVj degli aperti
di V cosı́ scelti è numerabile, e ricopreA. La famiglia numerabile di insiemi misurabili e
disgiunti

Uj = Vj\ ∪j−1
1 Vh

ricopreA e si haUj ⊂ Vj ∈ V. �

4. σ-Additivit à, continuità monotòna

La proposizione che segue mostra che la misura di Lebesgue èσ-additiva come richiesto a
pag 6.

PROPOSIZIONE4.1. Sia{Ej} una famiglia numerabile di insiemi disgiunti inRn. Si ha

(7) | ∪ Ej | =
∑

|Ej|.

Dimostrazione.Basta provare≥. Supponiamo prima che gliEj siano limitati. Usando Corol-
lario 3.1 a pag 10, scegliamo dei chiusiKj ⊂ Ej tali che |Ej | ≤ |Kj| + ε 2−j. I Kj sono
compatti perché limitati. FissiamoN . Poichéd(Kj, Kh) > 0 sej 6= h, dall’esercizio a pag
8 segue

∑N |Kj | = | ∪N Kj | ≤ | ∪ Ej |. Pertanto∀N abbiamo| ∪ Ej | ≥ ∑N |Kj | ≥∑N |Ej | − ε
∑N 2−j . Passando al limite perN ↑ ∞ otteniamo| ∪ Ej | ≥

∑∞ |Ej| − ε come
volevamo.
Rimuoviamo ora l’ipotesi di limitatezza. Poniamo

Ejh = Ej ∩ (Bh+1\Bh).

Questi sono disgiunti, numerabili e limitati. Applicando due volte la parte precedente abbiamo
|Ej | =

∑
h |Ejh| e | ∪j Ej| = | ∪jh Ejh| =

∑
jh |Ejh| =

∑
j(

∑
h |Ejh|) =

∑
j |Ej |. �

Esercizio4.1. (a) Usando la proprietà di additività ora dimostrata e le identitàE ∪ F =
(E\F )∪ (F\E)∪ (E ∩ F ) eE = (E ∩F )∪ (E\F ), unioni disgiunte, si dimostri che seE ed
F sono misurabili si ha

(8) |E ∪ F | = |F | + |E\F |,

(9) |E| + |F | = |E ∪ F | + |E ∩ F |.
Si badi bene al fatto che tutte le misure coinvolte appartengono a[0, +∞], dunqueè vietato
l’uso dell’operazione di sottrazione!1

1Usare le unioni disgiunteE = (E\F ) ∪ (E ∩ F ) eE ∪ F = (E\F ) ∪ F .
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Si noti che la (8) dà

(10) F ⊂ E, |F | < ∞ ⇒ |E\F | = |E| − |F |.
(b) Si dimostri che seE∪Z è misurabile e|Z| = 0, alloraE è misurabile e si ha|E| = |E∪Z|.
(Si ha|Z\E|e ≤ |Z| = 0, quindiZ\E è misurabile e|Z\E| = 0. PercióE = (E ∪ Z)\(Z\E)
è misurabile e si ha|E| = |E ∪ Z| − 0 = |E ∪ Z|.)
Si noti che la (8) migliora di parecchio la (6) di pag 9 che corrisponde alla situazioneE = K,
F = A\K, conA ⊃ K.

Possiamo ora provare la continuità della misura esterna per successioni crescento di insiemi.

PROPOSIZIONE4.2. SiaEj ↑ E una famiglia numerabile crescente di insiemi anche non
misurabili. Si ha

(11) |Ej |e ↑ |E|e.
DimostrazioneBasta provare

sup |Ej|e ≥ |E|e.
Se per qualchej è |Ej|e = ∞ allora |E| = ∞ = sup |Ej|e. Possiamo allora supporre|Ej |e <
∞, ∀j.
Occupiamoci prima del caso di una successione crescenteAj ↑ A di aperti. Possiamo quindi
usare|·| anziché|·|e. A si decompone in una unione numerabile di insiemi disgiunti emisurabili:

A = A1 ∪ (A2\A1) ∪ · · · ∪ (An\An−1) ∪ . . . .

Dunque per la (10) abbiamo

|A| = |A1| + (|A2| − |A1|) + · · ·+ (|An| − |An−1|) + · · · = lim |Aj| = sup |Aj |
come volevamo.

Veniamo al caso generale.È sufficiente trovareA ⊃ E con|A| ≤ sup |Ej|e + ε. Scegliamo
Aj ⊃ Ej con |Aj | ≤ |Ej|e + ε 2−j e consideriamo la successione crescenteÃj = A1 ∪ A2 ∪
· · · ∪ Aj . Proviamo per induzione che si ha

(12) |Ãj| ≤ |Ej|e + ε

j∑

h=1

2−h.

Perj = 1 questa è ovvia perchẽ̀A1 = A1. Da Ãj+1 = Ãj ∪ Aj+1 e dalla (9) si ha|Ãj+1| =

|Aj+1| + |Ãj | − |Ãj+1 ∩ Aj| 2. Ma |Aj+1 ∩ Ãj | ≥ |Ej|e perchéEj ⊂ Ej+1 ⊂ Aj+1 e Ej ⊂
Aj ⊂ Ãj. Per l’induzione ammessa abbiamo allora|Ãj+1| ≤ |Ej+1|e + ε 2−(j+1) + |Ej|e +

ε
∑j

h=1 2−h − |Ej |e = |Ej+1|e + ε
∑j+1

h=1 2−h. Questo prova (12). Posto alloraA = ∪Ãj

andiamo al limite (crescente) nella (12). Per quanto appenavisto per le successioni crescenti di
aperti abbiamo|A| = sup |Ãj| ≤ sup |Ej |e + ε come volevamo. �

2La sottrazione è lecita perchè tutte le misure coinvolte nell’uguaglianza sono finite.
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PROPOSIZIONE4.3. Sia{Ej} una famiglia numerabile di insiemi misurabili. SeEj ↑ E
allora si ha

(13) |Ej| ↑ |E|,
mentre seEj ↓ E e |E1| < ∞, si ha

(14) |Ej| ↓ |E|.
Dimostrazione.La (13) è un caso particolare della (11).

Quanto alla (14), se laEj decrescono abbiamo

E1 = E ∪ (E1\E2) ∪ · · · ∪ (Ej\Ej+1) ∪ . . .

unioni disgiunte. Poichè è|Ej| ≤ |E1| < ∞, ∀j, si può di nuovo applicare la (10) che dà

|E1| = |E| + (|E1| − |E2|) + · · ·+ (|Ej | − |Ej+1|) + · · · = |E| + |E1| − lim |Ej |.
�

Osserviamo che la condizione|Ej | < ∞ per la (14) è essenziale. Si guardi quest’esempio.
Ej sia la striscia{(x, y) ∈ R2 t.c.0 ≤ y ≤ 1/j}. Ovviamente|Ej | = ∞ ma∩Ej è l’assex che
in R2 ha misura zero.

Naturalmente, invece, ci si puó limitare a supporre|Ej0| < ∞ per un qualchej0; si scartano
allora gliEj che precedono, mentre i successivi hanno necessariamente misura finita.

Sia ora{Ij} una famiglianumerabiledi intervalli non sovrapposti, si ha

(15) | ∪ Ij| =
∑

|Ij|.

Difatti dalla (5) a pag 8 segue| ∪N Ij| =
∑N |Ij |. Poiché la successione è crescente si puó

applicare la (13) e andare al limite. �

Ci eravamo proposti di assicurare che la misura di Lebesgue soddisfacesse anche la con-
dizione 3 di pag 6. Dobbiamo mostrare che seE è PJ-misurabile, allora è anche misurabile
secondo Lebesgue e che si ham(E) = |E|. Osserviamo intanto che ciò vale banalmente
per gli intervalli e quindi anche per i plurintervallifiniti. Ricordiamo poi che essendoE PJ-
misurabile, per ogniε > 0 esistono plurintervallifiniti Π e Π′ tali da aversiΠ ⊂ E ⊂ Π′ e
m(Π′) − m(Π) < ε. Si ha dunque

(16) |Π| = m(Π) ≤ m(E) ≤ m(Π′) = |Π′|.
Ora, il compattoΠ′, essendo misurabile, è contenuto in un apertoA tale che sia|A| − |Π′| < ε.
In conclusione esistono un compattoΠ ⊂ E e un apertoA ⊃ E tali che |A| − |Π| < 2ε. E
è quindi misurabile secondo Lebesgue, inoltre da|Π| ≤ |E| ≤ |Π′|, dalla (16) ricaviamo che
i due numeri|E| e m(E) appartengono all’intervallo(|Π|, |Π′|) la cui ampiezza è< ε. Essi
pertanto coincidono. �
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Avremmo potuto introdurre il concetto di misurabilità usando il Criterio di Caratheodori:
E ⊂ Rn è misurabile se e solo se si ha

|F |e = |F ∩ E|e + |F\E|e, ∀F ⊂ Rn.

Tralasciamo la dimostrazione di questo criterio che non useremo.

5. Misura interna

A volte fa comodo approssimare gli insiemi dall’interno conchiusi oppure compatti. Intro-
duciamo perció lamisura interna|E|i di un qualunqueE ⊂ Rn. Vedremo a pag 16 che, come
quella esterna,la misura interna noǹe σ-additiva. Non si tratta dunque di una misura come
prescritto a pag 6. La misura interna è definita da

|E|i def
= sup

C⊂E
|C| = sup

K⊂E
|K|.

La prima uguaglianza è una definizione ma la seconda va dimostrata:
Basta provare≤ perché i compatti sono chiusi. SiaC ⊂ E. C ∩Bj è una successione crescente
di compatti che tende aC. L’uso della (13) dà dunque|C| = supj |C ∩ Bj| ≤ supK⊂E |K|
perchè iC ∩ Bj sono particolari compatti contenuti inE. �

Ovviamente si ha

|E|i ≤ |E|e, ∀E ⊂ Rn

verificare.
| · |i, | · |e e | · | sono messe in relazione dalla seguente

PROPOSIZIONE5.1. Sono equivalenti questi fatti:

• (a)E è misurabile,
• (b) ∀ε > 0, ∃C ⊂ E tale che|E\C|e < ε,
• (c) ∀ε > 0, esistonoA eC, conC ⊂ E ⊂ A, tali che|A\C| < ε,
• (d) Si ha|E|i = |E|e.

Dimostrazione.(a)⇔(b) è il corollario 3.1 a pag 10.
(a)⇒(c). SceltoA ⊃ E con |A\E| < ε/2 e C come in (b) ma conε/2 al posto diε, abbiamo
A\C = (A\E) ∪ (E\C), donde|A\C| < ε.
(c)⇒(a). Si ha|A\E| ≤ |A\C| < ε. (c)⇔(d). Segue immediatamente dalla definizone di| · |i
e da|E|e = infA⊃E |A|, vedi (iii) pag 7. �

La doppia definizione di| · |i e la (d) permettono facilmente di dimostrare quanto segue

Esercizio: L’insieme misurabileE ha misura finita se e solo se∀ε > 0, ∃K ⊂ E tale che
|E| ≤ |K| + ε (oppure|E\K| ≤ ε).
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6. Patologia

6.1. L’insieme di Cantor.I fessi credono che un sotto-insieme diR che abbia misura di
Lebesgue zero sia necessariamente numerabile. L’insieme di CantorC serve per sbugiardarli.
Dividiamo l’intervallo [0, 1] in tre parti uguali e sopprimiamo l’intervalloapertocentrale. Resta
il chiusoC1 = [0, 1/3]∪ [2/3, 1]. Sottoponiamo i due intervalli che compongonoC1 alla stessa
chirurgia ottenendo un chiusoC2 fatto di quattro intervalli di lunghezza1/9. Cosı̀ procedendo
otteniamoCk composto di2k intervalli lunghi3−k ciascuno.L’insieme di Cantor̀e C = ∩Ck.
C è chiuso perchè è intersezione di chiusi, e quindi è compatto perchè è limitato. Poichè la
famiglia{Ck} è decrescente, si ha|C| = lim |Ck| = lim(2/3)k = 0.
Proviamo ora cheC è in corrispondenza biunivoca con[0, 1] e quindi ha la potenza del con-
tinuo; perciò non è numerabile. Usiamo la numerazione ternaria fatta con le sole cifre0, 1
e 2. Osserviamo cheC1 è l’insieme dellex ∈ [0, 1] che si possono scrivere in numerazione
ternaria senza che la prima cifra dopo la virgola sia1. Per esempio1/3 ∈ C1 lo scriviamo nella
forma0, 02 anzichè0, 1. Analogamente glix ∈ C2 sono quei numeri in[0, 1] che si possono
scrivere evitando l’1 sia come prima sia come seconda cifra dopo la virgola. Per farla breve
C è l’insieme dei numeri in[0, 1] scrivibili in numerazione ternaria senza usare mai la cifra1.
Adesso definiamoC → [0, 1] in questo modo: prendiamo unx ∈ C, lo scriviamo in forma
ternaria senza gli1, poi mettiamo un1 in tutti i posti dove dove si trova un2. Nel numero cosı̀
ottenuto appaiono solo le cifre0 e 1 perciò è leggibile come se fosse un numerox′ scritto in
forma binaria. L’applicazionex 7→ x′ è biunivoca. Difatti ogni numerox′ ∈ [0, 1] può essere
scritto in forma binaria del tipo0, . . . (per esempio ”uno” si scrive0, 1) Successivamente sos-
tituiamo la cifra ”1” con la cifra ”2”. Otteniamo un’espressione che, come numero ternario,
rappresenta unx ∈ C.

6.2. L’insieme di Vitali. Non è facile costruire un insieme che non sia misurabile secondo
Lebesgue; dopo ne spiegheremo il perchè.
Prima cosa identifichiamo l’intervallo[0, 1) con la circonferenzaΓ di lunghezza1 (cioè di
raggio1/(2π)) mediante l’ascissa curvilineas di Γ. Una rotazionert di Γ è del tipos 7→ s +
t, mod1. rt è biunivoca, come trasformazioneΓ → Γ e conserva la lunghezza degli archi; vista
come[0, 1) → [0, 1) manda un intervallo in un intervallo della stessa lunghezza, oppure in due
intevalli con la stessa lunghezza complessiva. Se ne può concludere che un insieme misurabile
(secondo Lebesgue)E ⊂ [0, 1) va in un insiemertE ⊂ [0, 1) ancora misurabile e della stessa
misura. Adesso introduciamo in[0, 1) la relazione di equivalenza{s ∼ s′ ⇔ s − s′ ∈ Q}.
Ciascuna classe è numerabile e il quoziente[0, 1)/ ∼ non è numerabile perchè altrimenti[0, 1)
sarebbe unione numerabile di numerabili e quindi esso stesso numerabile cosa che non è.

L’ insieme di VitaliV ⊂ [0, 1) è costruito scegliendo un elemento in ogni classe di equiv-
alenza.

Vogliamo dimostrare cheV non è misurabile secondo Lebesgue. Ses, s′ ∈ V sono distinti,
necessariamentes − s′ /∈ Q. Consideriamo le rotazionirt con t razionale in[0, 1) e proviamo
che la famiglia numerabile d’insiemirtV costistuisce una partizione di[0, 1). Fissatos ∈ [0, 1)
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consideriamo quell’esemplares′ della sua classe che abbiamo incluso inV . Si has − s′ ∈ Q
perchès eds′ sono nella stessa classe. Ses−s′ non è già in[0, 1) possiamo prendere comunque
t ∈ [0, 1) con t = s − s′, mod1, cosicchè abbiamos = rts

′ ∈ rtV . Dunque glirtV coprono
[0, 1). Proviamo che sono disgiunti: ses0 ∈ rtV ∩ rt′V cont, t′ ∈ Q, avremmos0 = s + t =
s′ + t′ per due elementis, s′ ∈ V e dunques − s′ = t′ − t ∈ Q, pertantos = s′ e quindit = t′.
Assumiamo per assurdo cheV sia misurabile. Gli insiemirtV per t ∈ Q ∩ [0, 1) sarebbero
tutti misurabili, della stessa misura diV e costituirebbero una partizione di[0, 1). Questo è
impossibile perchè se fosse|V | = 0 avremmo1 = |[0, 1)| =

∑
t∈Q∩[0,1) |rtV | = 0, se invece

fosse|V | > 0 avremmo1 = |[0, 1)| =
∑

t∈Q∩[0,1) |rtV | =
∑

t∈Q∩[0,1) |V | = ∞. V non è
dunque misurabile �

Si noti che quest’ultimo argomento, se applicato alle misure esterne|V |e e |rtV |e, tutte tra
loro uguali, oppure alle misure interne|V |i e |rtV |i, mostra chela misura esterna e la misura
interna non sonoσ-additivecome abbiamo annunciato al momento della loro definizione.

La costruzione diV comporta la scelta di un elemento in ciascun insieme di una famiglianon
numerabiledi insiemi (le classi d’equivalenza). Ci si avvale dunque dell’ assioma della scelta
per famiglie non numerabili d’insiemi.Si può dimostrare che questo passaggio non è eludibile
per la costruzione di un insieme non misurabile secondo Lebesgue. Insomma: Se dal sistema
assiomatico fondante della matematica togliamo l’usuale assioma della scelta e mettiamo al suo
posto questi due assiomi:
primo: ”Data una famiglianumerabiledi insiemi non vuoti, esiste un insieme che ha un ele-
mento in ogni insieme della famiglia” (assioma della sceltanumerabile),
secondo: ”Ogni insieme diRn è misurabile secondo Lebesgue”,
otteniamo un sistema logico deduttivo perfettamente coerente: un’altra matematica.

All’inzio del secolo scorso, insigni matematici di probabile temperamento ansioso furono
turbati assai dalla questione se si possa compiere o no un’infinità non numerabile di atti del
pensiero. Al punto da far loro cambiare di mestiere. Ma noi che compiamo ogni dı̀ un’infinità
non numerabile di atti ancor peggiori ce ne freghiamo proprio.

6.3. Non additivit́a della misura esterna.La misura esterna non difetta solo diσ-additivitá
ma anche di additivitá pura e semplice: mostriamo l’esistenza inR di due insiemi con queste
proprietá

E ′ ∩ E ′′ = ∅, |E ′ ∪ E ′′|e < |E ′|e + |E ′′|e.
Richiamiamo che la condizione cheE sia misurabile èinfA⊃E |A\E|e = 0. Perció nel caso
dell’insieme di Vitali V questoinf deve essere un numeroc > 0, cioè si ha|A\V |e > c
per ogni apertoA che contieneV . Del resto, per ogni insieme, e in particolare perV , si ha
|V |e = infA⊃V |A|. Esiste dunqueA ⊃ V con |A| < |V |e + c. Ora scegliamoE ′ = V
e E ′′ = A\V che sono certamente disgiunti ed abbiamo|E ′ ∪ E ′′ = A|e < |V |e + c <
|V |e + |A\V |e = |E ′|e + |E ′′|e come volevamo.

Lasciamo al lettore di trovare un esempio che mostri la non additivitá della misura interna.
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6.4. La funzione di Cantor-Lebesgue.Un sotto-insieme diE si dice denso in misura in
E se il suo complementare inE ha misura0. Indichiamo conD l’insieme dei numeri (detti
diadici) del tipom/2N , conm, N ∈ N contenuti in[0, 1].

Costruiamo una funzionef : [0, 1] → [0, 1], dettafunzione di Cantor-Lebesgue, continua,
crescente e suriettiva con queste proprietà:

(a) f manda un insieme denso in misura (e precisamente il complementare[0, 1]\C dell’insieme
di Cantor) sull’insiemeD che ha misura0.

(b) Viceversa,f manda l’insieme di CantorC, che ha misura zero, sull’insieme[0, 1]\D che è
denso in misura.

(c) f è localmente costante nell’aperto[0, 1]\C, quindi è derivabile con derivata nulla al difuori
di un insieme di misura nulla.

(d) f manda un insieme misurabileE su un insieme non misurabileV .

Costruiamo la successione di funzionifk : [0, 1] → [0, 1] come segue.f1(x) = x, f2 e f3

sono rappresentate nella figura di destra.fk+1 si ottiene spezzando i tratti obliqui difk (che
sono in numero di2k) con la procedura raffigurata a sinistra nella quale si vede anche che si ha
sup |fk+1 − fk| < 2−k. Pertanto la successione di funzioni crescentifk = f1 +

∑k
2(fk − fk−1)

converge uniformemente a una funzione continua, crescentef . Il lettore può verificare da sè che
f soddisfa (a), (b) e (c). Quanto a (d) consideriamo l’insiemedi Vitali V ⊂ [0, 1]. V contiene
un solo numero razionaleq ∈ [0, 1] che peraltro è scelto arbitrariamente. Scegliamoq che sia
non diadico, per esempioq = 1/3. Abbiamo alloraV ∩ D = ∅. PostoE = f−1(V ) otteniamo
E ⊂ C e quindi|E|e ≤ |C| = 0. E è pertanto misurabile (di misura nulla) e, per costruzionesi
haf(E) = V .
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7. Prodotti cartesiani

Per studiare l’integrale di Lebesgue occorre qualche informazione sulla misura dei prodotti
cartesiani di insiemi. Nel seguitoE ′, K ′ e A′ saranno un insieme, un compatto e un aperto in
Rn e lo stesso perE ′′, K ′′ eA′′ in Rm. La misura di Lebesgue inRn o in Rm sarà indicata con
| · |, mentre quella inRn+m sarà indicata con‖ · ‖. Valgono le relazioni

(17) ‖E ′ × E ′′‖i = |E ′|i |E ′′|i,
‖E ′ × E ′′‖e = |E ′|e |E ′′|e.

Non dimostreremo nè useremo la seconda perchè la sua dimostrazione è troppo laboriosa e non
ci serve. In sua vece ne proveremo questo caso particolare:

(18) |E ′|i |E ′′|e ≤ ‖E ′ × E ′′‖e ≤ |E ′|e |E ′′|e.
Se ammettiamo provvisoriamente le (17) e (18) abbiamo immediatamente il seguente

TEOREMA 7.1. SeE ′ eE ′′ sono misurabili alloraE ′ × E ′′ è misurabile e si ha

(19) ‖E ′ × E ′′‖ = |E ′| |E ′′|.
Difatti usando la (18) e poi la (17) abbiamo‖E ′ × E ′′‖e ≤ |E ′||E ′′| = |E ′|i |E ′′|i =

‖E ′ × E ′′‖i. �

Disgraziatamente però le (17) e (18) abbisognano, per essere dimostrate, che si provi il
teorema nei casi di due aperti o due compatti.

Cominciamo con gli apertiA′ eA′′ scrivendoli come unioni numerabili di cubi non sovrap-
posti: A′ = ∪Q′

j , A′′ = ∪Q′′
h, cosicchè gli intervalli non sovrappostiRjh = Q′

j × Q′′
h ⊂

Rn+m ricopronoA′ × A′′. Per la (15) a pag 13 abbiamo allora‖A′ × A′′‖ =
∑

jh ‖Rjh‖ =∑
jh(|Q′

j| |Q′′
h|) = (

∑
j |Q′

j|) (
∑

h |Q′′
h|) = |A′| |A′′|. �

Passiamo a due compattiK ′ ⊂ Rn e K ′′ ⊂ Rm. Prendiamone gli1/j-involucri aperti
A′

j = {x ∈ Rn, d(x.K ′) < 1/j} e A′′
j analogo. Da quanto appena provato e dalle relazioni

A′
j ↓ K ′, A′′

j ↓ K ′′ e (A′
j × A′′) ↓ (K ′ × K ′′) otteniamo‖K ′ × K ′′‖ = lim ‖A′ × A′′‖ =

lim(|A′| |A′′|) = |K ′| |K ′′|. �

Proviamo ora la (17). SeK ′ ⊂ E ′ e K ′′ ⊂ E ′′, alloraK ′ × K ′′ è un particolare compatto
contenuto inK ′ × K ′′; dunque nella (17) vale il≥.
Viceversa, seK ⊂ E ′ × E ′′, allora le sue proiezioniπ′K e π′′K suRn e Rm rispettivamente,
sono compatti contenuti inE ′ ed E ′′. Poichè si haK ⊂ π′K × π′′K, l’uso della (19), già
provata per i compatti, dà‖K‖ ≤ |π′K| |π′′K| ≤ |E ′|i |E ′′|i. �

Tocca ora alla prima delle due diseguaglianze (18). Consigliamo di farsi un disegno per
seguire questa parte. SiaK ′ ⊂ E ′, e siaA ⊃ E ′ ×E ′′ tale che si abbia‖A‖ ≤ ‖E ′ ×E ′′‖e + ε.
L’insiemeL = {y ∈ Rm t.c.K ′×{y} ⊂ A} è un aperto contenenteE ′′. Si ha inoltreK ′×L ⊂
A. Dunque|K ′| |E ′′|e ≤ |K ′| |L| ≤ |A| ≤ ‖E ′ × E ′′‖e + ε. Passando alsup per K ′ ⊂ E ′

otteniamo|E ′|i |E ′′|e ≤ ‖E ′ × E ′′‖e + ε come volevamo. �
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Per finire proviamo la seconda delle (18). SeA′ ⊃ E ′ e A′′ ⊃ E ′′, alloraA′ × A′′ è un
paricolare aperto contenenteE ′ × E ′′. Poichè la (18) è già dimostrata per gli aperti possiamo
dedurne la relazione|A′| |A′′| = ‖A′ × A′′‖ ≥ ‖E ′ × E ′′‖e. Passando all’inf perA′ ⊃ E ′ e
A′′ ⊃ E ′′ abbiamo la conclusione. �

Con questo termina la dimostrazione di (17), (18) e (19).
Lasciamo al lettore di ricavare da (17) e (18) questa immediata conseguenza:

SeE ′ ⊂ Rn è misurabile, allora per qualunqueE ′′ ⊂ Rm si ha

(20) ‖E ′ × E ′′‖i = |E ′| |E ′′|i, ‖E ′ × E ′′‖e = |E ′| |E ′′|e.
Pertanto, seE ′ è misurabile, la misurabilità diE ′ × E ′′ equivale a quella diE ′′.





CHAPTER 2

Integrale di Lebesgue

Notazioni:

• | · | indica la misura di Lebesgue inRn
x,

• ‖ · ‖ indica la misura di Lebesgue inRn+1 = Rn
x × Ry,

• (a ≤ f < b) indica l’insieme{x ∈ Rn t.c. a ≤ f(x) < b} e analoghi,
• (0 ≤ y < f) indica l’insieme{(x, y) ∈ Rn

x × Ry t.c. 0 ≤ y ≤ f(x)} e analoghi.
• f+ = sup(0, f) è la parte positivadi f e f− = − inf(0, f) ne è laparte negativa

cosicchè si haf = f+ − f− e |f | = f+ + f−.

1. Integrale di funzioni non negative

In questo paragrafo è data una funzioneRn → R+ ∪ {+∞}.
L’insieme(0 ≤ y < f) si chiamasotto-graficodi f .

Definizione. Se il sotto-grafico(0 ≤ y < f) di f è misurabile alloraf si diceintegrabilee il
suo integrale è la misura inRn+1 del suo sotto-grafico:

(21)
∫

f = ‖(0 ≤ y < f)‖.

Dalle proprietà di monotonia (13) a pag 13 e la successiva (14) deriva senza bisogno di
dimostrazione il seguente fondamentalissimo

TEOREMA di B.Levi. SianofN ≥ 0 integrabili.

• (i) SefN ↑ f , allora f è integrabile e
∫

fN ↑
∫

f ,
• (ii) SefN ↓ g, allora g è integrabile e se

∫
fN < ∞, allora

∫
fN ↓

∫
g 1.

Non è agevole studiare le proprietà dell’integrale (per esempio
∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g) a partire
da queste definizioni. Occorre approssimaref con opportune funzioni scaletta.
Definiamo le funzioni scaletta dif cosı́:

sN (x) = ∞, se f(x) = ∞.

Suddividiamo poi la semiretta[0,∞) negli intervalli[m2−N , (m+1)2−N), m ∈ N, di ampiezza
2−N e poniamo

sN(x) = sup{s ∈ 2−NZ, s ≤ f(x)}, se f(x) < ∞.

1Naturalmente, precisazione idiota, basta
∫

fN < ∞ per un qualcheN .

21
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In altre parole, sef(x) < ∞, sN (x) si ottiene scrivendof(x) in forma binaria e troncando
all’N-sima cifra dopo la virgola. Abbiamo dunque

(22) sN ↑ f

(del resto è0 ≤ f(x) − sN(x) ≤ 2−N ).
La definizione disN significa dunque

(23) sN(x) =

∞∑

m=1

m2−Nχm(x) + ∞ · χ∞(x),

doveχm è la funzione caratteristica dell’insieme(m2−N ≤ f < (m + 1)2−N), mentreχ∞ è la
funzione caratteristica dell’insieme(f = ∞).
Il Teorema di B. Levi ci permette dunque di affermare quanto segue:

Se lesN sono integrabili allora anchef è integrabile.

Abbiamo cosı́ ricondotto lo studio dell’integrabilità dif a quello della misurabilità del sotto-
grafico(0 ≤ y < sN) di ciascunasN .
Noi lo suddividiamo in strati disgiunti di spessore2−N :

(24) (0 ≤ y < sN) ∩ (m2−N ≤ y < (m + 1)2−N), m ∈ N.

f sará dunque integrabile se ciascuno di questi strati è un insieme misurabile.
Ma allora, guardando la (24) e osservando che il numero2NsN(x) ∈ N è strettamente

maggiore di2Ny ∈ [m, m + 1) se e solo sesN(x) ≥ (m + 1)2−N , cioèf(x) ≥ (m + 1)2−N ,
concludiamo che gli strati (24) coincidono con gli insiemi

(f ≥ (m + 1)2−N) × [m2−N , (m + 1)2−N), m ∈ N.

Poiché l’intervallo a destra è comunque misurabile, per quanto detto subito dopo la (20) a pag
19, la misurabilità di questo prodotto equivale a quella del fattore di sinistra che è un insieme
del tipo(f ≥ a).
Abbiamo cosı́ provato il seguente
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LEMMA 1.1. Siaf ≥ 0. Se per ognia ∈ R, l’insieme di dislivello(f ≥ a) ⊂ Rn di f è
misurabile, alloraf è integrabile.

Il Lemma 1.1 si può rovesciare:

PROPOSIZIONE1.1. Siaf ≥ 0. f è integrabile se e solo se per ognia ∈ R, l’insieme di
dislivello (f ≥ a) ⊂ Rn di f è misurabile.

Dimostrazione.La parte ”se” non è altro che il Lemma 1.1.
Supponiamo dunque chef sia integrabile. Fissiamo un numeroa. Sea < 0 allora (f ≥

a) = Rn è certamente misurabile. Supponiamoa ≥ 0. Sia b > a arbitrario. L’insieme
(0 ≤ y < f) è misurabile per ipotesi. Allora lo è anche l’insieme

S = (0 ≤ y < f) ∩ (Rn × [a, b))

perchè intersezione di misurabili e si ha

(f ≥ b) × [a, b) ⊂ S ⊂ (f > a) × [a, b)2.

Nella figura,S è la zona a righe e gli altri due insiemi sono rappresentati da rettangoli.
Per la proprietà (20) a pag 19 delle misure prodotto poc’anzi richiamata, otteniamo(b−a)|(f ≥
b)|e ≤ ‖S‖e = ‖S‖i ≤ (b − a)|(f > a)|i. In conclusione

|(f ≥ b)|e ≤ |(f > a)|i, ∀ 0 ≤ a < b.

Ora conviene richiamare la continuità della misura esterna per successioni crescenti provata
a pag 12, cioè la (11) che qui riportiamo:{Ej ↑ E} ⇒ {|Ej|e ↑ |E|e}. Prendiamo una
successionebj ↓ a, cosicchè(f ≥ bj) ↑ (f > a). Passando al limite nella|(f ≥ bj)|e ≤ |(f >
a)|i otteniamo|(f > a)|e ≤ |(f > a)|i e dunque(f > a) è misurabile∀a ∈ R+. Ma allora lo è
anche(f ≥ a) = ∩j(f > a − 1

j
). �

Esercizio Sef ≥ 0 è continua, allora è integrabile. (Applicare la proposizione precedente
considerando che gli insiemi(f ≥ a) sono chiusi e quindi misurabili.)

Abbiamo visto a pag 5 che le scalette di Riemann sono comunqueintegrabili ma che ap-
prossimanof ≥ 0 solo se questa è integrabile secondo Riemann.

2Difatti f(x) ≥ b, y < b ⇒ y < f(x) ey < f(x), y ≥ a ⇒ f(x) > a
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Viceversa, come abbiamo appena mostrato,le scalette di Lebesgue approssimano qualunque
f ma sono integrabili se e solo se loèf . Dimostrare.

Confrontando la scaletta di Lebesgue qui rappresentata conquella di Riemann a pag 5, si
capisce come il metodo di Lebesgue permetta di integrare unaclasse molto più vasta di funzioni.
I gradini di Lebesgue ben si adattano alla forma dif accompagnandone il grafico mentre quelli
di Riemann possono rimanerne molto distanti. Si pensi alla funzione caratteristica diQ∩ (0, 1)
già considerata all’inizio, non integrabile secondo Riemann. Le scalette di Lebesgue in questo
casocoincidono tutte con la funzione stessa!

SiaE ⊂ Rn un insieme misurabile ef una funzione definita in un insieme che contieneE.
SiaχE la sua funzione caratteristica.

SeχEf è integrabile allora si dice chef è integrabile inE e
∫

χEf si chiamaintegrale di
f esteso adE e lo si indica anche con le notazioni

∫

E

f,

∫

E

f(x) dx,

∫

E

f(x) dx1 . . . dxn.

Sef è integrabile ( e quindi misurabile) gli insiemi(a ≤ f < b) = (f ≥ a) ∩ (f < b) sono
misurabili e quindi le funzioniχm che appaiono nella (23) a pag 22 sono funzioni caratteristiche
di insiemi misurabili e disgiunti. Pertanto

le funzioni scaletta di una funzione integrabile sono funzioni semplicia norma della definizione
che segue:

Definizione.Si chiamafunzione semplice inE una funzione del tipo

s(x) =
∞∑

1

cj χj(x),

dove leχj sono le funzioni caratteristiche di insiemi misurabili disgiunti Ej che ricopronoE e
cj ∈ R+ ∪ {+∞}. L’insieme di queste funzioni si indica conS(E). Dimostri il lettore che la
somma di due funzioni semplici è semplice, che esse sono integrabili e che si ha

∫
s =

∞∑

1

cj |Ej|.
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Sef ≥ 0 è integrabile si ha

(25)
∫

E

f = sup{
∫

E

s, s ∈ S(E), s ≤ f}

Difatti per le s contemplate nel sup si ha ovviamente
∫

E
s ≤

∫
E

f e del resto esiste una
successionesN ∈ S(E) (le scalette di Lebesgue) tale che

∫
E

sN →
∫

E
f .

Mediante le funzioni semplici si può provare l’additivit`a dell’integrale di funzioni non neg-
ative:

LEMMA 1.2. Sef ≥ 0 e g ≥ 0 sono integrabili inE allora anchef + g è integrabile e si
ha

(26)
∫

E

(f + g) =

∫

E

f +

∫

E

g.

Dimostrazione.Supponiamo dapprima chef =
∑

cj χj e g =
∑

dh χh siano funzioni sem-
plici. Anchef + g è allora semplice e quindi integrabile. Leχj siano le funzioni caratteris-
tiche degli insiemi del ricoprimento(Fj) e leχh di quelle del ricoprimento(Gh), sicchè, posto
Ejh = Fj ∩Gh eχjh per la sua funzione caratteristica, si ha

∑
j |Ejh| = |Gh|,

∑
h |Ejh| = |Fj|,∑

j χjh = χh,
∑

h χjh = χj . Pertanto si haf + g =
∑

jh(cj + dh)χjh. Da cui
∫

(f + g) =∑
jh(cj + dh) |Ejh| =

∑
j cj

∑
h |Ejh| +

∑
h dh

∑
j |Ejh| =

∑
j cj |Fj| +

∑
h dh|Gh| =

∫
E

f +∫
E

g. Nel caso generale si approssimanof e g con le loro scalettefN e gN . Si applica infine
B.Levi afN + gN ↑ f + g . . . �

Esercizi.
1. SiaEj una famiglia numerabile di insiemi misurabili, disgiunti esiaE = ∪Ej . Siaf ≥ 0
integrabile inE. Dimostrare che si ha

(27)
∫

E

f =
∑ ∫

Ej

f.

2. Siaf ≥ 0 integrabile. Dimostrare laDisuguaglianza di Tshebyshev

(28) |(f > a)| ≤ 1

a

∫
f, ∀a ∈ R+.

(usare(f > a) × [0, a) ⊂ (0 ≤ y < f)).

”Quasi ovunque(in. . . )”, ”per quasi ogni. . . ” .
Si dice che una proprietà è verificata ”Quasi ovunque(in E), e si scrive ”q. o. inE” oppure

”per quasi ognix in E”, e si scriveq ∀x ∈ E, se essa vale per ognix ∈ E\Z, doveZ è un
insieme di misura nulla.

Osservazione1.1. SiaE un insieme misurabile.

• (i) Sef ≥ 0 è integrabile inE e |E| = 0, allora
∫

E
f = 0.

(Anche sef ≡ +∞ in E!)
• (ii) Siaf ≥ 0. Si ha

∫
E

f = 0 ⇔ f = 0 q.o. inE.
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• (iii) Sef ≥ 0 è inL1(E) allora f < ∞ q.o. inE.

Dimostrazione(i) Sias =
∑

cjχEj
≤ f una funzione semplice. PoichéEj ⊂ E si ha|Ej| = 0

e quindi
∫

E
s =

∑
cj |Ej | = 0. Dalla (25) a pag 25 segue allora

∫
E

f = 0.
(ii) ⇐ ∀N ∈ N per Tshebyshev si ha|(f > 1/N)| ≤ N

∫
f = 0 e quindi(f > 0) = ∪N (f >

1/N) ha misura nulla.
⇒ PostoZ = (f > 0), si ha|Z| = 0. Usando (i) abbiamo allora

∫
E

f =
∫

Z
f +

∫
E\Z 0 = 0+0.

(iii) Per ogniN ∈ N si ha(f = ∞) ⊂ (f > N). Da Tshebyshev segue allora|(f = ∞)| ≤
|(f > N)| ≤ 1

N

∫
E

f . Passando al limite si ha|(f = ∞)| = 0 �

2. Integrale di funzioni di segno qualunque

In questo paragrafo è data una funzionef : Rn → R ∪ {−∞, +∞}.

Definizione.Sef+ e f− sono integrabili alloraf si dicemisurabile.

Definizione.Se inoltre
∫

f+ e
∫

f− non sono entrambi uguali a+∞ alloraf si diceintegrabile
e il suo integrale è

(29)
∫

f =

∫
f+ −

∫
f−.

Notiamo che questa definizione concorda con quella già datanel casof ≥ 0 perchè in tal caso
f− = 0.

Definizione. Se infine si ha anche che entrambi gli integrali
∫

f+ e
∫

f− sono finiti, allora∫
f ∈ R e si dice chef èsommabileo che appartiene aL1.

Si verifichi che la funzione caratteristica dell’insieme diVitali non è misurabile, che ogni
funzione continua è misurabile3 , chef(x) = x è misurabile ma non integrabile, chef(x) = 1
è integrabile, ma nonL1, e che|x|−a(1 + |x|)−b è integrabile ma èL1 se e solo sea < 1 e
a + b > 1.

Mi hanno chiesto a lezione che interesse abbiano le funzionimisurabili quando non siano
anche integrabili, visto che non hanno integrale.
La domanda non è stupida e la risposta è che infatti le funzioni misurabili non hanno nessun
interesse in quanto tali, ma lavorare nel loro ambito è molto più agevole perché, a differenza
delle integrabili, le funzioni misurabili costituiscono un gruppo (anzi, uno spazio vettoriale
come vedremo tra poco) e le integrabili no. Per esempio le funzioni 1/|x| e 1/|x − 1| sono
integrabili ma la loro differenza è solo misurabile perch`e si ha

∫ (
1

|x − 1| −
1

|x|

)+

=

∫ (
1

|x − 1| −
1

|x|

)−
= ∞.

Verificare.

3Si applichi l’esercizio a pag 23 alle funzioni continuef+, f−.
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In corrispondenza dei quattro segni di disuguaglianza ci sono altrettanti tipi di insiemi di
dislivello. Questo non creerà confusione grazie al seguente

LEMMA 2.1. • (i) Perf : Rn → R∪{−∞, +∞} sono equivalenti queste proprietà:

(f > a) è misurabile, ∀a ∈ R,(30)

(f ≤ a) è misurabile, ∀a ∈ R,(31)

(f < a) è misurabile, ∀a ∈ R,(32)

(f ≥ a) è misurabile, ∀a ∈ R.(33)

• (ii) f soddisfa le propriet́a sopra elencate se e solo se ciò accade separatamente per
f+ ef−.

Dimostrazione.(i): (30)⇔(31), perchè(f ≤ a) = ∁(f > a), e lo stesso per (32)⇔(33). Inoltre
(30)⇒(33) perchè(f ≥ a) = ∩k(f > −a − 1/k) e (33)⇒(30) perchè(f > a) = ∪k(f ≥
a + 1/k).
(ii) può essere dimostrato dal lettore tenendo conto delleseguenti identità:

sea ≥ 0, si ha(f > a) = (f+ > a) e (f− > a) = (f < −a),
sea < 0, si ha(f > a) = (f− < −a) e (f+ > a) = (f− > a) = Rn. �

Possiamo ora finalmente dare una caratterizzazione delle funzioni misurabili che ci permetterà
di conoscerne le proprietà che servono.

TEOREMA 2.1. La funzionef : Rn → R ∪ {−∞, +∞} è misurabile se e solo se i suoi
insiemi di dislivello sono misurabili, ciòe se vale una delle(30)-(33).

Dimostrazione.Sef è misurabile allora, per definizione,f+ ef− sono integrabili e quindi, per
la Proposizione 1.1 a pag 23, soddisfano la (33) qui sopra, e perció, per il lemma precedente,
parte (ii), anchef la soddisfa. Ma allora, sempre per il lemma precedente, questa volta parte
(i), f soddisfa le (30)-(33).

Viceversa, se ció accade allora, per il lemma qui sopra, parte (ii), f+ ef− soddisfano le (30)-
(33), in particolare la (33) che, per la Proposizione 1.1 a pag 23 assicura la loro integrabilità.f
è pertanto misurabile. �

Esercizi.
1. Dimostrare che se una funzionef è misurabile, allora le sue curve di livello(f = a) sono
misurabili. (Usare il Teorema qui sopra).

2. Dimostrare che sef è misurabile allora il suo graficoΓf = {(x, y)| y = f(x)} ⊂ Rn+1 ha
misura0.

Soluzione. Si ha Γf ∪ {assex} = Γf+ ∪ Γf− . Poichè si ha‖{assex}‖ = 0, usando
l’esercizio 4.1 a pag 11, parte (b), abbiamo‖Γf‖e ≤ ‖Γf+‖e + ‖Γf−‖e. Basta dunque provare
‖Γf+‖e = ‖Γf−‖e = 0. Si è cosı̀ ricondotti al casof ≥ 0.
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Sia dunquef ≥ 0. PostoΓN
f = Γf ∩ (BN × Ry), con BN = {x ∈ Rn, |x| < N}, si

haΓf = ∪NΓN
f . Quindi basta provare‖ΓN

f ‖e = 0 conN fissato. Fissiamoε > 0. Poniamo
Ek = {(x, y)||x| < N, kε ≤ f(x) = y < (k + 1)ε}, cosicchèΓN

f = ∪kEk, unione disgiunta.
Ragionando come nella dimostrazione del Teorema, da

Ek ⊂ (BN ∩ (kε ≤ f < (k + 1)ε) × [kε, (k + 1)ε)

si deduce
‖Ek‖e ≤ ε |BN ∩ (kε ≤ f < (k + 1)ε)|.

L’insieme (f < ∞) è unione disgiunta dei(kε ≤ f < (k + 1)ε) per k = 0, 1, . . . . Quindi
|BN ∩ (f < ∞)| =

∑
k |BN ∩ (kε ≤ f < (k + 1)ε)|. Abbiamo cosı̀‖ΓN

f ‖e ≤ ∑
k ‖Ek‖e ≤

ε
∑

k |BN ∩ (kε ≤ f < (k + 1)ε)| = ε |BN ∩ (f < ∞)| ≤ ε|BN |. Donde‖ΓN
f ‖e = 0 per

l’arbitrarietà diε.

3. Applicando separatamente l’osservazione 1.1 a pag 25 af+ e f− dimostrare che questa è
valida anche senza l’ipotesif ≥ 0, tranne l’enunciato (ii)⇐ che è falso.

3. Proprietà delle funzioni misurabili

EsempioSef è misurabile eg = f q.o., allora ancheg è misurabile.
Difatti (g > a) ∪ (f 6= g) = (f > a) ∪ (f 6= g). Dunque(g > a) differisce dall’insieme
misurabile(f > a) per un insieme di misura nulla ed è perciò misurabile; vediEsercizio 4.1
pag 11, parte (b).

Con la seguente proposizione dimostriamo le proprietà pi`u utili delle funzioni misurabili.

PROPOSIZIONE3.1. • (i) Sef è misurabile e finita eΦ : R → R è continua, allora
Φ ◦ f è misurabile. In particolare sono misurabilicf , f + c, fm, ef .

• (ii) Se ancheg è misurabile allora sono misurabilif + g, fg e, seg 6= 0 q.o., anche
f/g.

• (iii) Sefj è una successione di funzioni misurabili, allora sono misurabili le funzioni
sup gj, inf gj, limgj e limfj. Infine, sefj → f q.o., alloraf è misurabile.

Dimostrazione.(i) Come ogni aperto diR, (Φ > a) è unione numerabile di intervalli(αj, βj)
(per esempio prendendoαj eβj razionali). Dunque l’insieme(Φ ◦ f > a) = ∪j(αj < f < βj)
è misurabile.
(ii) f + g: Sia f̃(x) = f(x) sef(x) 6= ±∞, f̃(x) = 0 sef(x) = +∞ oppuref(x) = −∞. g̃

sia definita nello stesso modo. Si ha{f̃(x) + g̃(x) > a} ⇔ {∃r ∈ Q, f̃(x) > r > a − g̃(x)},
dunque l’insieme(f̃ + g̃ > a) = ∪r∈Q[(f̃ > r) ∩ (g̃ > a − r)] è misurabile.f̃ + g̃ è dunque
misurabile. Ne segue chef + g è misurabile perchèf + g = f̃ + g̃ q.o. (vedi esempio 2 a pag
28).
fg: Possiamo supporre chef e g non assumano i valori±∞. Altrimenti possiamo ricorrere a
f̃ e g̃ come nel punto precedente. La funzionefg = [(f + g) − f 2 − g2]/2 è misurabile.
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1/g: Sia g̃(x) = g(x) seg(x) 6= 0, g̃(x) = 1 seg(x) = 0. g̃ è misurabile per l’esempio 2 a pag
28, inoltreg̃ 6= 0. Pera > 0, si ha(1/g̃ > a) = [(g̃ < 1/a)∩ (g > 0)]∪ (g̃ > 1/a)∩ (g < 0)], e
similmente pera < 0, infine(1/g̃ > 0) = (g̃ > 0); in ogni caso l’insieme(g̃ > a) è misurabile.
1/g è dunque misurabile perchè è uguale quasi ovunque alla funzione misurabile1/g̃.
(iii) L’insieme (sup fj > a) = ∪(fj > a) è misurabile perchè lo sono gli(fj > a) e quindi la
funzionesup fj è misurabile. Per l’inf si usa l’identitàinf fj = − sup(−fj). In particolare è
misurabilegk = supj>k fj e quindi anchelimfj = inf gk. Lo stesso per illim. Infine, sefj → f

q.o. si haf = limfj q.o.. �

Esercizio3.1. Dimostrare le seguenti cose: Sianof e g integrabili in E, non necessaria-
mente≥ 0.

• 1) Sef ≤ g allora
∫

E
f ≤

∫
E

g.
• 2) SeEj è una successione di insiemi misurabili disgiunti eE = ∪Ej , continua a

valere la (27) di pag 25 che qui riportiamo
∫

E

f =
∑ ∫

Ej

f.

• 3) Si ha
∫

cf = c
∫

f , ∀c ∈ R.

Il Lemma 1.2 di pag 25 vale anche per funzioni di segno qualunque:

PROPOSIZIONE3.2. Sef eg sono integrabili inE allora f + g è integrabile inE e si ha
∫

E

(f + g) =

∫

E

f +

∫

E

g.

Dimostrazione.E può essere suddiviso in6 insiemi misurabiliE1 . . . E6 in ciascuno dei quali
ciascuna delle tre funzionif , g e f + g ha un segno determinato. Si lavora separatamente per
ciascuno degli integrali

∫
E1

. . .
∫

E6
. Per quelli in cui le tre funzioni hanno segno concorde vale

il Lemma 1.2 a pag 25. Negli altri si ha, per esempio,f ≥ 0, g ≤ 0, f + g ≥ 0. In questo caso
si applica il lemma alle due funzioni non negativef + g e−g. Completare i dettagli. �

La proposizione precedente permette di eseguire il seguente

Esercizio3.2. • 1) Sia f ∈ L1(E), |E| < ∞. Dimostrare che si ha|
∫

E
f | ≤

supE |f | |E|. (usare{(x, y)|x ∈ E, 0 ≤ y < |f(x)|} ⊂ E × [0, sup |f |)).
• 2) Siaf integrabile inE. Dimostrare che anche|f | è integrabile e che si ha|

∫
E

f | ≤∫
|f |.

• 3) Siaf misurabile inE. Dimostrare che èf ∈ L1(E) se e solo se|f | ∈ L1(E).
• 4) Sef è misurabile inE, Φ ∈ L1(E) e f ≥ Φ q.o., alloraf e f − Φ sono integrabili

in E e si ha
∫

E
(f − Φ) =

∫
E

f −
∫

E
Φ.

(Difatti si haf− ≤ Φ−, quindi
∫

f− < ∞ ef è perció integrabile.f −Φ è integrabile
perché è misurabile e≥ 0. Si distinguono due casi. Sef ∈ L1(E) allora anche
f − Φ ∈ L1(E) e, per la proposizione precedente

∫
E
(f − Φ) +

∫
E

Φ =
∫

E
f . Se poi
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f /∈ L1(E) allora
∫

E
f = ∞ perché si è visto che

∫
E

f− < ∞. Inoltref −Φ /∈ L1(E)
perché altrimentif = Φ + (f − Φ) ∈ L1(E), ma allora, giacchéf − Φ ≥ 0 q.o.,∫

E
(f − Φ) = ∞ = ∞−

∫
E

Φ =
∫

E
f −

∫
E

Φ.)
• 5) Sef ∈ L1(E), g è misurabile e limitata q.o. inE, allorafg ∈ L1(E).
• 6) Sef ∈ L1(E) è q.o. non negativa,g è misurabile inE dove soddisfa q.o.α ≤ g ≤

β, allora si haα
∫

E
f ≤

∫
E

fg ≤ β
∫

E
f .

4. Scambio di limite con integrale

In questo paragrafo studiamo la possibilità di scambiare l’operazione di integrazione con
quella di limite, e quindi anche di derivata. La proposizione che segue vale anche per l’integrale
di Riemann.

PROPOSIZIONE4.1. Se la successione di funzionifj ∈ L1(E) converge uniformemente ad
f in E edè |E| < ∞, allora f ∈ L1(E) e

∫
E

fj →
∫

E
f .

Dimostrazione.f è misurabile perchè limite puntuale di funzioni misurabili (Proposizione 3.1,
(iii) a pag 28). PoichèsupE |fj − f | → 0, si ha|f | ≤ |fj| + 1 perj ≫ 1, e quindif ∈ L1(E).
Inoltre |

∫
E

fj −
∫

E
f | ≤

∫
E
|fj − f | ≤ supE |fj − f | |E| → 0. �

Il concetto di ”convergenza dominata” appare nel lemma che segue. Φ sarà lafunzione
dominantedella successionefj.

LEMMA 4.1. (Fatou)Siafj una successione di funzioni misurabili inE e si abbiafj ≥ Φ
q.o. inE, conΦ ∈ L1(E). Allora le fj sono integrabili,limfj è integrabile inE e si ha

(34)
∫

E

limfj ≤ lim

∫

E

fj .

Dimostrazione.Supponiamo dapprimaΦ = 0. Poniamogk = infj≥k fj dimodochègk ↑ limfj .
Le gk sono misurabili perchè inf di misurabili, dunque integrabili perchè non negative. Perciò
si può applicare loro il Teorema di B.Levi. Valgono dunque le due relazioni

lim

∫

E

gk =

∫

E

limfj, gk ≤ fk.

Da esse abbiamo: ∫

E

limfj = lim

∫

E

gk = lim

∫

E

gk ≤ lim

∫

E

fk

come volevamo. L’ipotesiΦ = 0 si rimuove applicando il risultato precedente alla successione
f̃j = fj − Φ e poi l’esercizio 4) qui sopra. Completi il lettore i dettagli. �

Veniamo aiTeoremi di convergenza dominata di Lebesgue.

TEOREMA 4.1. (Lebesgue)Se la successione di funzionifj ∈ L1(E) converge adf q.o. in
E e si ha|fj| ≤ Φ q.o. in E, conΦ ∈ L1(E), allora f ∈ L1(E) e

∫
E

fj →
∫

E
f .
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Dimostrazione.Le ipotesi del Lemma di Fatou sono verificate sia dafj che da−fj . Poichè
lim(− ·) = − lim (·), abbiamolim

∫
E

fj ≤
∫

E
limfj . Ma si halimfj = limfj = f q.o. inE.

Otteniamo cosı̀

lim

∫

E

fj ≤
∫

E

limfj =

∫

E

limfj ≤ lim

∫

E

fj .

Ne segue la convergenza della successione
∫

E
fj e, per i carubba,

∫
E

fj →
∫

E
f . �

Esercizio 1Verificare che la Proposizione 4.1 non si applica allefk di pag 6 benchè sia lefk che
il loro limite siano integrabili secondo Riemann. Dimostrare che invece a talifk è applicabile
il Teorema della convergenza dominata che dàlim

∫
fk =

∫
lim fk = 0, come del resto si vede

subito direttamente.

Esercizio 2 Sia fj una successione di funzioni inL1(E) tali che
∑ |fj| ∈ L1(E). Si provi

che
∑

fj converge assolutamente q.o. inE ad unaf ∈ L1(E) e che converge adf anche ”in
L1(E)” cioè che si halimk→∞

∫
E
|f − ∑k

1 fj | = 0. Inoltre si halimk→∞
∫

E

∑k
1 fj =

∫
E

f .
Soluzione.Poichè

∑ |fj | ∈ L1(E) si ha
∑ |fj| < ∞ q.o. inE (vedi (iii) dell’ osservazione 1.1

a pag 25) e quindi
∑

fj(x) converge assolutamente per q.o.x ∈ E. Siaf il limite. Le funzioni
gk =

∑k
1 fj sono dominate q.o. inE da

∑ |fj| ∈ L1(E), allora, per la convergenza dominata,
si haf = lim gk ∈ L1(E) e limk→∞

∫
E

∑k
1 fj =

∫
E

f . Infine, le funzioni|gk − f | ∈ L1(E)
sono dominate da

∑ |fj|+ |f | ∈ L1(E). Dunquelim
∫

E
|gk −f | =

∫
E

lim |gk −f | =
∫

E
0 = 0.

Esercizio 3 Il Teorema della convergenza dominata non è valido per l’integrale di Riemann.
Un’esempio che lo dimostra si ottiene prendendo comefj la funzione caratteristica dell’insieme
dei primi j razionali in[−1, 1].

Assoluta continuità dell’integrale di una funzioneL1.
Siaf ∈ L1(E). Per ogniε > 0 esisteδ tale che seF ⊂ E ha misura< δ allora

∫
F
|f | < ε.

DimostrazionePer assurdo. Se l’enunciato fosse falso esisterebbero degli Fj ⊂ E con |Fj | ≤
2−j e tali che si abbia

∫
Fj
|f | ≥ C > 0. Gli insiemi misurabiliEj = ∪∞

j+1 hanno misura≤ 2−j e
quindi, per la (14) a pag 13,G = ∩Ej ha misura nulla. Dall’osservazione 1.1-(i) a pag 25 segue
allora che si ha

∫
G
|f | = 0. Si puó adesso applicare il Teorema di Lebesgue alla successione

χEj
|f | dominata da|f | e si ottiene

∫
Ej

|f | → 0. Ma allora daC ≤
∫

Fj+1
|f | ≤

∫
Ej

|f | passando
al limite perj → ∞ avremmoC ≤ 0 contro l’potesi. �

La condizione chef sia L1 è essenziale. Lo si vede prendendo ad esempiof(x) = 1/x
in E = (0, 2). Per ognia in (0, 1), l’insieme F = [a, a + 1] ⊂ E ha misura1. Tuttavia∫

F
|f | = log(1 + 1

a
) è arbitrariamente grande se si scegliea vicino a0.

I teoremi che seguono (detti anche loro ”di convergenza dominata”) costituiscono uno stru-
mento efficientissimo per il passaggio al limite e la derivazione sotto il segno di integrale nella
teoria di Lebesgue.
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È data una funzionef(x, t) in E × A. E ⊂ Rn
x è un insieme misurabile eA ⊂ Rm

t un
aperto. Daremo una condizione affinchè le proprietà di continuità e derivabilità dif rispetto at
inducano analoghe proprietà per il suo integrale

F (t) =

∫

E

f(x, t) dx.

TEOREMA 4.2. Assumiamo che

• (i) f(t, ·) ∈ L1(E), ∀t ∈ A, 4

• (ii) f(·, x) è continua inA per q.o.x ∈ E,
• (iii) Si ha

|f(t, x)| ≤ Φ(x), ∀t ∈ A, q∀x ∈ E,

conΦ ∈ L1(E),

allora F (t) è continua in A.
In altre parole,∀t∗ ∈ A si ha

(35) lim
t→t∗

∫

E

f(t, x) dx =

∫

E

lim
t→t∗

f(t, x) dx.

Dimostrazione. Sia tk una successione inA che tende at∗. Poniamofk(x) = f(tk, x) e
f∗(x) = f(t∗, x). Per il Teorema ”ponte” è sufficiente provare che

∫
E

fk →
∫

E
f∗. Per l’ipotesi

di continuità (ii) abbiamofk → f∗ q.o. in E, mentre la (iii) dà|fk| ≤ Φ q.o. in E, con
Φ ∈ L1(E). Resta solo da applicare il Teorema 4.1. �

Per la derivazione diF (t) vale un Teorema perfettamente analogo al precedente:

TEOREMA 4.3. Assumiamo che

• (i) f(t, ·) ∈ L1(E), ∀t ∈ A,
• (ii) f(·, x) ∈ C1(A) per q.o.x ∈ E,
• (iii) Si ha

| ∂f

∂tj
(t, x)| ≤ Φ(x), ∀t ∈ A, q∀x ∈ E, j = 1, . . .m,

conΦ ∈ L1(E),

allora F ∈ C1(A) e si ha

(36)
∂

∂tj
F (t) =

∫

E

∂f

∂tj
(t, x) dx.

In altre parole gli operatori ∂
∂tj

e
∫

E
commutano.

4f(t, ·) indica la funzionex 7→ f(t, x) della sola variabilex.
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Dimostrazione.Per studiare∂F
∂tj

in t0 dobbiamo riferirci alle funzioni

F (t01, . . . , t
0
j−1, t, t

0
j+1, . . . , t

0
m) e f(t01, . . . , t

0
j−1, t, t

0
j+1, . . . , t

0
m) della solat, variabile in un in-

torno dit0j . Tanto vate allora studiare il solo casom = 1 e supporre cheA sia un intervallo della
rettaRt.

Applicheremo di nuovo il teorema precedente al rapporto incrementale

r(t, x) =
f(t, x) − f(t0, x)

t − t0
, t 6= t0.

Osserviamo che, per l’ipotesi (ii), per q∀x ∈ E, si halimt→t0 r(t, x) = Dtf(t0, x).
Usando il Teorema di Lagrange e l’ipotesi (iii), abbiamo perq.o.x ∈ E

|r(t, x)| = |Dtf(t̃, x)| ≤ Φ(x)

con t̃ ∈ A. Dal teorema precedente segue allora l’esistenza del limite

DtF (t0) = lim
t→t0

∫

E

r(t, x) dx =

∫

E

lim
t→t0

r(t, x) dx =

∫

E

Dtf(t0, x) dx,

e cioè la derivabilità diF (t) sotto il segno di integrale.
Infine, per dimostrare la continuità diDtF si applica ancora il teorema precedente aDtf(t, x)

che è dominata daΦ. �

Osservazione4.1. Procedendo per induzione si può estendere il teorema precedente alle
derivate d’ordine superiore. L’enunciato diventa:

Supponiamo

• (i) f(t, ·) ∈ L1(E), ∀t ∈ A,
• (ii) f(·, x) ∈ Ck(A) per q.o.x ∈ E,
• (iii)

sup
j1+···+jm=k

| ∂(k)f

∂j1t1 · · ·∂jmtm
(t, x)| ≤ Φ(x), ∀t ∈ A, q∀x ∈ E,

conΦ ∈ L1(E),

allora F ∈ Ck(A) e perj1 + · · ·+ jm ≤ k si ha

(37)
∂(j1+···+jm)

∂j1t1 · · ·∂jmtm
F (t) =

∫

E

∂(j1+···+jm)

∂j1t1 · · ·∂jmtm
f (t, x) dx.

In altre parole gli operatori ∂(j1+···+jm)

∂j1 t1···∂jm tm
e

∫
E

commutano perj1 + · · ·+ jm ≤ k.

5. Integrali multipli

Oraf sarà funzione di due variabilix ∈ Rn ey ∈ Rm. Vogliamo confrontare
∫

Rn+m f(x, y) dx dy
con l’integrale inRm della funzione diy y 7→

∫
Rn f(x, y) dx. Trattiamo prima il casof = 1.

Non sarà poi difficile ridursi a questa situazione. La questione è allora regolata dal seguente
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TEOREMA 5.1. (Fubini)SiaE ⊂ Rn
x × Rm

y misurabile.
Per ognix ∈ Rn poniamoEx = {y ∈ Rm|(x, y) ∈ E}.
Allora

• (i) Ex è misurabile per q.o.x ∈ Rn,
• (ii) La funzionex 7→ |Ex| è integrabile inRm e il suo integralèe uguale a‖E‖:

(38) ‖E‖ =

∫

Rn

|Ex| dx.5

Dimostrazione.Il teorema è evidente seE è un intervallo.
Consideriamo 4 casi.
1) E = ∪∞

1 Ij è unione numerabile di intervalli non sovrapposti diRn+m.
Si haEx = ∪Ix

j e gli intervalli Ix
j ⊂ Rm sono non sovrapposti. DunqueEx è misurabile in

Rm per ognix ∈ Rn. Consideriamo inRn la successione crescente di funzioni integrabili non
negativeuk(x) =

∑k
1 |Ix

j |. Per la (15) a pag 13 si hauk(x) ↑ |Ex|. Per il Teorema di B.Levi la
funzionex 7→ |Ex| è dunque integrabile e si halim

∫
Rn uk =

∫
Rn |Ex|.

Si ha inoltre
∫

Rn uk =
∑k

1 ‖Ij‖. Applicando allora nuovamente la (15) otteniamolim
∫

Rn uk =
‖E‖. Confrontando con la precedente abbiamo la (38) come volevamo.

Il teorema è dunque provato in questo caso, in particolare seE è aperto.

2) E = K è compatto.
CertamenteK è contenuto in un cubo apertoQ = Qx × Qy. A = Q\K è aperto e si ha

Ax = Qy\Kx. Kx è misurabile perchè è compatto e la funzionex 7→ |Kx| = |Qy| − |Ax| è
misurabile perchè in 1) si è visto chex 7→ |Ax| è misurabile. Infine si ha

‖Q‖ − ‖K‖ = ‖A‖ =

∫

Qx

|Ax| =

∫

Qx

(|Qy| − |Kx|) = ‖Q‖ −
∫

Qx

|Kx|

cioè‖K‖ =
∫

Qx
|Kx| come volevamo.

3) E è limitato.

5Come nel capitolo precedente‖ · ‖ indica la misura di Lebesgue inRn+m, mentre| · | indica quella inRm

oppure inRm.
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Prendiamo una successione decrescente di aperti limitatiAj e una crescente di compattiKj

tali che siaKj ⊂ E ⊂ Aj e‖Aj\Kj‖ < 1/j. Si applica 1) all’apertoAj\Kj e si ha

‖Aj\Kj‖ =

∫
(|Ax

j | − |Kx
j |) dx.

Il primo membro di questa uguaglianza tende a0. L’integrando a destra è non negativo e
dominato dax 7→ |Ax

1 | che èL1 perchèA1 è limitato. Quindi, per la convergenza domi-
nata, il limite dell’integrando è non negativo ed ha integrale nullo. Ne concludiamo che si ha
limj |Ax

j | − limj |Kx
j | = 0 per q.o.x. Poichè|Kx

j | ≤ |Ex|i ≤ |Ex|e ≤ |Ax
j |. Passando al limite

abbiamo|Ex|i = |Ex|e, per q.o.x ∈ Rn e possiamo affermare che, per q.o.x, Ex è misurabile e
che si ha|Ex| = limj |Ax

j |. Infine, se indichiamo conS il sotto-grafico della funzionex 7→ |Ex|,
abbiamo

‖Kj‖ =

∫
|Kx

j | ≤ |S|i ≤ |S|e ≤
∫

|Ax| = ‖Aj‖.

Poichè‖Aj‖ − ‖Kj‖ → 0, al limite otteniamo cheS è misurabile (e quindix 7→ |Ex| è
integrabile) e

∫
|Ex| = |S| = lim ‖Aj‖ = ‖E‖ come volevamo.

4) Caso generale.
Applichiamo il teorema agli insiemi limitatiEj = E ∩ {|x| < j, |y| < j}. PoichèEx

j ↑ Ex,
Ex è misurabile per q.o.x; la funzionex 7→ |Ex| = sup |Ex

j | è misurabile per il Teorema di
Levi che dà anche

‖E‖ = sup ‖Ej‖ = sup

∫
|Ex

j | dx =

∫
sup |Ex

j | dx =

∫
|Ex| dx

come volevamo. �

Applichiamo ora questo teorema per ricondurre l’integrazione di una funzione di più vari-
abili a successive integrazioni di funzioni di una variabile sola. Come al solito intenderemo
Rn

x × Rm
y = Rn+m.

TEOREMA 5.2. (Fubini-Tonelli)Siaf una funzione integrabile inRn+m. Si ha

• (i) Per q.o.x ∈ Rn f(x, ·) è integrabile inRm.
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• (ii) La funzionex 7→
∫

f(x, y) dy è integrabile inRn e il suo integralèe espresso da

(39)
∫ {∫

f(x, y) dy

}
dx =

∫
f(x, y) dx dy =

∫ {∫
f(x, y) dx

}
dy.

• (iii) Se poif ∈ L1(Rn+m), allora per q.o.x la funzionef(x, ·) è in L1(Rm
y ) mentre∫

f(·, y) dy è inL1(Rn
x).

Dimostrazione.(i),(ii). Basta provare la prima delle due uguaglianze (39)perchè nell’ipotesi
non c’è preferenza tra le due variabilix ey.
Separandof+ ef− ci riconduciamo al casof ≥ 0. L’enunciato del presente teorema viene a co-
incidere allora con quello del teorema precedente se in essoq interpretiamoE come sottografico
di f . Vedi figura.
(iii) la grandezza (39) è ora per ipotesi finita. Osservandol’esperessione di sinistra concludiamo
subito che

∫
f(·, y) dy è in L1(Rn

x). In particolare, per q.o.x, si ha
∫

f(x, y) dy < ∞. Ció
significa appuntof(x, ·) ∈ L1(Rm

y ). �

Esercizio. Si enunci e si dimostri il teorema precedente nel caso di una funzione integrabile in
un insiemeE ⊂ Rn+m misurabile.

Un’altra conseguenza molto utile del Teorema di Fubini-Tonelli è il seguente

TEOREMA 5.3. Nell’insieme misurabileE ⊂ Rn siano date le funzioni integrabili non
negativeg eh. Si ha

(40)
∫

E

gh =

∫

R+

{∫

(g>a)∩E

h dx

}
da.

Dimostrazione.Sia G(x, a) la funzione caratteristica dell’insieme misurabile{(x, a) ∈ E ×
R | 0 ≤ a < g(x)}, cosicchè per ognia ∈ R+ si ha

∫

Rn

h(x) G(x, a) dx =

∫

(g>a)∩E

h dx.

D’altro canto, per q.o.x ∈ E, si ha
∫

R+

h(x) G(x, a) da = h(x)

∫

(0,g(x))

da = g(x) h(x).

La funzioneh(x) G(x, a) è integrabile inE × R+ perché prodotto di funzioni integrabili.
Integriamo le ultime due relazioni, la prima inda, la seconda indx. Per il Teorema di Fubini-
Tonelli otteniamo la stessa grandezza. Questo dá la (40) come volevamo. �

Nel casoh ≡ 1 la (40) diventa

(41)
∫

E

g dx =

∫

R+

|(g > a) ∩ E| da

valida perg integrabile inE e non negativa.
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L’integrabilità di f in Rn+m è un’ipotesi essenziale nel Teorema di Fubini: il fatto che
f(x, ·) sia integrabile inRm ∀x e chex 7→

∫
f(x, y) dy lo sia inRn non bastano ad assicurare

la validità di (39). Lo mostra il seguente
Esempio.I quadrati della figura sono suppostiaperti.

f : R2 → R è definita in ogniQn come segue: vale1/|Qn| in Q1
n e inQ3

n, mentre vale−1/|Qn|
in Q2

n e inQ4
n. In tutto il resto diR2 f vale0.

Ovviamente si ha
∫

f(x, y) dy = 0, ∀x, ma
∫

Qn
f+ =

∫
Qn

f− = 1/2, quindi
∫

f+ =
∫

f− =

∞. Perciòf , pur essendo misurabile, non è integrabile e dunque
∫

f non esiste.

6. Integrazione e diffeomorfismi

In questo paragrafo si studia l’effetto di un diffeomorfismosulla misura di un insieme op-
pure, cosa equivalente, il modo di valutare un integrale di una funzione che sia espressa rispetto
a coordinate curvilineey (per esempio polari) anzichè nelle coordinate cartesianex, rispetto
alle quali abbiamo sviluppato finora la teoria. Dallex alle y si passa con un diffeomorfismo
y = Φ(x) di matrice jacobianaΦx e la morale è che, per passare dall’integrale nelley a quello
nellex, al differenzialedy = dy1 . . . dyn va sostituito| detΦx| dx.

La dimostrazione è alquanto laboriosa. Questo è dovuto alfatto che ci troviamo a dover
sviluppare questo argomento non nel suo contesto naturale che è quello della derivazione della
misura di Lebesgue il quale non fa parte di questa trattazione.

Proviamo innanzitutto cheun’applicazioneΦ : X → Y di classeC1 tra aperti di Rn

manda ogni insieme misurabileE ⊂ X in un insieme misurabile.Si considerino i soliti aperti
Xj = {x ∈ X | dist (x, ∁X) > 1/j, |x| < j}. Si haXj ⊂⊂ X, in particolareΦ ha derivate
limitate inXj, eXj ↑ X quindi è sufficiente provare che sono misurabili gli insiemi Φ(E ∩Xj)
perchèΦ(X) = ∪Φ(E ∩ Xj). Tanto vale allora supporre direttamente cheΦ stessa abbia
derivate limitate inX e che sia|E| < ∞. Seyj(x1, . . . xn) sono le equazioni diΦ abbiamo
dunque|∂yj/∂xh| ≤ C. Ne segue

sup
j

|yj(x
′) − yj(x

′′)| ≤ C sup
h

|x′
h − x′′

h|, ∀x′, x′′ ∈ X.
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Pertanto, per ogni intervalloI ⊂ X esiste un intervalloI ′ ⊂ Rn tale che sia

I ′ ⊃ Φ(I), |I ′| ≤ Cn |I|.
Ne segue che si ha

|Φ(F )|e ≤ Cn |F |e, ∀F ⊂ X.

Ricorrendo all’Esercizio di pag 14 possiamo prendere un compattoK ⊂ E tale che sia|E| ≤
|K|+ε. Si ha allora|Φ(E)\Φ(K)|e ≤ |Φ(E\K)|e ≤ Cn|E\K| ≤ Cnε (si è usatoΦ(E)\Φ(K) ⊂
Φ(E\K)). Questo assicura la misurabilità diΦ(E) perchèΦ(K), essendo compatto, è chiuso.
(vedi condizione (b) a pag 14).

Diffeomorfismi

Definizione. Un diffeomorfismoΦ : X → Y tra gli apertiX ⊂ Rn
x eY ⊂ Rn

y è un’applicazione
bijettiva di classeC1 la cui matrice jacobianaΦx è non degenere in ogni punto.

Richiamiamo intanto il
Teorema delle Funzioni Inverse. SiaX ⊂ Rn un aperto eF : X → Rn un’applicazione di
classeC1. Se perx0 ∈ X si hadet Fx(x

0) 6= 0, allora x0 ha un intorno apertoW ⊂ X tale
cheF (W ) è aperto eF : W → F (W ) è un diffeomorfismo.

DefinizioneUn’applicazioneΦ : X → Y si dicesemplicese le rette congiungentix conΦ(x)
sono tutte parallele.

Se scegliamo coordinate con l’assexj parallelo alle rette perx eΦ(x), l’applicazione sem-
plice assume la forma

x 7→ (x1, . . . , xj−1, ϕ(x), xj+1, . . . , xn).

LEMMA 6.1. I diffeomorfismi semplici generano localmente tutti i diffeomorfismi.

Ciò significa che ogni puntox0 ∈ X ha un intorno apertoV tale che esistanon diffeomorfismi
Φj : Vj → Vj+1, j = 1, . . . n, tra aperti diRn, che coinvolgono una sola variabile, tali che si
abbiaV1 = V, Vn+1 = Φ(V ) e

Φ = Φn ◦ · · · ◦ Φ1.

Dimostrazione. Sia y = y(x) l’equazione vettoriale diΦ. Sianorj le righe della matrice
jacobianaΦx(x

0) ed ej i vettori della base canonica diRn. A meno di riordinare le vari-
abili yj possiamo supporre che len-ple (r1, . . . , rj−1, ej, . . . , en) siano formate da vettori in-
dipendenti per ognij = 1, . . . n + 1. Indichiamo conRn(y1, . . . , yj−1, xj , . . . , xn) lo spazio
Rn delle variabili scritte nella parentesi. Consideriamo len + 1 applicazioniΨj : X →
Rn(y1, . . . , yj−1, xj, . . . , xn) di classeC1 date da

y1 = y1(x), . . . , yj−1 = yj−1(x),
xj = xj, . . . , xn = xn.

Abbiamo riordinato le variabili in modo che tutte leΨj abbiano determinante jacobiano non
nullo in x0.
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Dal Teorema delle Funzioni Inverse segue allora chex0 ha un intornoV tale che ciascuna
delle Ψj è un diffeomorfismo diV su un apertoVj ⊂ R(y1, . . . , yj−1, xj , . . . , xn). Poiché
Ψ1 = identità eΨn+1 = Φ, si haV1 = V , Vn+1 = Φ(V ). I diffeomorfismi cercati sono

Φj = Ψj+1 ◦ Ψ−1
j : Vj → Vj+1, j = 1, . . . , n.

Φj ha la forma
y1 = y1, . . . , yj−1 = yj−1,
yj = yj[Ψ

−1
j (y1, . . . , yj−1, xj , . . . , xn)],

xj+1 = xj+1, . . . , xn = xn

ed è quindi semplice. Si ha per costruzioneΦ = Ψn+1 = Φn◦· · ·◦Φ1, perchè èΨj+1 = Φj ◦Ψj ,
j = 1, . . . , n. �

Il resto del paragrafo è consacrato a dimostrare il seguente

TEOREMA 6.1. SianoΦ : X → Y un diffeomorfismo,E ⊂ X un insieme misurabile e f
una funzione inL1(Φ(E)). Si ha

(42)
∫

Φ(E)

f(y) dy =

∫

E

(f ◦ Φ)(x) | det Φx(x)| dx.

Dimostrazione.Separandof+ ef− possiamo supporre sistematicamente

f ≥ 0.

La dimostrazione consiste in quattro passi (a)-(d).

(a) La formula(42) è invariante per composizione di diffeomorfismi.
Ciò significa che, seΨ : Y → Z è un altro diffeomorfismo tra aperti diRn e se la (42) vale per
Φ e perΨ, allora essa è anche valida perΨ ◦ Φ : X → Z.
Dimostriamo (a).
Applichiamo la (42) al diffeomorfismoΨ e alla funzionef ∈ L1{Ψ[Φ(E)]} e, successivamente,
al diffeomorfismoΦ e alla funzione(f ◦ Ψ)(y) · | detΨy(y)| che èL1 in Φ(E). Otteniamo

∫

(Ψ◦Φ)(E)

f(z) dz =

∫

E

(f ◦ Ψ ◦ Φ)(x) · | det Ψy[Φ(x)]| · | detΦx(x)| dx

che è ciò che volevamo perchè la regola di derivazione delle funzioni composte dà (con no-
tazione matriciale)(Ψ ◦ Φ)x(x) = Ψy[Φ(x)] Φx(x). (a) è dimostrato.

(b) La (42) è valida pern = 1.
Dimostriamo (b).
In questo caso si hadet Φx = Φ′. Dimostriamo prima la (42) perf = 1. Cioè la

(43) |Φ(E)| =

∫

E

|Φ′(x)| dx.
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SeE è un intervallo, la (43) si riduce al Teorema Fondamentale della Teoria dell’Integrazione.
Ma allora (43) è valida per ogni apertoA in quanto esso è unione numerabile di intervalli
disgiunti.

Gli apertiA′ ⊂ Y contenentiΦ(E) sono tutti del tipoΦ(A), conA ⊃ E. La (43) risulta
allora da

|Φ(E)| = inf
A′⊃Φ(E)

|A′| = inf
A⊃E

|Φ(A)| = inf
A⊃E

∫

A

|Φ′| =

∫

E

|Φ′|.

Dalla (43) e dall’identità(f > a) ∩ Φ(E) = Φ[(f ◦ Φ > a) ∩ E] otteniamo

|(f > a) ∩ Φ(E)| =

∫

(f◦Φ>a)∩E

|Φ′| dx

che integrata pera ∈ R+, e usando la (41) di pag 36 a primo membro e la (40) al secondo, dà
la conclusione. (b) è dimostrato.

(c) La formula(42) è valida seΦ è semplice.
Dimostriamo (c).
Possiamo supporre che le rette perx eΦ(x) siano parallele all’assex1.

Poniamox′ = (x2, . . . , xn), cosicchè èx = (x1, x
′). Φ ha ora la forma

Φ(x) = (ϕ(x1, x
′), x′).

Si hadet Φx = Dx1ϕ. Useremo la notazioneEx′
= {x1 ∈ R | (x1, x

′) ∈ E}. Si ha

Φ(·, x′)Ex′

= Φ(E)x′

, f(·, x′) ◦ Φ(·, x′) = (f ◦ Φ)(·, x′).

Fissiamox′ ∈ Rn−1.
Applichiamo il risultato pern = 1 al diffeomorfismoΦ(·, x′) : Xx′ → Y x′

tra aperti
dell’assex1 e alla funzionef(·, x′) di x1. Si ha

∫

Φ(·,x′)(Ex′)

f(·, x′) =

∫

Ex′
{f(·, x′) ◦ Φ(·, x′)} · |Dx1ϕ|

cioè ∫

Φ(E)x′
f(x1, x

′) dx1 =

∫

Ex′
[(f ◦ Φ) · | det Φx|](x1, x

′) dx1.

La (42) risulta allora integrando i due membri indx′ e applicando il Teorema di Fubini-Tonelli.
(c) è dimostrato.

(d) Conclusione.
SeE è contenuto in un apertoV nel qualeΦ è la composizione di diffeomorfismi semplici
allora la (42) risulta immediatamente da (c) ed (a).
Per ricondurci a questo caso ricorriamo al Lemma 6.1 a pag 38.Esso assicura che gli apertiV
con questa proprietá ricopronoX.

E allora, per il corollario 3.2 a pag 11,X si puó ricoprire con una famiglia numerabileUj di
insiemi misurabili disgiunti contenuti ciascuno in un qualche apertoVj di quelli sopra nominati.
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E è unione disgiunta degli insiemi misurabiliEj = E∩Uj ⊂ Vj . Anche iΦ(Ej) sono misurabili
perchéΦ èC1 e disgiunti perchèΦ è iniettiva.
Abbiamo dunque ∫

Φ(Ej)

f(y) dy =

∫

Ej

(f ◦ Φ)(x) | det Φx(x)| dx.

Sommando suj otteniamo la (42). �





Part 2

Funzioni Olomorfe





CHAPTER 3

Richiami di analisi elementare

1. Limiti superiore e inferiore

Non tutte le successioni numerichean hanno un limite ma tutte hanno un limite superi-
ore limn→∞an e uno inferiorelimn→∞an. Sean non è limitata superiormente allora illimite
superioreo massimo limitèe per definizione

limn→∞an = ∞.

Altrimenti è ben definita la successione decrescentesup(a1, a2, . . . ), sup(a2, a3, . . . ), sup(a3, a4, . . . ),. . . .
Come tutte le successione decrescenti questa ha un limite uguale al suoinf (eventualmente−∞)
che si chiamalimite superioredi an. Dunque è

limn→∞an = lim
n→∞

(sup
k≥n

ak) = inf
n

(sup
k≥n

ak).

Omettiamon → ∞.
Per esempio(−1)n(1 + 1/n) non ha limite ma il suolim è1. Dimostrare.

Dimostrare cheliman è l’unico numero con questa proprietá:

Seb < liman < c, alloraan ≤ c pern ≫ 1 e esiste una sottosuccessioneank
≥ b.

Siaan limitata superiormente. Un numerob si chiamamaggiorante definitivodi (an) se si
hab ≥ an pern ≫ 1. SiaM l’insieme dei maggioranti definitivi. Dimostrare che si ha

liman = inf M.

(Sean non è limitata superiormente, alloraM = ∅). Puó succedere che questoinf sia un min-
imo oppure no. Per esempiolim(1/n) = 0 non è un minimo diM mentre invecelim(−1/n) =
0 sı́.

Dimostrare che si ha

liman = sup(limiti delle sottosuccessioni convergenti dian)

e che questo è un minimo.

Il limite inferioreo minimo limitesi puó definire cosı́

liman ≡ −lim(−an).

45
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Dimostrare che si ha

liman = sup
n

(inf
k≥n

ak) = lim
n→∞

(inf
k≥n

ak),

cheliman è l’unico numero tale che dab < liman < c seguean ≥ b pern ≫ 1 e l’esistenza
di una sottosuccessione tale cheank

≤ c. Dimostrare anche cheliman è il sup dei minoranti
definitivi e che esso è il minimo dell’insieme dei limiti delle sottosuccessioni dian.

2. Successioni e serie di funzioni

Pery ∈ RM indicheremo|y| = (
∑M

j=1 y2
j )

1/2. Sianofn(x) funzioni (vettoriali) daE ⊂ RN

aRM . Si dice chefn converge uniformemente adf (f : E → RM ) se si ha

sup
E

|fn − f | → 0.

La convergenza non comporta la convergenza uniforme. Per esempio inE = (0, 1) si haxn → 0
ma non uniformemente.

Dal criterio di Cauchy segue chefn converge uniformemente inE (a una qualchef ) se si
ha

sup
E

|fn − fm| → 0, perm, n → ∞.

Valgono i seguenti teoremi
1 Se lefn sono continue inE e la convergenzàe uniforme allora il limitef è anche continuo.

SiaA ⊂ RN un’aperto. Poiché una funzione continua su ogni compattoK ⊂ A è continua
in A abbiamo

2 Se lefn sono continue inA e la convergenzàe uniforme sui compatti⊂ A, allora il limite f
è anche continuo.
questo secondo enunciato, a differenza del primo, si applica a (xn) in (0, 1) perchéxn →
0 uniformemente sui compatti di(0, 1). Per Cauchy, la convergenza uniforme sui compatti
equivale a

sup
K

|fn − fm| → 0, perm, n → ∞, ∀ compattoK ⊂ A.

Per scambiare l’operazione di derivazione con quella di limite si usa di solito questo Teorema

3 Sianofn ∈ Ck(A), conA ⊂ RN aperto. Se lefn e tutte le derivate fino allak-ma convergono
uniformemente sui compatti diA efn → f allora f ∈ Ck(A) e

∂k1+···+kN fn

∂xk1
1 · · ·∂xkN

N

→ ∂k1+···+kN f

∂xk1
1 · · ·∂xkN

N

, pern → ∞,

perk1 + · · · + kN ≤ k.

Serie di funzioni
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La serie
∑∞

0 gj(x) è sistematicamente identificata alla successione delle somme parziali
fn(x) =

∑n
j=0 gj(x) e le definizioni (convergenza uniforme ecc. . . ) si trasferiscono da questa

a quella. La condizione di convergenza uniforme sui compatti, per esempio, diventa

sup
K

|
m∑

j=n

gj| → 0, perm, n → ∞, ∀ compattoK ⊂ A.

4 Se legj sono inCk(A) e le serie delle derivate fino allak-ma convergono uniformemente sui
compatti diA, allora la sommàe inCk(A) e ogni operatore di derivazione d’ordine≤ k passa
sotto il segno di serie.

Spessissimo si usa la stima con una serie numerica: segj ∈ Ck(A) e per ogni compatto
K ⊂ A si ha supK |gj| ≤ cj con cj ∈ R e

∑
cj < ∞, allora la convergenza uniforme è

assicurata perché si ha

sup
K

|
m∑

j=n

gj| ≤ sup
K

m∑

j=n

|gj| ≤
m∑

j=n

cj

e l’ultima somma tende a zero perm, n → ∞ per via della necessitá del criterio di Cauchy
concernente le serie numeriche.

A conclusioni analoghe si giunge segj ∈ Ck(A) e una simile stima vale per tutte le derivate
d’ordine≤ k. Allora la somma è inCk(A) e si ha

∂k1+···+kN

∂xk1
1 · · ·∂xkN

N

∞∑

j=1

gj =

∞∑

j=1

∂k1+···+kN

∂xk1
1 · · ·∂xkN

N

gj,

perk1 + · · ·+ kN ≤ k

3. Misura e integrale di Lebesgue

Al lettore che ha già letto la prima parte consigliamo di saltare questo paragrafo. Esso è
stato inserito allo scopo di rendere indipendenti le due parti di questi appunti, cosicché alcune
definizioni (per esempio quella di misura) sono in apparentecontrasto con quelle già date nella
prima parte.

Misura
Un rettangoloR di RN è il prodotto diN intervalli aperti o chiusi o mezzi aperti e mezzi chiusi,
non fa niente. La sua misuram(R) è il prodotto delle lunghezze dei lati. Un’unione finita
P di rettangoli si chiamaplurirettangolo. Lo si puó decomporre (in vari modi) nell’unione di
rettangoliR1, . . . , Rn disgiunti ma la sua misuram(P ) ≡ m(R1) + · · ·m(Rn) non dipende
dalla decomposizione. Prendiamo dapprima solo insiemiE contenuti nel cuboQ ≡ {0 ≤ xj ≤
1, j = 1, . . . , N} che ha misura1. Per ogniE ⊂ Q si chiamamisura esternadi E il numero

m∗(E) = inf
P⊃E

m(P ).

Si ha ovviamentem∗(E) ≤ 1 perchéE ⊂ Q.
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E si dicemisurabilese si ha

m∗(E) + m∗(Q\E) = 1.

In questo caso lamisuram(E) di E è per definizionem∗(E).
Questa nozione di misura ha la seguente fondamentale proprietá di additivitá infinita:Se

E1, E2, . . . sono contenuti inQ, a due a due disgiunti e misurabili, alloraE = ∪∞
n=1En è

misurabile e si ha

(44) m(E) =
∞∑

n=1

m(En).

Per passare ad insiemi non necessariamente contenuti nel cubo si divideRN in cubiQm1,...,mN
≡

{mj ≤ xj ≤ mj + 1, j = 1, . . . , N}, con(m1, . . . , mN) ∈ ZN . Allora E ⊂ RN dicesimisura-
bile se lo sono tutte le intersezioniE ∩ Qm1,...,mN

e si pone

m(E) =
∑

(m1,...,mN )∈ZN

m(E ∩ Qm1,...,mN
).

In questo caso, naturalmente, puó esserem(E) = ∞. La (44) continua a valere.
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Integrale
Indichiamo conmN+1 la misura di Lebesgue inRN+1. SiaE ⊂ RN misurabile ef una

funzionenon negativain E. f si dicemisurabile(in E) se il suo sotto-grafico

S = {(x, y) ∈ RN × R | x ∈ E, 0 ≤ y ≤ f(x)}
è misurabile (inRN+1) e si pone ∫

f = mN+1(S).

Sia oraf di segno qualunque. Scriviamof = f+−f− conf+ = sup(0, f) ef− = − inf(0, f),
cosicchéf+ ≥ 0, f− ≥ 0 e |f | = f+ + f−. f si dicemisurabilesef+ e f− sono integrabili e
integrabilese ha senso, finita o infinita, la somma∫

f =

∫
f+ −

∫
f−

che definisce l’integrale dif . Questo accade precisamente quando
∫

f+ e
∫

f− non sono en-
trambi∞. Se i due integrali sono entrambi finiti, cioè quando

∫
|f | < ∞, alloraf si diceL1 in

E e si scrivef ∈ L1(E). Si usano anche le notazioni
∫

E
f ,

∫
E

fdx ecc. . .
Sef è definita in un insieme piú grande diE, allora con

∫
E

f intendiamo
∫

φEf , doveφE è
la funzione caratteristica diE.

Anche quandof è solo misurabile ma non integrabile, puó succedere che
∫

f sia definibile
in modoimproprio. Per esempio, seE è illimitato, puó accadere che esista

∫
E∩BR

f < ∞ per
R > 0 (BR = {|x| ≤ R}) allora, se il limite esiste, si pone

∫
f = lim

R→∞

∫

E∩BR

f.

Tale è ad esempio il caso di ∫
sin x

x
dx = π.

La funzione non è integrabile perché
∫

( sin x
x

)+dx =
∫

( sin x
x

)−dx = ∞.

Analogamente puó accadere chef , pur essendo misurabile, non sia integrabile in nessun
intorno di un dato punto (prendiamo l’origine) ma sia ben definito

∫
E\Bε

f < ∞ per0 < ε ≪ 1

ed esista il limite ∫
f = lim

ε↓0

∫

E\Bε

f.

Questo integrale si chiamavalore principaledi
∫

f e spesso è indicato con v.p.
∫

f . È il caso di
∫ +∞

−∞

1

x
sin

1

x
dx = π.

La funzione non è integrabile in nessun intorno di0 perché∀ε > 0 si ha
∫ ε

−ε
( 1

x
sin 1

x
)+ dx =∫ ε

−ε
( 1

x
sin 1

x
)− dx = ∞.
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Teoremi di convergenza dominata

Questi Teoremi (di Lebesgue) servono per passare al limite oper derivare sotto il segno
∫

.
Sono continuamente applicati in analisi. Una proprietá che sia verificata inE tranne eventual-
mente nei punti di un insieme di misura nulla si dice che valequasi ovunque inE e si scrive
q.o.E, oppure per quasi ognix in E e si scriveq.∀x ∈ E.

Successioni.

Nel seguitoE ⊂ RN è sempre suppostomisurabile.
1 Sianofn ∈ L1(E), conE misurabile e siafn → f . Se esisteΦ ∈ L1(E) tale cheΦ ≥ fn

q.o.inE, allora f ∈ L1(E) e
∫

f = lim
∫

fn.

Φ è ladominantedellefn.

2 SeE ha misura finita si puó prendere spessoΦ = C:
SeL1(E) ∋ fn → f , m(E) < ∞ e |fn| ≤ C, q.o.inE, allora f ∈ L1(E) e

∫
fn →

∫
f .

Serie
Nel caso delle serie i teoremi precedenti dánno:

3 Se legk sono integrabili inE e quasi ovunque≥ 0, si ha
∫ ∞∑

1

gk =

∞∑

1

∫
gk.

Quest’ultima grandezza potrebbe essere∞. Da questa si ottiene immediatamente:

4 Segk ∈ L1(E) e
∫ ∑∞

1 |gk| (=
∑∞

1

∫
|gk|) < ∞, si ha la stessa conclusione.

QuandoE ha misura finita le costanti sonoL1(E). Frequentissima è la possibilità di dominare
gk con costantick la cui somma converga. Si ha allora

5 Sem(E) < ∞ e |gk| ≤ ck con
∑

ck < ∞, allora
∑

gk ∈ L1(E) e di nuovo abbiamo
∫ ∞∑

1

gk =

∞∑

1

∫
gk (< ∞).

Continuit̀a e derivazione
Nel seguitoE ⊂ RN è supposto misurabile eA ⊂ RM aperto.f : A×E → Ra è assegnata

e, per ognit ∈ A, la funzioneE ∋ x 7→ f(t, x) è supposta integrabile (se è a valori vettoriali
supponiamo integrabili tutte le componenti). Pertanto è ben definita inA la funzione

F (t) =

∫
f(t, x)dx.

Le proprietá dif(t, x) si trasferiscono aF (t) mediante i seguenti teoremi di convergenza dom-
inata.
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6 Set 7→ f(t, x) è continua inA perq∀x ∈ E ed esisteΦ ∈ L1(E) (dominante) con|f(t, x)| ≤
Φ(t), ∀t ∈ A, q∀x ∈ E, allora F è continua inA e i limiti rispetto at passano sotto il segno.

Per le derivate si ha un teorema perfettamente analogo: vanno dominate tutte le derivate fino
all’ordine che si vuole derivare sotto il segno:

7 Siat 7→ f(t, x) di classeCm in A perq∀x ∈ E e ogni derivata rispetto allet di ordine≤ m
sia maggiorabile quasi ovunque inE con unaΦ ∈ L1(E) (dominante). AlloraF ∈ Cm(A) e
perk1 + · · · + kM ≤ m si ha

∂k1+···+kM

∂tk1
1 · · ·∂tkM

M

F (t) =

∫
∂k1+···+kM

∂tk1
1 · · ·∂tkM

M

f(t, x) dx.

Anche qui, seE ha misura finita si puó prendere come dominante una costante. L’applicazione
piú usata del teorema prcedente è questa:

8 Siam(E) < ∞ e t 7→ f(t, x) di classeCm in A per q∀x ∈ E e ogni derivata rispetto alle
t di ordine≤ m sia limitata quasi ovunque inE, indipendentemente dat. La conclusionèe la
stessa dell’enunciato precedente.

Teorema di Fubini

Questo teorema dá una condizione per scambiare due operazioni di integrazione rispetto a
variabili diverse:

9 SianoX ⊂ Rn e Y ⊂ Rm misurabili nei loro rispettivi spazi e siaf(x, y) una funzione in
X × Y eventualmente a valori vettoriali. Alloraf appartiene aL1(X × Y ) se e soltanto se la
funzioneX ∋ x 7→ f(x, y) appartiene aL1(X) per quasi ogniy ∈ Y , e y 7→

∫
X

f(x, y)dx è
una funzioneL1(Y ). In tal caso si ha

∫

X×Y

f =

∫

X

(∫

Y

f(x, y)dy

)
dx =

∫

Y

(∫

X

f(x, y)dx

)
dy.





CHAPTER 4

Funzioni complesse di variabile complessa

1. Numeri complessi e funzioni complesse

1.1. Numeri complessi.Si puó aggiungere al corpoR dei numeri reali un’unitá immagi-
naria i, definita dalla condizionei2 = −1, e poi tutte le somme e prodotti ottenibili in questo
nuovo insieme rispettando le proprietá dei corpi (a+b = b+a, ab = ba, (a+b)+c = a+(b+c),
(ab)c = a(bc), a(b + c) = ab + ac). Si ottiene cosı̀ il corpoC deinumeri complessi.

Ogni numero complesso si scrive in modo unico nella forma

z = x + iy, con x ∈ R, y ∈ R,

sicchéC viene rappresentato sul pianoR2. x edy sono rispettivamente laparte realee laparte
immaginariadi z. Ció si scrivex = ℜz, y = ℑz.

Postoz1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2, si haz1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2) e z1z2 =
(x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

A differenza diR, il corpoC è dotato di automorfismi1 diversi dall’identitá. Uno di essi è
il coniugio. Il coniugato diz = x + iy è z̄ = x − iy. Verificare che hāz1 + z̄2 = z1 + z2 e
z̄1z̄2 = z1z2. z → z̄ è dunque, appunto, un automorfismo.

Il prodotto scalarex1x2+y1y2 di z1 = x1+iy1 ez2 = x1+iy2 è uguale aℜ(z1z̄2). Il modulo

|z| def
=

√
x2 + y2 di z è la lunghezza del vettore(x, y) e si hazz̄ = |z|2 e |z1z2| = |z1||z2|.

Verificare.
I vettori z1 e z2 sono paralleli se e solo se i numeri complessiz1 e z2 sono dipendenti suR

e cioè se si haλz1 + µz2 = 0, conλ, µ reali non entrambi nulli.
La distanza euclidea diz1 da z2 è |z1 − z2|. Pertanto, in virtú del criterio di Cauchy, la

successionezn converge se e solo se|zn − zm| → 0 quandon edm tendono a infinito.

1Corrispondenze biunivochef : C → C tali chef(a + b) = f(a) + f(b) ef(ab) = f(a) f(b).
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Le funzioniez, sin z e cos z sono definite dalle serie

ez def
= 1 + z +

1

2!
z2 +

1

3!
z3 + · · · =

∞∑

j=0

zj

j!
(45)

sin z
def
= z − 1

3!
z3 +

1

5!
z5 + · · · =

∞∑

j=0

(−1)jz2j+1

(2j + 1)!
(46)

cos z
def
= 1 − 1

2!
z2 +

1

4!
z4 + · · · =

∞∑

j=0

(−1)jz2j

(2j)!
.(47)

Esse convergono assolutamente e uniformemente sui compatti contenuti inC.
Difatti, se nella prima serie prendiamo|z| ≤ R, il modulo del terminen-mo è maggiorato da

Rn/n!, e
∑∞

n=0(R
n/n!) = eR < ∞, abbiamo quindi convergenza uniforme sui compatti (vedi

in appendice 4 a p. 47). Quanto alle due derivateDx e Dy, la serie dei loro moduli riproduce
quella della serie di partenza. Stessa convergenza dunque per le serie delle derivate prime e, per
ricorrenza, di tutte.
Veniamo alle altre due. La serie dei loro moduli è costituita dai termini dispari e pari rispetti-
vamente della serie dei moduli di (45) e quindi soddisfa la stessa disuguaglianza e se ne trae la
stessa conclusione. Lo stesso per le derivate. Verificare.

Concludendo:

Le serie diez, sin z e cos z convergono uniformemente sui compatti assieme a quelle delle loro
derivate d’ogni ordine. In particolare esse sono indefinitamente derivabili sotto il segno.

Vogliamo provare che per ogni coppia di numeri complessiz ew si ha

(48) ez+w = ez ew.

A questo scopo fissiamoz ew.
Applicheremo il Teorema di unicitá per il seguente problema di Cauchy

(49) f ′(t) − wf(t) = 0, f(0) = ez.

cont ∈ R.
Derivando sotto il segno la serie dif0(t) = ez+tw otteniamo chef0 soddisfa (49) (verificare).
In particolare, quandoz = 0, etw soddisfaf ′(t) − wf(t) = 0, f(0) = 1. Quindif1(t) = ezetw

soddisfa (49) comef0. Dunquef0 ≡ f1. Pert = 1 abbiamo la (48) richiesta. �

Dal confronto di (45), (46) e (47) si ottiene immediatamentel’ Equazione di Eulero

eiz = cos z + i sin z

da cui otteniamo
ez = ex(cos y + i sin y),

(50) sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
.
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Esercizio. Verificare le relazioni| cos y + i sin y| = 1, pery ∈ R, ez̄ = ez, |ez| = eℜz,

(51) ez = 1 ⇔ z = 2kπi, con k ∈ Z.

Argomento principale, radici.
Passiamo a coordinate polari(ρ, θ). Ovviamente si haρ = |z|. Se l’anomaliaθ si fa variare

in (−π, π] allora essa viene chiamataargomento principale, e si indica conArgz.
La funzionez 7→ Argz, definita in tuttoC\{0}, è discontinua sulla semirettaR− con disconti-
nuità2π se la si attraversa salendo. Verificare.

Si haz = x + iy = ρ(cos θ + i sin θ) e dunque dalla (50) risulta

z = ρ eiθ.

Questa è la rappresentazione polare che useremo. Per esempio gli insiemi {z = z0 +
reiθ, 0 ≤ r < R, −π < θ ≤ π} e{z = z0+Reiθ, −π < θ ≤ π} rappresentano rispettivamente
il disco aperto ed il cerchio di centroz0 e raggioR.

Daρ1e
iθ1 · ρ2e

iθ2 = ρ1ρ2 ei(θ1+θ2) (ottenuta dalla (48)) segue che

Nel prodotto si moltiplicano i moduli mentre si sommano gli argomenti. La moltiplicazione per
eiθ consiste in una rotazione d’un angoloθ.

Da zn = a, a 6= 0, segue perció|z|n = |a| en Argz = Arga, mod2π. Dunque l’equazione
zn = a han soluzioni e una di esse èn

√
|a| ei(Arga)/n. Questa si chiamaradice principalen-ma

di a perché è ottenuta usando l’argomento principale. Essa èun vertice di unn-gono regolare
con centro0 e raggio n

√
|a| i cui rimanenti vertici sono le altre radici dia. In particolare

γj
def
= ei 2jπ

n , j = 0, 1, ..., n − 1

sono len radici dell’unitá. Si noti cheγ0 = 1.
Siaz0 è una qualunque radicen-sima dia. Per ogni radicez si ha(z/z0)

n = 1. z/z0 è dunque
radicen-sima dell’unitá. Pertanto la totalitá delle radicin-sime dia è

z0, γ1z0, . . . , γn−1z0.

Esercizio La radice cubica principale di−1 non è−1. Trovarla e disegnarla.

Logaritmi
Fissatoz 6= 0, diremo chew è unlogaritmodi z se si ha

ew = z.

Mediante l’argomento principale introdotto a pagina 55 definiamo, perz 6= 0, il Logaritmo
principale

(52) Log z
def
= log |z| + i Argz.
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Si tratta a buon titolo di un logaritmo perché si haeLogz = elog |z| eiArgz = |z|(cos(Argz) +
i sin(Argz)) = z.
w è un logaritmo diz se e solo seew−Logz = 1. Per la (51) ció equivale aw = Logz + 2kπi,
conk intero.z ha dunque infiniti logaritmi.
La funzioneLogz è definita per ogniz 6= 0 ma è continua (anzi, di classeC∞) solo inC\R−

perché ha una discontinuità di2πi suR− a causa della già vista discontinuità diArgz. Verificare.
La presenza della discontinuità non è eliminabile con unamigliore scelta del logaritmo.

Dimostriamo questo fatto:
Non si púo definire una funzioneg continua in tuttoC\{0} che soddisfieg(z) = z, qualunque

z ∈ C\{0}.
Infatti, per quanto visto avremmog(z) = Logz + 2k(z) πi, conk(z) ∈ Z. In C\R−, g e Log
sono continue. Perciók(z) è continua nel connessoC\R−, e dunque costante perché a valori
interi. In conclusioneLogz = g(z)−2k πi in C\R−. Ma allora, contrariamente a quanto appena
visto,Log si estenderebbe con continuità a tuttoC\{0} perché differisce per una costante dag
che, per ipotesi, ha questa proprietá. �

Potenze con esponente complesso
Possiamo definire ragionevolmente qualunque potenza complessa di base complessa fissata

w 6= 0 cosı̀

(53) wz = ezLogw.

Questa si chiamadeterminazione principaledella potenzawz. Perz = 1/n ritroviamo la radice
principale.

Usando gli altri possibili logaritmiLogw + 2kπi otteniamo altre determinazioni.
Vogliamo contarle. Confrontiamo le determinazioniez(Logw+2kπi) eezLogw. Il loro quoziente

ez2kπi è uguale a1 se e solo sezk ∈ Z. Sez non è razionale ció è impossibile e dunque abbiamo
infinite radici distinte. Se invecez = p/q conp e q interi, primi tra loro, la coincidenza delle
due radici in questione si ha quandok è multiplo diq.

Concludendo, perz = p/q ∈ Q, abbiamo precisamenteq determinazioni diwz. Esse
sonoe

p

q
Logwγj, j = 0, . . . , q − 1. Indicando dunque, secondo l’uso, conq

√
w la determinazione

principale diw1/q possiamo scrivere le nostre determinazioni nella forma

(γ0
q
√

w)p, · · · · · · , (γq−1
q
√

w)p.

1.2. Descrizione qualitativa di alcune funzioni di variabile complessa.w = z2.
Ogni settore con vertice in0 ∈ Cz va in un analogo settore inCw di ampiezza doppia. Biunivo-
camente se il primo ha ampiezza< π. Rette orizzontali e verticali vanno in parabole come da
figura.

Lo 0 va nello0 e∞ in ∞. Lasciamo al lettore di condurre uno studio analogo dizn (anche
pern < 0).

w = 1
2
(z + 1

z
). (Funzione di Joukowsky).
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Dalla (50) a pag 54 seguew(eiθ) = cos θ. Pertanto, quandoz percorre il cerchio unitario,w
va e torna da1 a−1 lungo il segmento. Il cerchioΓR di centro0 e raggioR va nell’ellissiER

di centro0 e semiassi(R + 1/R)/2 e |R − 1/R|/2. Del resto, poiché si haw(z) = w(1/z),
i cerchi ΓR e Γ1/R devono avere la stessa immagine. Peró essi sono rappresentati con versi
opposti: mentrez gira sul piú piccolo dei due cerchi,w descriveER nello stesso verso. Ció non
accade per il cerchio piú grande.

w = ez

È una funzione periodica di periodo2πi. Tutti i valori di w sono dunque già assunti quando
z varia nella striscia−π < y ≤ π nella quale la funzione è iniettiva. La retta verticalex = x0 va
nel cerchio di raggioex0 e centro l’origine mentre la retta orizzontaley = y0 va nella semiretta
per l’origine di anomaliay0.
La funzioneez non si estende al punto all’infinito perchée∞ (cioè lim|z|→∞ ez) non esiste. Si
noti tuttavia che,∀α < π/2, nel settore|Argz| ≤ α si haez → 0 per z → ∞, verificare. Il
punto∞ è una discontinuità molto singolare: si verifichi che in qualunque intorno di∞, cioè
{|z| > R}, ∀R > 0, la funzioneez assume tutti i valori possibili escluso il solo0.

Perx > 0 e y > 0 la retta{tz}t∈R ha per immagine una spirale che quandot ↓ −∞ tende
a 0 compiendo infiniti giri in senso negativo, mentre quandot ↑ +∞, etz tende a∞ girando
positivamente. Veda il lettore ció che accade se invecex < 0 e/oy < 0.

Adattando quanto appena visto il lettore puó studiare la funzionee
1
z .

2. Esercizi

Gli esercizi indicati con∗ sono di natura teorica e/o sono applicati successivamente nella
teoria.

• 1 a) Dimostrare:z + z̄ = 2ℜz, z − z̄ = 2iℑz. b) Siaz = x + iy 6= 0. Calcolareℜ1
z

e
ℑ1

z
in funzione dix ey. c) Calcolareℜ1+i

1−i
, ℑ1+i

1−i
.
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• 2* Provare|z − ζ |2 = |z|2 − 2ℜ(ζz̄) + |ζ |2, mettere in relazione con i Teoremi di
Pitagora e di Carnot.

• 3* Provare che, se è|a| < 1 e |z| < 1, allora| z−a
1−az̄

| < 1, e che si ha1−|z|2
|ζ−z|2 = ℜ ζ+z

ζ−z
,

per|ζ | = 1 e ζ 6= z.

• 4 Sianoz e ζ complessi, non nulli. Dimostrare

|z + ζ | = |z| + |ζ | ⇔ Argz = Argζ,
|z + ζ | = ||z| − |ζ || ⇔ Argz = −Argζ.

• 5 a) Scrivere in forma trigonometrica
√

3 + i. b) Calcolare(1 − i
√

3)3 usando la
forma trigonometrica e controllare con il calcolo diretto.c) Calcolare le seguenti radici
principali: 3

√
8i, 3

√
2i − 2.

• 6 Usando la (50) e la (48) dimostrare le formule di addizionesin(z+w) = sin z cos w+
cos z sin w e cos(z + w) = cos z cos w − sin z sin w

• 7 Controllare che l’applicazonez 7→ 1
z̄

è l’inversione rispetto al cerchio unitario
(ρ, θ) 7→ (1

ρ
, θ).

• 8 Sianoa 6= b dati,z = x + iy variabile. Descrivere i luoghi:
a)ℜz2 < 0, b) |z − i| = y, c) |z − a| + |z − b| = |a − b|,
d) |z − a| − |z − b| = |a − b| (a 6= b), e) |z − a| + |z − b| = α (α > 0),
f) | |z − a| − |z − b| | = α (α > 0), g) |z − 1| − |z + 1| > 1,
h)ℜ1

z
= 1

a
, (a > 0), i) ℜ z−1

z+1
= 0 l) ℑ z−1

z+1
= 0. m) ℜ z−a

z+a
= 0, (a > 0).

• 9* Dimostrare che non sempre èLog(a1a2) = Loga1 +Loga2 (provare cona1 = a2 =
i − 1) ma che invece, per qualunque logaritmog si ha

g(a1a2) = g(a1) + g(a2), (mod 2πi).

• 10* Al posto dell’argomento principale si scelgaarg z variabile in[0, 2π) e si dimostri
che

log z = log |z| + i arg z

è un logaritmo diz, discontinuo suR+ e che si halog z = Log z sey > 0, log z =
Log z + 2πi sey < 0.

• 11* Siaz(t) continua e non nulla in[a, b]. Si provi la diseguaglianza

|
∫ b

a

z(t)dt| ≤
∫ b

a

|z(t)|dt

e si dimostri che vale l’uguaglianza se e solo sez(t) descrive un tratto di una retta per
l’origine, cioè seArgz è costante e dunque si haz(t) = C · |z(t)| doveC è una costante
complessa non nulla.
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• 12* Usando(eiθ)n = einθ provare la formula di Moivre

cos nθ =

[n/2]∑

k=0

(−1)k

(
2k
n

)
cosn−2k θ sin2k θ.2

• 13* Siaθ 6= 0 mod 2π. Provare le formule

sin θ + sin 2θ + · · · + sin nθ =
sin n+1

2
θ

sin θ
2

· sin
nθ

2
.

1

2
+ cos θ + cos 2θ + · · ·+ cos nθ =

sin(n + 1
2
)θ

2 sin θ
2

.

Consiglio Trovare la somma della progressione geometrica1 + eiθ + e2iθ + · · ·+ eniθ.

• 14* Dimostrare che i vertici di un genericon-gono regolare sono rappresentati da
aγk + b, doveγ = e2πi/n è la radice principale di1.

• 15* Siap un polinomio di gradon. Provare che, sem > n, la media aritmetica dei
valori assunti dap nei vertici di unm-gono regolare è uguale al valore assunto nel
centro.

• 16* Siaz(t) derivabile e non nulla. Dimostrare

d

dt
|z| = |z| ℜ ż

z
,

d

dt
arg z = ℑ ż

z
,

d

dt

z

|z| = i
z

|z| ℑ
ż

z
.

Risposte 1: b) x
x2+y2 , − y

x2+y2 , c) 0, 1, 5: a)2 ei π

6 , b) −8, c)
√

3 + i, 1 + i, 8: a) |x| < |y|,
b) Parabola con fuocoi e direttrice l’assex: y = 1

2 x2 + 1
2 , c) Segmento[a, b], d) Semiretta contenuta nella

retta pera e b, con origine ina e non contenenteb, e) Seα < |a − b|, ∅. Seα = |a − b|, segmento (vedi

c)). Seα > |a − b|, ellissi di fuochia e b e semiassiα/2 e
√

α2 − |a − b|2/2, f) Se α > |a − b|, ∅. Se

α = |a − b|, retta pera e b meno il segmento aperto(a, b). Seα < |a − b|, iperbole di fuochia e b e semiassi

α/2 e
√
|a − b|2 − α2/2, g) Una delle tre regioni determinate dall’iperbole che ha per assi gli assi coordinati

e semiassi1/2 e
√

3/2: quella di sinistra, h) Il cerchio che ha [0,a] per diametro,privato del punto0, i) Il

cerchio|z| = 1, l) L’asse reale, m) Il cerchio|z| = a. 11: Postoθ(t) = Argz(t) e Θ = Arg
∫ b

a
z(t)dt, si ha∫

|z|dt − |
∫

zdt| =
∫
|z|(1 − ei(θ−Θ))dt =

∫
|z|(1 − cos(θ − Θ))dt ≥ 0. L’ultima uguaglianza segue dal fatto

che l’integrale è reale. Se l’ultimo integrale è nullo l’integrando deve annullarsi identicamente ...

2Pera ∈ R+, [a] indica la parte intera dia, cioè il piú grande intero≤ a.





CHAPTER 5

Curve, forme, buchi

1. Curve orientate

Unacurvaγ di classeC1 è una funzione complessaz(t), continua nello intervallo[a, b], con
derivataż(t) continua e non nulla in[a, b].

Due curve{z(t), t ∈ [a, b]} e {z(τ), τ ∈ [α, β]} sono detteequivalentise esiste un cambi-
amento di parametrot = t(τ) di classeC1, con∂t/∂τ > 0, t(α) = a, t(β) = b, tale da aversi
z(τ) = z[t(τ)], ∀τ ∈ [α, β].
La classe d’equivalenza diz(t) si chiamacurva orientata(di classeC1) ez(t) ne è unaparametriz-
zazione.

Se invecez(t) è continua, mȧz(t) ha un numero finito di discontinuità di prima specie, dove
esistono cioè, finiti e non nulli, i suoi limiti destro e sinistro, alloraγ si dicedi classeC1 a tratti.

Una curvaC1 a tratti ha l’aspetto di una spezzata con lati curvilinei.

È sempre sottointeso che una curva sia di classeC1 a tratti.

I puntiz(a) ez(b) si chiamanoestremidella curva. Se essi coincidono alloraγ dicesichiusa.
Quando il secondo estremo diγ1 coincide con il primo diγ2 rimane definita nel modo ovvio la
curva sommaγ1 + γ2.

Il puntoz(t), t ∈ [a, b], si dicepunto semplicese corrisponde al solo valoret del parametro,
oppure, seγ è chiusa, se esso proviene dai due valori estremia e b del parametro e non da altri.

Se tutti i punti sono semplici, alloraγ dicesicurva semplice.
Una curva semplice chiusa si chiamacontorno.

Un contornoΓ è sempre la frontiera di un’aperto limitato∆, cioèΓ = ∂∆.
Tralasciamo la dimostrazione di questo facile risultato che non va confuso con il ben piú difficile
Teorema di Jordan concernente le curve continue.
In generale peró la frontiera di un aperto limitato è costituita da piú di un contorno: si pensi alla
corona circolare.

Il contornoΓ = ∂∆ si intende percorso in modo da lasciarsi∆ alla sinistra. E dunque, visto
che∆ è supposto limitato,Γ è percorso in senso antiorario.
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Esercizio1.1. SianoΩ ⊂ C un aperto eK ⊂ Ω un compatto. Esiste un aperto∆ la cui
frontiera consiste in un numero finito di contorni tale da aversi K ⊂ ∆ ⊂⊂ Ω. 1

Consiglio: La distanzad = inf{|z − z′|, z ∈ K, z′ ∈ C\Ω} di K dal complementare diΩ è
positiva. K è ricoperto da un’unione finitaD1 ∪ · · · ∪ Dn di dischi con centro inK e raggio
d/2. D1 ∪ · · · ∪ Dn è un buon candidato per∆.

Non tutte le curve chiuse sono contorni. Dimostri il lettoreche una curva a forma di otto è
del tipo∂Ω1 − ∂Ω2 ma non è un contorno. Ancora peggio per la curva chiusa composta dai due
tratti z(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1 ez(t) = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1 che rappresenta il segmento[0, 1] dell’asse
reale percorso due volte e non è neppure rappresentabile come somma o differenza di contorni.

Nel seguito necessiteremo di qualche nozione elementare ditopologia del piano che ora ci
procuriamo.

L’apertoΩ puó contenere la frontieraΓ dell’aperto limitato∆ senza per questo contenere
∆ stesso. In figura 1 ció accade perΓ′′ ma non perΓ′ perché questo circonda un bucoB di Ω
(Ω consiste nell’ellissi meno il disco piccoloB).

Passiamo ora a definizioni rigorose.
Si chiamabucodi Ω ⊂ C ogni componente connessa limitata del complementareC\Ω di Ω.2

Un insieme del piano si dice esseresemplicemente connessose non ha buchi3; il suo comple-
mentare insomma deve avere solo componenti connesse illimitate.

Quanto prima accennato si puó precisare con il seguente lemma al quale premettiamo un
esercizio.

EsercizioUna curva che non incontra la frontiera di un insieme è contenuta nell’insieme oppure
ne sta completamente fuori. Dimostrare.

1A ⊂⊂ B si legge ”A relativamente compatto inB” e significa che la chiusuraA di A è compatta (cioèA è
limitato) ed è contenuta inB. SeB è aperto ció equivale ad essereA limitato e contenuto inB e la sua frontiera
non tocca quella diB.

2Componente connessaC di un puntoa di un insiemeE ⊂ C è l’unione di tutte le curve continue contenute
in E ed uscenti daa. C è la componente connessa di ogni suo punto. Verificare.

3Questa definizione di connessione semplice è correttasolo nel piano.
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LEMMA 1.1. SianoΩ e ∆ sottoinsiemi diC, ∆ limitato. Se la frontiera di∆ è contenuta
in Ω, allora ∆ è contenuto inΩ oppure contiene almeno un buco diΩ. In particolare, seΩ è
semplicemente connesso, allora∂∆ ⊂ Ω ⇒ ∆ ⊂ Ω.

Dimostrazione.Useremo l’esercizio precedente. Escludiamo che sia∆ ⊂ Ω e cerchiamo un
buco diΩ contenuto in∆. Scegliamoa ∈ ∆\Ω. SiaB la componente dia in C\Ω. B consiste
nell’unione di tutte le curveγ ⊂ C\Ω uscenti daa. Poiché la curvaγ non incontra∂∆ (γ non
incontraΩ che contiene∂∆), essa non esce da∆ dunque èB ⊂ ∆. B è limitato perché tale è
∆ che lo contiene. Esso è dunque un buco diΩ. �

Esercizi.1 Costruire un insieme connessoE del piano che abbia un’infinitá non numerabile di
buchi. Si puó imporre cheE sia aperto?
2 SiaB un buco dell’apertoA. Dimostrare cheB è compatto e cheA ∪ B è aperto.

2. Forme differenziali

Unaforma differenzialein un apertoΩ ⊂ C è un’espressione del tipo

ω = A dx + B dy,

doveA eB sono funzioni continue inΩ a valori reali o complessi.
L’integrale diω su una curvaγ = {z(t)}t∈[a,b] è definito da

∫

γ

ω =

∫ b

a

{A[z(t)]ẋ(t) + B[z(t)]ẏ(t)}dt.

SeA e B sono reali
∫

γ
ω è dunque il lavoro che compie un punto che percorraγ sotto l’azione

di una forza posizionale di componenti(A, B).

Il valore di
∫

γ
ω non dipende dalla parametrizzazione della curva orientataγ.

Sia infattiz(τ), α ≤ τ ≤ β un’altra parametrizzazione diγ . L’integrale che definisce
∫

γ
ω

puó essere valutato con la sostituzionet 7→ t(τ). Allora, tenendo conto che si hadz
dt

[t(τ)] =
dτ
dt

[t(τ)] dz
dτ

(τ), 4 otteniamo per
∫

γ
ω l’espressione di partenza ma conτ, α, β al posto dit, a, b.

∫
γ
ω dipende invece, nel segno, dall’orientazione (verso di percorrenza) diγ. Si ha infatti∫

−γ
ω = −

∫
γ
ω. Inoltre si ha

∫
γ1+γ2

ω =
∫

γ1
ω +

∫
γ2

ω. Verificare.
Una forma differenziale di uso molto frequente èdz = dx + idy.

Esercizio2.1. Sef è continua sulla curvaγ di classeC1 a tratti, si ha|
∫

γ
fdz| ≤ supγ |f | ·

lungh(γ).

4Evitiamo qui di indicare la derivazione con il punto perchéla presenza di due diversi parametri renderebbe
ambigua questa notazione.
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Forme esatte

L’esempio piú comune di forma differenziale è appunto ildifferenziale

(54) df = fx dx + fy dy

di una funzionef ∈ C1(Ω). Una forma di questo tipo si chiamaforma esatta inΩ.
Immediatamente si ha

∫

γ

df =

∫ b

a

{fx[z(t)]ẋ(t) + fy[z(t)]ẏ(t)} dt(55)

=

∫ b

a

d

dt
f [z(t)]dt = f [z(b)] − f [z(a)].(56)

Ne concludiamo che
l’integrale su di una curva di una forma esatta dipende unicamente dagli estremi della curva

stessa.

Ció equivale a dire cheil suo integrale su una qualsiasi curva chiusaè nullo.Difatti, seγ è
chiusa (z(a) = z(b)), allora

∫
γ
ω = f [z(a)] − f [z(b)] = 0. Viceversa, seγ1 eγ2 hanno gli stesi

estremi alloraγ1 − γ2 è chiusa ...
Cominciamo col rovesciare quanto test è osservato.

LEMMA 2.1. Una formaω, continua in un’apertoΩ è esatta inΩ se e solo se si ha
∫

γ

ω = 0

per ogni curva chiusaγ ⊂ Ω.
In tal caso infatti si ha

ω = df, con f(z) ≡
∫ z

z0

ω, z0 ∈ Ω fissato arbitrariamente.

Con
∫ z

z0
ω s’intende l’integrale esteso ad un’arbitraria curvaγ(z) ⊂ Ω che va daz0 a z.

Esso, per ipotesi, non dipende dalla scelta diγ(z). f è dunque ben definita.

Dimostrazione.Siaσ il segmento orizzontale d’estremiz ez+∆x, vedi figura 2.σ ha equazione
z(t) = z+t cont ∈ [0, ∆x]. Possiamo scegliereγ(z+∆x) = γ(z)+σ. Ricordiamo la notazione
ω = Adx + Bdy e scriviamoA = u + iv separando le parti reale e immaginaria.
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Si ha
f(z + ∆x) − f(x)

∆x
=

1

∆x
(

∫

γ(z)+σ

ω −
∫

γ(z)

ω ) =
1

∆x

∫

σ

ω.

Ma dal teorema della media integrale abbiamo1
∆x

∫
σ
ω = 1

∆x

∫ ∆x

0
A(z + t)dt = u(z + λ∆x) +

iv(z + µ∆x), con |λ|, |µ| ≤ 1. Sostituendo e passando al limite per∆x → 0 otteniamo
fx(z) = u(z) + iv(z) = A(z). Analogamente si hafy = B. �

A pagina 137 dell’appendice dimostriamo il seguente

TEOREMA 2.1. Siaω di classeC1 in Ω 5. Se
∫
Γ
ω si annulla per ogni contornoΓ ⊂ Ω,

allora si annulla su qualunque curva chiusa e dunqueω è esatta.

In conclusione, tenendo conto del lemma abbiamo che

COROLLARIO 2.1. Una formaè esatta inΩ se e solo se il suo integrale si annulla su ogni
contornoΓ ⊂ Ω.

Conosciamo dall’analisi elementare il seguente

TEOREMA DI GREEN. Se Ω è limitato e la sua frontiera consta di un numero finito di
curve allora, seA e B sono inC1(Ω) ∩ C0(Ω), si ha

∫
∂Ω

Adx = −
∫
Ω

Aydxdy e
∫

∂Ω
Bdy =∫

Ω
Bxdxdy.
Questa formula, nella nostra notazione, si puó riscriverecosı̀

(57)
∫

∂Ω

ω =

∫

Ω

(Bx − Ay) dx dy.

Forme chiuse

La formaω si dicechiusao localmente esattase ogni punto ha un intorno ristretta al quale
essa è esatta.

A differenza delle forme esatte, le forme chiuse non hanno a priori integrale nullo sututti i
contorni, ma solo su quelli che non circondano buchi.

Questo è il senso della seguente proposizione.

PROPOSIZIONE2.1. Siaω = Adx + Bdy una forma di classeC1 in Ω. Sono equivalenti
queste tre propriet́a:

(i) ω è chiusa,
(ii) si haAy = Bx,

5Ma il teorema vale anche seω è solo continua.
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(iii) si ha

(58)
∫

∂∆

ω = 0,

per ogni aperto∆ ⊂⊂ Ω con frontiera di classeC1 a tratti,
(iv) si ha ∫

Γ

ω = 0

per ogni contornoΓ ⊂ Ω che delimiti un aperto contenuto inΩ, e ciòe che non circondi
un buco diΩ.

Si noti che (iii) e (iv) sono diverse perché∂∆ puó essere formato da piú contorni.
Dimostrazione.(i) ⇒ (ii). Localmente abbiamoω = df conf ∈ C1, cioèA = fx, B = fy.
Ma per ipotesiA eB sonoC1, dunquef ∈ C2 e pertantoAy = fxy = fyx = Bx.
(ii) ⇒ (iii). Segue immediatamente dal Teorema di Green (57).
(iii) ⇒ (iv). Ovvio.
(iv) ⇒ (i). Ogni punto diΩ ha un’intorno semplicemente connesso contenuto inΩ, per esempio
un discoD. Basterá mostrrare cheω ristretta aD è esatta. Per il Corollario 1.1 a pag.63, ogni
contornoΓ ⊂ D è frontiera di un aperto contenuto inD e quindi inΩ. Dunque

∫
Γ
ω = 0.

PoichéD è semplicemente connesso, possiamo applicare il Corollario 2.1 a pagina 65 conD al
posto diΩ concludendo cheω è esatta inD. �

Poiché gli insiemi semplicemente connessi sono quelli senza buchi, dal confronto del Corol-
lario 2.1 e di (iv) qui sopra segue immediatamente il seguente, fondamentale Teorema.

TEOREMA 2.2. Ogni formaω chiusa, di classeC1 in un aperto semplicemente connesso
Ω ⊂ C è ivi anche esatta.6

Dimostrazione.Per il Corollario 2.1 a pag.65 basta mostrare cheω ha integrale nullo su ogni
contornoΓ = ∂∆ ⊂ Ω. Ma per quanto visto nel Corollario 1.1 a pag. 63 si ha∆ ⊂ Ω. Pertanto
il Teorema segue dalla caratterizzazione (iv) delle forme chiuse data nel teorema precedente.�

Esercizio2.2. Sia ω una forma chiusa definita inΩ. Il valore dell’integrale diω su un
contornoγ ⊂ Ω dipende solo dai buchi diΩ circondati daγ. In altre parole, se èγ = ∂∆ e
γ′ = ∂∆′ ⊂ Ω, e se∆ e∆′ contengono gli stessi buchi diΩ, allora si ha

∫
γ
ω =

∫
γ′ ω.

Consiglio: Si costruisca un contornoγ′′ = ∂∆′′ ⊂ Ω, contenuto in∆ ∩ ∆′ in modo che∆′′

contenga gli stessi buchi.γ − γ′′ è il bordo di∆\∆′′ che è contenuto inΩ. Applicando la (iii)
della proposizione si ha

∫
γ
ω =

∫
γ′′ ω Analogamente

∫
γ′ ω =

∫
γ′′ ω.

6Il risultato vale anche seω è soltanto continua. Non solo, ogni aperto in cui forme chiuse ed esatte coincidono
è semplicemente connesso.
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Un esempio tipico di forma chiusa ma non esatta è il famigerato dθ.
Qui θ è l’argomento principale o qualunque altro argomento.

Prendiamo inC coordinate polari(ρ, θ) in modo che ogni puntoz ∈ C\{0} si scriva nella
formaz = ρeiθ. Si puó scegliere indifferentementeθ = Argz ∈ (−π, π], che èC∞ in C\R−,
oppureθ = argz ∈ [0, 2π), che èC∞ in C\R+.
La funzioneθ = θ(z) è comunque definita inC\{0} e ha in entrambi i casi una discontinuità di
2π su una quanche semiretta.
Il suo differenziale invece è una formaC∞ in tuttoC\{0}.

Infatti differenziando rispetto az la relazione

z = ρeiθ,

otteniamo
dz = eiθ dρ + iρeiθ dθ =

z

|z| d|z| + iz dθ,

donde

(59) dθ =
dz

iz
+ i d log |z|.

dθ è chiusa in ogni punto diC\{0} per definizione, visto che inC\R− essa è il differenziale di
Argz e inC\R+ di argz.
Ma malgrado la notazione,dθ nonè esatta inC\{0} (θ non è continua inC\{0}).

Difatti, per il corollario 2.1 di pag 65, basta prendere un contorno che fa il giro dell’origine e
mostrare che lı́dθ ha integrale non nullo. Per esempio il cerchio unitarioΓ = {eiθ, 0 ≤ θ < 2π},
e si ha

∫
Γ
dθ =

∫ 2π

0
dθ = 2π 6= 0.

Esercizio2.3. Applicando l’esercizio 2.2 pag.66 adθ si dimostri che, dato un contorno
γ = ∂∆ con0 /∈ γ,

∫
γ
dθ è uguale a2π se0 ∈ ∆, uguale a zero altrimenti.

3. Indice d’avvolgimento

Sia γ = {z(t), t ∈ [0, 1]} una curvachiusache non passa per un puntoa. Non è qui
necessario supporre che la velocitáż(t) sia non nulla, come invece sempre facciamo. Prendiamo
coordinate polari centrate ina cosicchéγ è rappresentata da

z(t) = a + r(t)eiθ(t), 0 ≤ t ≤ 1

e r(t) > 0 e θ(t) sono funzioniC1 a tratti in [0, 1]. Non è detto cheθ(t) copra un intervallo
di ampiezza2π. Per esempio, per la curva chiusaz(t) = ei4πt abbiamoθ(t) = 4πt che va da
0 a 4π. La ragione è che questa curva compieduegiri attorno allo0. In ogni caso, siccome è
z(0) = z(1), il numeroθ(1) − θ(0) è un multiplo intero (positivo, negativo o nullo) di2π e

nγ(a) =
θ(1) − θ(0)

2π
∈ Z
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rappresenta ilnumero di girio indice d’avvolgimentodi γ relativo ada (o di a rispetto aγ).
L’indice d’avvolgimento si trova usando la (59) pag.67 doveintendiamo cheθ sia l’argomento

con centro ina, poniamo cioèz = a + |z − a| eiθ e quindi z − a in luogo di z. Poiché∫
γ
d log |z − a| = log |z(1) − a| − log |z(0) − a| = 0, otteniamo

(60) nγ(a) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − a
.

Definiamo una deformazione continua oomotopiatra due curve chiuse: siaz(t, λ) una
funzione continua[0, 1] × [0, 1] → A doveA ⊂ C è un aperto. Supponiamo che, per ogni
λ ∈ [0, 1], t 7→ z(t, λ) rappresenti una curva chiusaγλ e che le derivate∂z

∂t
siano anche continue

in λ dove sono definite. In questo caso la famiglia di curve{γλ} si chiamaomotopiatraγ0 eγ1

che diconsi pertantoomotope inA.
Di regola questa nozione e quella di indice d’avvolgimento,che sono puramente topo-

logiche, vengono date per curve soltanto continue e laz(t, λ) è anche supposta solo continua.
Ma questo esula da questa trattazione.

Osservazione3.1.
(i) La funzionea 7→ nγ(a) è costante nelle componenti connesse diC\γ,
(ii) (Invarianza omotopica dell’indice d’avvolgimento)Seγ0 e γ1 sono omotope inC\{a}
allora si hanγ0(a) = nγ1(a).

Dimostrazione(i) Se p e q sono nella stessa componente connessa diC\γ, vuol dire che c’è
una curvaσ = {a(t)} che li congiunge senza incontrareγ. Pertanto, sea ∈ σ e z ∈ γ, deve
essere|a − z| > C > 0 cosicché l’integrando in (60) è dominato da|ż|/C. Dal Teorema della
convergenza dominata segue allora che l’integrale che definiscenγ(a) dipende con continuità
daa(t) quando questo varia inσ, cioè dat. Ma poiché si tratta di un multiplo di2πi, esso è
costante. In particolarenγ(p) = nγ(q).
(ii) Questa volta èγ che varia ma in ragionamento è lo stesso. Siaz(t, λ) l’omotopia in
questione. Basterá dimostrare la continuità di

λ 7→
∫

γλ

dz

z − a
=

∫ 1

0

∂z(t,λ)
∂t

z(t, λ) − a
dt.

Ma anche questo segue dalla convergenza dominata perché lafunzione continua(t, λ) 7→
|z(t, λ) − a|, positiva nel compatto[0, 1] × [0, 1], è minorata da una costante positiva. �

Esercizi

1. Siaγ = ∂∆ un contorno. Dimostrare che si hanγ(z) = 1 sez ∈ ∆, nγ(z) = 0 sez /∈ ∆.
Vedi Esercizio 2.3 a pag.67.
2. Controllare che i numeri d’avvolgimento indicati nelle regioni di C\γ della figura 3 sono
esatti.
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4. Logaritmi e potenze di funzioni, differenziale logaritmico.

Vogliamo studiare la possibilità di definire un logaritmo continuo di una funzionef continua
enon nullanell’aperto connessoA ⊂ C.
Abbiamo visto a pag 56 che ció non è possibile perf(z) = z eA = C\{0}.

Cerchiamo insomma una soluzioneg continua inA dell’equazione

(61) eg(z) = f(z).

Notiamo intanto che seg è una soluzione, allora{g +2kπi, k ∈ Z} è la totalitá delle soluzioni.
Difatti, seg1 è un’altra soluzione, inA deve aversieg1−g = 1 cioèg1(z) = g(z) + 2k(z)πi, con
k(z) ∈ Z ek(z) è costante perché continua in un connesso e a valori interi.

Inoltre f ammette comunque delogaritmi locali. Cioè ognia ∈ A ha un intorno connesso
U dove (61) ha una soluzione continua. Difatti sef(a) /∈ R−, scegliamoU tale che siaf(z) /∈
R−, ∀z ∈ U e prendiamog(z) = Log f(z) in U . Se invecef(a) ∈ R− facciamo la stessa cosa
ma prendendof(z) /∈ R+, ∀z ∈ U e usando invece di ”Log” il logatitmo ” log” introdotto in
10∗ pag 58.

Adesso supponiamo chef siaC1 in A. Dunque anche leg ora costruite sonoC1 nei rispet-
tivi U .
Differenziando la (61) inU si hadf = egdg = f dg, dunque

dg =
df

f
.

Pertanto

f puó avere o non avere un logaritmo continuo globale inA, tuttavia, sef èC1, i suoi logaritmi
locali hanno tutti lo stesso differenzialedf/f cheè una forma continua in tuttoA.

A buon titolo dunquedf/f si chiamadifferenziale logaritmicodi f .

Vediamone ora il significato geometrico.
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Prendiamo una curva chiusaγ ≡ {z(t)} ⊂ A. f mandaγ nella curva chiusafγ ≡ {ζ(t) =
f [z(t)]} e dalla (60) a pagina 68 applicata aζ(t) otteniamo

(62)
1

2πi

∫

γ

df

f
= nfγ(0).

Dunque
L’integrale del differenziale logaritmico dif lungo la curva chiusaγ è pari a2πi volte l’indice
di avvolgimento attorno all’origine della curvafγ immagine diγ tramitef .

A conclusione delle considerazioni fatte e con l’uso del Teorema 2.1 a pag. 65 raccomandi-
amo il seguente esercizio.

Esercizio4.1. SiaA un aperto connesso ef ∈ C1(A) non nulla.
Sono equivalenti i seguenti enunciati:

(i) f ha un logaritmo inA,
(ii) Il differenziale logaritmicodf/f è esatto inA,

(iii) Nessuna curva chiusa contenuta inA è mandata daf in una curva che gira attorno
all’origine,

(iv) Per ogni contornoγ ⊂ A si ha
∫

γ
df/f = 0.

In queste condizioni, fissato ad arbitrioa ∈ A 7, la totalitá dei logaritmi dif è data dalle
funzioni

g(z) = Logf(a) +

∫ z

a

df

f
+ 2kπi, k ∈ Z.

Inoltre seA è semplicemente connessof ha certamente un logaritmo inA.

Solo (ii)⇒(i) non segue immediatamente da quanto precede. Ma basta servirsi dell’esattezza
di df/f per prendereg ∈ C1(A) tale che siadg = df/f , ed osservare cheg è indeterminata a
meno di una costante additiva, le si puó dunque imporreg(a) = Log(a) per un qualchea ∈ A.
Si ha allorad(fe−g) = e−gdf − fe−gdg = 0. Perciófe−g = f(a)e−g(a) = 1, cioèf = eg in A.

Radici delle funzioni.
Datif ∈ C1(A) em ∈ N, m > 1, ci si puó chiedere se esisteh ∈ C1(A) tale che siahm = f

in A. Se una tale radice esiste allora, per quanto visto a pag. 56,essa ham determinazioni che
si ottengono da una qualunque di esse moltiplicandola per lem radicim-sime dell’unitá.

La radiceh non esiste in generale. Per esempio sem > 1, f(z) = z non ha una radice
m-mah in tuttoC. Difatti non puó aversihm(z) = z in un intorno dell’origine doveh siaC1 8

perché differenziando otterremmomhm−1dh = dz e, ponendoz = 0, avremmo0 = dz perché
h(0) = 0.

7In realtáa è sottoposto alla condizionef(a) /∈ R−, ma se per disgraziafA ⊂ R−, basta sostituireLoga con
log a.

8. . . ma neppure continua.
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Peró, in un aperto dovef ha un logaritmog, allora h ≡ eg/m è una radicem-ma di f .
Verificare.

Tuttavia puó esistere la radice senza bisogno che esista anche il logaritmo. Se prendiamo
ad esempiof(z) = zm, che certo ha una radicem-sima, si ha

∫
Γ
d(zm)/zm = m

∫
Γ
dz/z =

m2πi 6= 0 (Γ ≡ {|z| = r > 0}) e dunque, per l’Esercizio 4.1 (iv),zm non ha un logaritmo in
C\{0}.

Del resto, seh esiste, certamente si hadf/f = m · dh/h, verificare. Per ogni curva chiusa
γ ⊂ A, il numeronfγ(0) d’avvolgimento difγ attorno all’origine è dunque pari am volte
quello dihγ. In particolare esso è multiplo dim.

Si puó in effetti dimostrare che, senfγ(0) è un multiplo dim, ∀γ, allora la radicem-ma di
f esiste.

5. Esercizi

1 a) Si calcolino gli integraliIj =
∫

Cj
ω, conj = 1, 2, 3, doveω = (1 + i − 2z̄)dx + (i −

1 − 2iz̄)dy e Cj sono curve che vanno da0 a 1 + i: C1 è il segmento,C2 l’arco della parabola
y = x2, C3 la spezzata coordinata che passa per il punto1. b) Senza fare nuovi integrali si
calcolino le aree delle tre figureAkj, 1 ≤ j < k ≤ 3, doveAkj ha per frontieraCk − Cj .
Applicare Green.

2 Calcolare
∫

C
(3z2 + 2z)dz, doveC è l’arco di cerchio passante per l’origine che va da1 − i

a1 + i in senso antiorario.
Consiglio Si applichi il Teorema di Green (57) a pag 65 per scegliere un cammino piú comodo.

3 Calcolare
∫

C
(z2 − |z|2)dz, doveC è il semicerchio{eiθ, 0 ≤ θ ≤ π}, sia direttamente, sia

applicando la Green.

4 Calcolare
∫

C
z dz, doveC è una curva che va daa a b.

5 Calcolare
∫

C
|z| dz. a) SeC è il segmento che va da−i a i, b) Il semicerchio|z| = 1, x ≥ 0

che va da−i a i.

6 Calcolare ∫

|z|=1

|z − 1| |dz|.

|dz| = |ż|dt =
√

ẋ2 + ẏ2 dt è l’elemento d’arco.
7 Calcolare

∫
C

z sin z dz, doveC è il segmento che va da0 a i.

8 Dimostrare che, per|a| < r, si ha

a)
∫
|z|=r

zndz =

{
2πi sen = −1
0 sen ∈ Z, diverso da−1,

b)
∫
|z|=r

|dz|
|z−a|2 = 2πr2

r2−|a|2 .

9 Dimostrare che, sef è continua su una curvaC di lunghezza finita, si ha|
∫

C
f(z)dz| ≤∫

C
|f(z)||dz|.
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10* Provare il seguenteLemma di Jordan. Siaf continua in{|z| ≥ C, y ≥ 0} e sialim|z|→∞

y≥0
f(z) =

0. Allora, postoΓR = {|z| = R, y ≥ 0}, si ha

lim
R→∞

∫

ΓR

|f(z)eiaz| d|z| = 0, ∀a > 0.

Consiglio Usare la stima
∫ π

0
e−b sin θdθ ≤ π(1 − e−b)/b, ∀b > 0 che si ottiene scrivendo

l’integrale nella forma2
∫ π/2

0
e−b cos θdθ ed usando l’ovvia disuguaglianzacos θ ≥ 1 − 2θ/π

per0 ≤ θ ≤ π/2 dovuta alla concavitá del coseno in(0, π/2).

11 Ponendof(z) = g(iz) e usando l’esercizio precedente dimostrare che seg è continua in
{|z| ≥ C, x ≥ 0} e lim|z|→∞

y≥0
g(z) = 0, allora, postoγR = {|z| = R, x ≥ 0}, si ha

lim
R→∞

∫

γR

g(z)e−azdz = 0, ∀a > 0.

12 Sia f continua nel semipianoy ≥ 0 e soddisfi|f(z)| ≤ M |z|m. Sia ΓR il semicerchio
intersezione del semipiano col cerchio|z| = R. Dimostrare che si ha

|
∫

ΓR

f(z)eizdz | ≤ πMRm.

Consiglio Vedi Esercizio10.

13* Siaf continua nel settore|Argz| ≤ α, con0 < α < π, e siaΓR l’arco intersezione del
settore con il cerchio|z| = R. Dimostrare che dalimz→∞ zf(z) = A segue

lim
R→∞

∫

ΓR

f(z)dz = 2iαA.

14 A ⊂ C è un aperto non contenente0. Dimostrare che inA è definito un logaritmo diz se e
solo se0 non si trova in un buco diA.
Consiglio: Tappare tutti i buchi diA e definire il logaritmo nell’insieme cosı́ ottenuto.

15 Questo è un pó tosto. SiaΩ = {|x| < 1, x2 < y < 1}, ω = d
√

y. Provare che si ha∫
∂Ω

ω = 2. Eppureω è per definizione un differenziale! C’è contrasto con il Corollario 2.1 di
pagina 65?

16 SiaD ⊂ R2 il disco di centro(1, 1) e raggio1. Si consideri la forma differenziale

ω =
−ydx√
2 − x

+ 2
√

2 − x dy.

Dimostrare che l’integrale
∫

∂D
ω è ben definito (attenzione al punto(2, 1)!) e provare che dá

−16
√

2
3

. Eppureω = d(2y
√

2 − x)!...
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17 Siap(t) =
∑N

0 antn un polinomio. Studiare il comportamento della funzione

f(r) =

∫

|z|=r

p(z̄)dz.

18* Sef è continua sul cerchioΓr = {ζ | |ζ − z| = r} di centroz e raggior, il suo valor medio
in Γr è

(63)
1

lung Γr

∫

Γr

f(s) ds =
1

2πi

∫

Γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

In particolare, sef è continua vicino az si ha

(64) f(z) = lim
r→0

1

2πi

∫

Γr

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Difatti Γr ha equazione parametricaζ = z+reiθ dunquedζ = ireiθdθ = i(ζ−z)dθ. Das = rθ
segue allorads = r

i(ζ−z)
dζ . Sostituendo otteniamo la prima formula. L’altra ne è una ovvia

conseguenza.

19 Sianoa e b punti distinti del piano congiunti da una curva continuaσ. Allora in C\σ è
definito un logaritmo della funzionef(z) = z−a

z−b
, discontinuo solo suσ. Attraversandoσ in

senso orario rispetto ada esso subisce una discontinuità di−2πi. Pertanto inC\σ è definita

anche una determinazione di
√

z−a
z−b

che cambia segno quando si attraversaσ.

Difatti f mandaa nello zero eb all’infinito. Quindi σ va in una curvaσ′ che va da0 a∞ (cioè
σ′ = {w(t), t ∈ [0, 1)} e limt→1 |w(t)| = ∞). DunqueC\σ′ non puó contenere una curva che
gira attorno a0. Si applica allora l’Esercizio 4.1 pag 70.

Risposte
1: a) I1 = 2i − 2, I2 = −2 + 4i/3, I3 = −2. b) PoichéBx − Ay = −4i, Green dá−4i areaAkj = Ik − Ij .

DunqueareaA21 = 1/6, areaA31 = 1/2, areaA32 = 1/3. 2 : 8i. 3: Direttamente:
∫ π

0 (e2iθ − 1) ieiθ dθ = 4/3,

con Green, poiché èBx − Ay = −2ix + 2y,
∫ 1

0

∫ π

0
(−2iρ cos θ + 2ρ sin θ)ρdρdθ = 4/3 e l’integrale della forma

sul segmento[−1, 1] è nullo, si ritrova4/3. 4 : (b2 − a2)/2. 5: a) i, b) 2i. 6: 8. 7: −i/e. 15: Il corollario

presuppone cheω sia esatta in un aperto contenente la curva chiusa mentre
√

y non èC1 in nessun intorno di∂Ω.

Verificare. 16 : Situazione simile alla precedente.17: f(r) = 2πia1r
2.





CHAPTER 6

Funzioni olomorfe

Si dice che la funzione complessaf è differenziabile inz0 se si ha

f(z) = f(z0) + fx(z0)(x − x0) + fy(z0)(y − y0) + o(|z − z0|).1

Il differenziale dif in z0 è la forma

(65) df(z0) = fx(z0) dx + fy(z0) dy.

Sostituendoz = x + iy, z̄ = x − iy otteniamo

f(z) = f(z0) +
1

2
[fx(z0) − ify(z0)](z − z0) +

1

2
[fx(z0) + ify(z0)](z̄ − z̄0) + o(|z − z0|).

Perpura analogia formalecon l’espressione precedente poniamo allora

(66) fz =
1

2
(fx − ify), fz̄ =

1

2
(fx + ify)

in modo che avremo

(67) f(z) = f(z0) + fz(z0)(z − z0) + fz̄(z0)(z̄ − z̄0) + o(|z − z0|),
e la (65) diviene

(68) df = fz dz + fz̄ dz̄.

Notiamo subito chefz è solo una notazione enon ha il senso di una derivata in senso comp-
lesso:

(69) f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0

che in generale non esiste neppure per le funzioni più regolari. Ad esempio, per la funzione
f(z) = z̄, il limite (69) divienelimz→z0

z̄−z̄0

z−z0
e dà i valori1 se calcolato sulla successione

z0 + 1
n

, e−1 se calcolato suz0 + i
n

, esso non può dunque esistere.

DEFINIZIONE 0.1. La funzionef si diceolomorfanel puntoz0 se esiste il limite (69),f ′(z0)
si chiama allora derivata in senso complesso dif in z0.

Sef è olomorfa inz0 allorafz(z0) è davvero il limitef ′(z0) di un rapporto incrementale.
Vale infatti la seguente

1In generaleo(t) indica una funzione che, divisa pert, ha limite nullo pert → 0.

75
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PROPOSIZIONE0.1. Condizione necessaria e sufficiente affinchè f sia olomorfa inz0 è
che f sia ivi differenziabile e che si abbiafz̄(z0) = 0. In tal caso si hafz(z0) = f ′(z0).

Dimostrazione.Sia f olomorfa inz0. Dalla (69) si haf(z)−f(z0)
z−z0

= f ′(z0) + o, doveo → 0

per z → z0. Ponendoz = z0 + ∆x e passando al limite per∆x → 0 si hafx(z0) = f ′(z0),
mentre ponendoz = z0 + i∆y e passando al limite per∆y → 0 otteniamofy(z0) = if ′(z0).
Da queste relazioni e dalle (66) otteniamo appuntofz(z0) = f ′(z0) e fz̄(z0) = 0. Se viceversa
quest’ultima è verificata ef è differenziabile inz0 allora dalla (67) si ricava subito l’esistenza
del limite (69). �

Insomma, i punti di olomorfia sono quelli dove si ha

(70) df = f ′ dz

Significato infinitesimale della proprietá di olomorfia.

Le funzioni olomorfe furono introdotte simultaneamente daD’Alembert e da Eulero alla
metá del XVIII secolo.

Quest’ultimo, studiando questioni di meccanica dei fluidi,si serviva delle funzioni olomorfe
indicandole come quelle che trasformano cerchi infinitesimi in curve infinitamente somiglianti
a cerchi, percorse nello stesso verso.

Nei successivi lavori di cartografia invece, le designava come quelle trasformazioni che
rispettano gli angoli (”somiglianti”).

Veniamo alla prima caratterizzazione. Siaw(z) una funzioneC1 nell’intorno di z0, dunque
w(z) = w(z0) + wz(z0)(z − z0) + wz̄(z0)(z − z0) + o(|z − z0|). Introduciamo coordinate
polari (ρ, θ) nel pianoCz con centro inz0 e (r, ϕ) in Cw centrate inw(z0) cosicchéw(z) è
rappresentata da

reiϕ = ρeiθ [wz(z0) + e−2iθwz̄(z0)] + o(ρ).

Trascuriamo gli infinitesimi superiori e supponiamo chez0 non sia punto critico diw(z) (wx

ewy e quindiwz ewz̄ non entrambi nulli inz0).
Al cerchio ρ = cost 6= 0 corrisponde un cerchior = cost 6= 0 se e solo se la parentesi

quadra ha modulo indipendente daθ e non nullo.
Ció puó accadere solo sewz o wz̄ si annulla inz0. Ma se si annulla il primo non puó

annullarsi il secondo ew girerebbe in senso negativo.
La condizione chez 7→ w mandi{cerchio}7→{cerchio+ infinitesimo} conservando l’orientamento

del cerchio equivale dunque all’olomorfia diw in z0: wz̄(z0) = 0.

Veniamo alla caratterizzazione mediante gli angoli. Dallarelazione precedente abbiamo

ϕ ∼ θ + Arg[wz(z0) + e−2iθwz̄(z0)]

vediamo che l’angolo tra due direzioni resta invariato (ϕ1 − ϕ2 = θ1 − θ2) se e solo se
Arg[wz(z0) + e−2iθwz̄(z0)] non dipende daθ e ció di nuovo equivale awz̄(z0) = 0.

Concludendo, possiamo affermare che
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Le funzioni olomorfe con derivata non nulla coincidono con quelle applicazioniC1 tra regioni
piane che conservano l’angolo di incidenza tra due curve qualunque.

A queste, che si chiamano oggiTrasformazioni conformi, dedicheremo un capitolo.
Si studi intanto il comportamento degli angoli nella figura 1.2 a pagina 57.

Esercizio0.1. 1. Non tutti i polinomip(x, y) sono polinomi nellaz. Per sapere se
p(x, y) lo è, si può sostituirex = (z + z̄)/2, y = (z − z̄)/2i e verificare sēz
scompare. Ma più spedito è dimostrare e poi applicare il seguente enunciato: ”Un
polinomio delle variabilix edy è anche un polinomio dellaz se e soltanto se esso è
una funzione olomorfa in ogni punto del piano complesso”. Verificare.

2. Dire quali dei seguenti polinomi sono polinomi dellaz (e dunque funzioni olomorfe
in tuttoC)
x, x + z − 2iy, 3x2 − 3y2 + 6ixy − 2x − 2iy + 1, x2 − z̄2 + y2 + 2ixy.

3. In quali punti la funzione|z|2 = x2 + y2 è olomorfa?
4. SianoA un sottoinsieme diC eO(A) l’insieme di tutte le funzioni olomorfe in ogni

punto diA. Provare cheO(A) è uno spazio vettoriale complesso.
5. Si provi con un esempio che∂f

∂z̄
non è il coniugato di∂f

∂z
ma che invece si ha sempre

∂f
∂z̄

= ∂f
∂z

.

6. Si provino le usuali regole di derivazione per gli operatori ∂
∂z

e ∂
∂z̄

e, per la derivazione
della funzione composta dag(w) ew = f(z), si dimostrino le formule

∂

∂z
g[f(z)] = gw[f(z)] fz(z) + gw[f(z)] f z(z),

∂

∂z̄
g[f(z)] = gw[f(z)] fz̄(z) + gw[f(z)] f z̄(z).(71)

7. Sef e g sono olomorfe inz0 allora lo è fg e, seg(z0) 6= 0, anchef/g. Se poih è
olomorfa inf(z0), allora ancheh ◦ f è olomorfa inz0.

8. Le funzioni
ez, sin z, cos z

definite dalle (45), (46) e (47) a pagina 54 sono olomorfe in tutto il piano complesso.
9. Nei punti dovef è olomorfa si haf ′ = fx = −ify = fz, fy = ifz .

10. Sef è olomorfa in un aperto connesso e assume ivi solo valori reali allora essa è
costante. (Consiglio: daf = f seguef z = fz̄ = 0 e dunquefz = 0. Perció
fx = fy ≡ 0.)

11. Si ha

Dz =
1

2z
(ρDρ − iDθ), Dz̄ =

1

2z̄
(ρDρ + iDθ),

e

Dρ =
1

ρ
(zDz + z̄Dz̄), Dθ = i(zDz − z̄Dz̄).
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Per ottenere queste formule basta differenziare l’identitáz(ρ, θ) = ρeiθ e la sua coniu-
gata. Poi inserire il risultato nelladf = fzdz + fz̄dz̄ = fρdρ + fθdθ.

12 Le formedz e dz̄ sono linearmente indipendenti. Difatti, poichéLdz + Mdz̄ =
(L + M)dx + i(L − M)dy, daLdz + Mdz̄ = 0 segueL = M = 0.

Noi studieremo soltanto funzioni che sono olomorfe in insiemi aperti. Per esse vale il
seguente fondamentale

TEOREMA DI GOURSAT. Se la funzionef è olomorfa in un insieme apertoA allora f è di
classeC∞ in A. 2

Per la dimostrazione rimandiamo all’appendice a pagina 141.
Il risultato è alquanto sorprendente se si pensa che esso afferma che la funzionef ′ per il

solo fatto di esistere èC∞.
Possiamo dunque affermare che le funzioni olomorfe in un aperto coincidono con le soluzioni

C1 dell’equazione differenziale

(72)
∂f

∂z̄
= 0,

e che esse sono automaticamente di classeC∞.
Questa equazione si chiamaEquazione di Cauchy Riemann.

Esercizio0.2. Interpretiamo la funzionew = f(z), olomorfa nell’apertoA, come appli-
cazione diA sul pianoCw.

Separiamo le parti reale e immaginaria scrivendow = u + iv, sicchéf è l’applicazione
(x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)). Dimostrare che la forma reale dell’equazione di Cauchy-Riemann
è

(73)

{
ux = vy

uy = −vx.

E per il determinante jacobiano dif si ha

det
∂(u, v)

∂(x, y)
= |f ′|2.

L’ultima relazione giustifica il nome dicoefficiente di dilatazioneper la grandezza|f ′|2.

Rispetto all’inversione le funzioni olomorfe si comportano in modo analogo alle funzioni
reali di variabile reale. Lo mostra la seguente osservazione.

2Il teorema originale in verità afferma soltanto la continuità della derivata complessaf ′, ma la sua stessa
dimostrazione permette di ottenere questo risultato piú forte.
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Osservazione0.1. Sew = f(z) è olomorfa in un intorno diz0 edèf ′(z0) 6= 0, allora c’è un
intornoU di z0 tale chef|U abbia un’inversaz = g(w), che si abbia ciòeg[f(z)] = z, ∀z ∈ U
e f [g(w)] = w, ∀w ∈ fU . Inoltre fU è aperto nel piano dellew e g è olomorfa infU . Infine
si hag′(w) = 1

f ′[g(w)]
, ∀w ∈ fU.

Dimostrazione. Per l’Esercizio 0.2,f ha jacobiano non degenere inz0 e allora dal teorema
delle funzoni inverse segue l’esistenza di un intornoU di z0 tale chefU sia aperto edf|U abbia
un’inversag : fU → U di classeC1.

RestringendoU possiamo supporre che ivi si abbiaf ′ 6= 0. Usando la regola (71) di pagina
77 deriviamo rispetto aw e aw la relazionef [g(w)] ≡ w ottenendogw(w)f ′[g(w)] = 0 e
gw(w)f ′[g(w)] = 1 da cui segue l’asserto perchég(w) è in U quandow ∈ fU e dunque
f ′[g(w)] 6= 0. �

Esercizio0.3. Le derivatef ′, fx, e fy di una funzione olomorfa in un apertoA sono olo-
morfe inA. Quindi, per ricorrenza, tutte le derivate di ogni ordine sono olomorfe.

Esercizio0.4. La formula dell’esercizio 9 a pagina 77 si puó estendere alle derivate d’ordine
superiore quandof è olomorfa in un aperto. Si ha

(74) Dp
xD

q
y f = iq f (p+q)

In particolare

(75)

∣∣∣∣
∂p+qf

∂xp∂yq

∣∣∣∣ = |f (p+q)|.

Seg è olomorfa inA e si ha

g′ = f in A,

allora diremo cheg è unaprimitiva di f in A.
Siaf olomorfa inΩ. Studiamo la forma differenzialefdz.

Se poniamofdz = Adx +Bdy otteniamoA = f , B = if e quindiBx −Ay = 2ifz̄ = 0. Dalla
Proposizione 2.1 (ii) a pagina 66 possiamo concludere che

Sef è olomorfa allora la formafdz è chiusa.

Se inoltref ha una primitivag in Ω, avremo inΩ fdz = g′dz = dg e dunque

Sef ha una primitiva inΩ, allora la formafdz è esatta inΩ.

In particolare, per il Teorema 2.2 a pag 66,

In un aperto semplicemente connesso ogni funzione olomorfaha una primitiva.

In generale peró l’esistenza della primitiva non è assicurata come mostra l’esempio della
funzione 1

z
olomorfa nell’apertoC\{0} non semplicemente connesso. InC\{0} infatti 1

z
dz



80 FUNZIONI OLOMORFE

non puó essere esatta visto che, per quanto sappiamo sull’indice d’avvolgimento (vedi (60) a
pag 68), il suo integrale su una curva chiusaγ ⊂ C\{0} è pari a2πi moltiplicato per il numero
di giri cheγ compie attorno a0 e che questo puó non essere nullo: per esempio seγ è un cerchio
con centro in0.

Gli enunciati precedenti concernentifdz possono essere rovesciati anche se perf ci si limita
a supporre la sola continuità. Si tratta del seguente

TEOREMA 0.1. (di Morera.)Siaf continua inA.
Sefdz è chiusa, allora f̀e olomorfa e se, in piú, fdz è esatta, alloraf ha una primitiva inA.

DimostrazioneProviamo prima la seconda parte. Per definizione di forma esatta esisteg ∈
C1(A) con fdz = dg. Confrontando con l’identitádg = gzdz + gz̄dz̄, per l’indipendenza
lineare didz edz̄ (Vedi Esercizio 0.1, 12 a pag 78) otteniamo due cose. Primo:gz̄ = 0, e quindi
g è olomorfa inU . Secondo:f = gz (= g′), e quindif è olomorfa perché è la derivata di una
funzione olomorfa ed hag come primitiva.
Quanto alla prima parte, basta provare che ogni punto dia ∈ A ha un intornoU dovef è
olomorfa. Ora, per definizione di forma chiusa,a ha un intornoU dovefdz è esatta. Applicando
allora la seconda parte del teorema conU al posto diA, abbiamo chef è olomorfa inU come
volevamo. �

1. Esercizi

1* Sulla linea dell’esercizio 2.2 a pag 66: Sianof ∈ O(Ω) e Γ = ∂∆ ⊂ Ω un contorno.
L’integrale

∫
Γ
fdz dipende solo dai buchi diΩ circondati daΓ (cioè contenuti in∆).

2* Usando l’esercizio 11 a pagina 78 provare cheLogz e log z sono olomorfe inC\R− eC\R+

rispettivamente. UsareLog(ρ eiθ) = logρ + iθ.

3 Mostrare che sef = u + iv è olomorfa si hauxvx + uyvy = 0 e dedurne che le curve
u = cost e v = cost sono ortogonali dovef ′ 6= 0. Mettere in relazione con le considerazioni
che precedono l’esercizio 0.1 di pag 77.

4 Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe dire quale parte del pianoCz viene dilatata e
quale compressa. (Usare l’espressione dello Jacobiano):

a) ez, b) Logz, c) 1
z
, d) z3.

5 Siaf = u + iv olomorfa in un aperto connessoA. Provare che se una delle seguenti funzioni
è costante alloraf è costante.

u, au + bv, (a,b costanti non entrambe nulle),|f |, Argf.

6 Siaf = u+iv olomorfa in un aperto connessoA edF : R → R differenziabile e strettamente
crescente. Dimostrare che dau(z) = F [v(z)] segue chef è costante.
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7 Mostrare che le seguenti funzioni olomorfe non hanno primitive nelle regioni indicate in
parentesi

1
z
, (z 6= 0), 1

z
− 1

z−1
, (0 < |z| < 1),

z
1+z2 , (|z| > 1), 1

z(1−z2)
, (0 < |z| < 1).

8* Siaf olomorfa nell’aperto convesso A. Dimostrare che si ha

(76) |f(z1) − f(z2)| ≤ sup
A

|f ′| |z1 − z2|, ∀z1, z2 ∈ A.

9* Sia f olomorfa nell’apertoA semplicemente connesso. Perz1, z2 in A indichiamo con
dA(z1, z2) l’estremo inferiore della lunghezza delle spezzate contenute inA che congiungono
z1 conz2. Dimostrare che si ha

|
∫ z2

z1

f(z)dz| ≤ sup
A

|f | · dA(z1, z2).

10* Siaf olomorfa nell’aperto convesso, limitatoA. Sianoz1 ez2 punti diA. Dimostrare che
si ha

|
∫ z2

z1

f(z)dz| ≥ inf
A

ℜf · |z1 − z2|.

11* Dimostrare che nell’esercizio precedente la costanteinfA ℜf puó essere migliorata met-
tendo al suo postosupϕ∈[0,2π)(infA ℜ(eiϕf)).

12 Sianoa, b ∈ O(C). Siaf ∈ C1(C) tale da aversi

f 2(z) + a(z)f(z) + b(z) = 0, ∀z ∈ C.

Dimostrare chef è olomorfa in tuttoC.
SoluzioneDerivando rispetto āz si ha chef è olomorfa nell’aperto{2f + a 6= 0}. Inoltre f
è olomorfa nei punti interni dell’insieme chiuso{2f + a = 0} perchèa è olomorfa. Mafz̄ è
continua . . .

13 SiaF (z) olomorfa inC tranne un insieme discreto di punti. Si dimostri che la funzione di
λ(r) =

∫
|z|=r

F (z)dz è costante a tratti.

14 Siaf(z, t) continua per(z, t) ∈ C × [0, 1], olomorfa in tuttoC per ognit ∈ [0, 1] fissato.
Dimostrare cheF (z) =

∫ 1

0
f(z, t)dt è olomorfa in tuttoC.

15 Dimostrare che l’integrale dell’esercizio 7 a pag 71 non dipende dal cammino e ripetere
l’esercizio calcolando e usando la primitiva diz sinz. Viene piú facile.

Risposte 4 a) Il semipiano superiore si dilata e quello inferiore si comprime, b) Il disco unitario apertoD

(esclusa l’origine) si dilata eC\D si comprime, c) Come b), d){|z| < 1/
√

3} si comprime,{|z| > 1/
√

3} si

dilata.





CHAPTER 7

Formula di Cauchy e sue conseguenze.

In questo paragrafoΩ ⊂ C sará sempre un aperto limitato con frontiera costituita da un
numero finito di curve chiuse di classeC1 a tratti.

Siaf di classeC1 in Ω, continua inΩ. Consideriamo la formaω = fdz e poniamoA = f
eB = if . Si haBx − Ay = 2ifz̄. La Formula di Green (57) a pagina 65 dá allora

(77)
∫

∂Ω

f dz = 2i

∫

Ω

fz̄ dx dy, ∀f ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω)

e, se f è olomorfa inΩ,

(78)
∫

∂Ω

f dz = 0.

Vogliamo mostrare che la (78) permette di rappresentaref mediante la sua traccia sul bordo
∂Ω.

TEOREMA 0.1. (Cauchy). SiaΩ ⊂ C come sopra precisato,f olomorfa inΩ, continua fino
al bordo. Si ha

(79) f(z) =
1

2πi

∫

∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ, ∀z ∈ Ω.

Dimostrazione.Fissiamoz ∈ Ω. SiaDr il disco{ζ | |ζ − z| < r} il cui bordo è il cerchioΓr =
{ζ | |ζ − z| = r}. Prendiamo0 < r ≪ 1 cosicchéDr ⊂ Ω. La funzione diζ f(ζ)/2πi(ζ − z)
soddisfa le condizioni richieste per applicare la (78) nell’apertoΩ\Dr perché abbiamo toltoDr

e dunque non puó essereζ = z. Poiché il bordo diΩ\Dr è∂Ω − ∂Dr otteniamo

1

2πi

∫

Γr

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Il primo membro è la media dif sul cerchioΓr (vedi esercizio 18 pag 73) quindi tende af(z)
perr → 0, passando allora al limite otteniamo la (79). �

La formula di Cauchy (79) è prodiga di importanti applicazioni. Eccone una.
Ricordiamo che perfunzione razionalesi intende il quozientep(z)/q(z) di due polinomi nella
z. Vale il seguente teorema di approssimazione.

83
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TEOREMA 0.2. (Runge.)Una funzionef olomorfa in un intorno di un compattoK si púo
approssimare uniformemente suK con funzioni razionali.

In altre parole,∀ε > 0 esistono polinomip e q tali da aversi|f − p/q| < ε in K.
Dimostrazione.SianoA l’intorno di K ed f la funzione. Usando l’esercizio 1.1 a pag. 61
costruiamo un aperto∆ limitato da un contornoΓ tale che siaK ⊂ ∆ ⊂⊂ A. Applichiamo
ora la formula di Cauchy (79) af ∈ O(∆). Approssimiamo l’integrale che vi compare con
funzioni costanti a tratti. Per ogniδ > 0 dividiamo∂∆ in n = n(δ) curveγj, 1 ≤ j ≤ n di
lunghezza< δ. Sianoz′j ez′′j gli estremi della j-ma di esse.

La funzione

r(z) ≡ 1

2πi

n∑

j=1

f(z′j)
z′′j − z′j
z′j − z

è razionale.
Poiché

∫
γj

dζ = z′′j − z′j , dalla (79) si ha

f(z) − r(z) =
1

2πi

n∑

j=1

∫

γj

(
f(ζ)

ζ − z
− f(z′j)

z′j − z
)dζ.

Ma f(ζ)/(ζ − z) è una funzione continua di(z, ζ) nel compattoK × ∂∆ ⊂ C × C.
Fissiamoε > 0. Per il Teorema di Heine Cantor al variare di(ζ, z) in γj ×K l’oscillazione

di f è minore diε seδ è scelto abbastanza piccolo. Ne segue che ciascuno deglin integrandi
qui sopra è< ε e il corrispondente integrale si maggiora conlungh(γj) · ε. Pertanto|f − r| <
ε lung(∂∆)/2π suK. �

La formula di Cauchy(79) è indefinitamente derivabile sotto il segno.
Difatti, sez varia in un arbitrario discoD ⊂⊂ Ω e ζ ∈ ∂Ω, si ha|ζ − z| > d, per un certo

d > 0. Allora la (75) di pag. 79 dá

(80)

∣∣∣∣D
p
xD

q
y

1

ζ − z

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣D
p+q
z

1

ζ − z

∣∣∣∣ =
(p + q)!

|ζ − z|p+q+1
.

Ne segue che tutte le derivatek-me (rispetto ax e y complessivamente) dell’integrando sono
maggiorate inD dak! supD |f |/dk+1 e allora, per il Teorema di Lebesgue, l’integrale è indefini-
tamente derivabile sotto il segno.

E derivando appunto sotto il segno otteniamo che la derivatacomplessa k-ma è data da

(81) f (k)(z) =
k!

2πi

∫

∂Ω

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ.

La (81) si chiamaformula di Cauchy per le derivate.

La formula di Cauchy (79) dá immediatamente il seguente
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TEOREMA 0.3. (della media).Siaf olomorfa nel discoD di centroz0 e raggioR, continua
sulla chiusura. Allora il valore dif nel centroè uguale alla media integrale dei valori sulla
frontiera del disco. Si ha ciòe

(82) f(z0) =
1

lung ∂DR

∫

∂DR

f ds =
1

2π

∫ π

−π

f(z0 + Reiθ) dθ,

doves è l’ascissa curvilinea su∂D.

Dimostrazione.Si applica la formula di Cauchy (79) conDR al posto diΩ. Sostituendoζ =
z0 + Reiθ otteniamof(z0) = 1

2π

∫ π

−π
f(z0 + Reiθ)dθ. �

Osserviamo che l’argomento della dimostrazione precedente applicato alla formula delle
derivate (81) dá piú in generale

(83) f (k)(z0) =
k!

2πRk

∫ π

−π

f(z0 + Reiθ)e−ikθ dθ,

da cui deriva la possibilità di stimare le derivate di una funzione olomorfa limitata con la fun-
zione stessa perché, prendendo i moduli, otteniamo le importantissime
DISUGUAGLIANZE DI CAUCHY

(84) |f (k)(z0)| ≤ k!

Rk
sup
D

|f |, 0 ≤ k.

Si noti che queste continuano a valereanche sef nonè supposta continua al bordo diD. Basti
osservare che in questo casof è continua inD(z0, r), ∀r < R, e dunque (84) vale se al posto
di R mettiamo∀r < R. Allora si passa al limite perr ↑ R.

Immediata conseguenza sono i due seguenti teoremi.

TEOREMA 0.4. (Liouville). Una funzione olomorfa in tutto il piano complesso e limitataè
costante.

Dimostrazione.Se|f | ≤ M , dalla (84) si ha|f ′(z0)| ≤ M/R, ∀z0 ∈ C, ∀R > 0. Passando al
limite perR → ∞, otteniamof ′ ≡ 0. �

TEOREMA FONDAMENTALE DELL’A LGEBRA Ogni polinomio a coefficienti complessi non
costante ha almeno una radice complessa.

Dimostrazione.Sia p(z) un polinomio non costante. Se, per assurdo,p non si annulla per
alcunz ∈ C, allora1/p è una funzione olomorfa inC. Poichélimz→∞ |p(z)| = ∞, possiamo
scegliereR > 0 tale che sia|p(z)| ≥ 1 per|z| ≥ R. Inoltrem ≡ min|z|≤R |p(z)| > 0. Pertanto
vale|1/p| ≤ sup{1, 1/m} in tuttoC. 1/p, e dunquep, sarebbe allora costante in contraddizione
con l’ipotesi iniziale. �

Un’altra utile conseguenza della (84) è la seguente, fondamentale disuguaglianza.
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SeK è un compatto contenuto nell’apertoA ⊂ C, si ha

(85) sup
K

|f (k)| ≤ Ck sup
A

|f |, ∀f ∈ O(A).

La costanteCk dipende solo dak, K edA.

Dimostrazione.Ogni puntoz0 ∈ K è centro di un disco apertoD di raggiodist(K, C\A)
contenuto inA. Allora, postoCk ≡ k!/[dist(K, C\A)]k, dasupD |f | ≤ supA |f | e dalla (84) si
ha la tesi. �

La disuguaglianza test è dimostrata permette di ottenere un utile risultato di convergenza.

TEOREMA 0.5. (Weierstrass)Siafn una successione di funzioni olomorfe nell’apertoA ⊂
C convergente uniformemente sui compatti ad una funzionef . Allora f è olomorfa inA e tutte
le derivate dellefn convergono, uniformemente sui compatti diA, alle omonime derivate dif .

Dimostrazione.Sia K un compatto inA e ∆ ⊂⊂ A un aperto contenenteK. Per la (75) a
pagina 79 e la (85) qui sopra, per ognip,q si ha

sup
K

|Dp
xD

q
y fn − Dp

xD
q
y fm)| = sup

K
|Dp+q

z (fn − fm)| ≤ Cp+q sup
∆

|fn − fm|.

Sen, m → ∞, per la necessitá del criterio di Cauchy, l’ultimo terminedi questa disuguaglianza
tende a0. DunquesupK |Dp

xD
q
y fn − Dp

xD
q
y fm)| → 0 e la tesi discende dalla sufficienza del

criterio di Cauchy. In particolare il limite èC∞ e la sua olomorfia si ottiene passando l’operatore
∂/∂z̄ sotto il segno di limite. �

Terminiamo il paragrafo con due osservazioni, molto semplici ma un pó meno terra terra.

a) Diamo unTeorema di compattezzache ci sará utile nel seguito. Cosı̀ si chiama un risultato
che stabilisce l’esistenza di una sottosuccessione convergente per una successione di funzioni
che soddisfa opportune ipotesi. Il piú noto teorema di compattezza concerne una successione
fn equilimitata di funzioni continue su un compattoK ⊂ Rm. Lafn dicesiequicontinuase, per
ogni ε > 0, esisteδ > 0 tale che da|x − y| ≤ δ segua|fn(x) − fn(y)| ≤ ε, ∀n. Vale allora il
seguenteTeorema di Ascoli–Arzelá per la cui dimostrazione rimandiamo ai libri di analisi reale
elementare.

Se la successionefn è equilimitata ed equicontinua sul compattoK, allora essa ammette
una sottosuccessione uniformemente convergente inK.

Nel caso difn olomorfe le diseguaglianze di Cauchy rendono l’equicontinuità conseguenza
dell’equilimitatezza: vale il seguente risultato di compattezza.

TEOREMA 0.6. (Montel). Siafn una successione di funzioni olomorfe in un apertoA ⊂ C.
Se lefn sono equilimitate sui compatti contenuti inA, allora fn possiede una sottosuccessione
convergente uniformemente sui compatti diA ad una funzione olomorfa.
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Dimostrazione.La (85) assicura che su ogni compattoK ⊂ A si ha|f ′
n| < C. SeK è anche

convesso dalla (76) a pag 81 segue allora|fn(z1)− fn(z2)| ≤ C |z1 − z2|, ∀z1, z2 ∈ K, ∀n. fn è
pertanto equicontinua suK e per Ascoli-Arzelá ha una sottosuccessione convergente uniforme-
mente inK.
SeK non è convesso, si haK ⊂ C1 ∪ · · · ∪ Cm con Cj ⊂ A compatti e convessi. Estratta
allora una sottosuccessione che converge uniformemente suC1, da questase ne estrae una che
converge uniformemente suC2 e quindi anche suC1 ∪C2 e cosı́ via. La sottosuccessione finale
converge uniformemente suK ma dipende daK. Per trovarne una buona per tutti iK poniamo
Kn = {|z| ≤ n} ∩ {z ∈ A | dist(z, ∁A) ≤ 1

n
}. I Kn sono compatti, soddisfanoKn ⊂ Kn+1 e

∪Kn = A. Prendiamo una sottosuccessiones1 convergente uniformemente suK1. Da questa
possiamo estrarre unas2 convergente uniformemente suK2 e cosı́ via. La sottosuccessiones
che cerchiamo si costruisce prendendo il primo elemento dis1, il secondo dis2 eccetera. Ora,
ogni compattoK ⊂ A è contenuto in unKn0, su di esso converge dunque uniformemente
sn0 . Ma dal suo terminen0-mo in poi,s diventa una sottosuccessione disn0 e quindi anche lei
converge uniformemente suK. �

b) Mostriamo ora una generalizzazione della formula di Cauchy e una sua applicazione.
Dalla (77), con la stessa dimostrazione della formula di Cauchy otteniamo

(86) f(z) =
1

2πi

∫

∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫

Ω

fz̄(ζ)

ζ − z
dξdη, ∀f ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω), ∀z ∈ Ω,

conζ = ξ+iη. Questa restituisce la solita formula di Cauchy sef è olomorfa. Questa utilissima
formula permette, per esempio, di rappresentaref quando questa siaC1 e a supporto compatto
in C (scriviamof ∈ C1

0(C)) mediante la sua sola derivatafz̄. Difatti in questo caso se scegliamo
Ω contenentesupp f , dimodochéf = 0 su∂Ω, otteniamo

(87) f(z) = −1

π

∫
fz̄(ζ)

ζ − z
dξdη, ∀f ∈ C1

0(C), ∀z ∈ C

dove l’integrale si intende esteso a tutto il piano complesso. Questa permette di risolvere es-
plicitamente l’equazione di Cauchy Riemann

(88) fz̄ = g

nell’incognitaf quando il secondo membrog sia a supporto compatto e di classeCk, k =
1, 2 . . .∞ e la soluzione sará della stessa classe.

Mostriamo che

(89) f(z) = −1

π

∫
g(ζ)

ζ − z
dξ dη

è una soluzione. Con la sostituzionew = u + iv = ζ − z la precedente diventa

(90) f(z) = −1

π

∫
g(z + w)

w
du dv
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e questa si puó derivare sotto il segno perché, sez varia in un disco fissato, l’integrando e le sue
derivate prime sono a supporto compatto e maggiorate daC/|w| che è integrabile sui compatti.
Derivando dunque rispetto āz ed applicando la (87) ag abbiamo

fz̄(z) = −1

π

∫
gz̄(z + w)

w
du dv = −1

π

∫
gz̄(ζ)

ζ − z
dξ dη = g(z). �

Naturalmente la totalitá delle soluzioni è{g + h} doveh è un’arbitraria funzione olomorfa
in C.

In realtá si puó dimostrare che l’ipotesi cheg sia a supporto compatto non serve perché
l’equazionefz̄ = g è anche risolubile in un apertoΩ dandog ∈ C∞(Ω), con soluzionef ∈
C∞(Ω). Questa è una delle formulazioni del classico Teorema di Mittag Leffler.

Tornando al caso in cuig è a supporto compatto,nonè detto che la(88)abbia una soluzione
f anch’essa a supporto compatto.In questo caso infatti, applicando Green af in un aperto che
ne contiene il supporto avremmo

∫
fz̄ dx dy = 0 perchéf è nulla al bordo dell’aperto, e quindi

perg avremmo la condizione
∫

g dx dy = 0 che non è a priori verificata: prendere ad esempio
g reale≥ 0 non≡ 0.

Invece inCn conn > 1 l’equazione di Cauchy Riemann

fz̄j
= gj, j = 1, . . . n

ha una soluzionef a supporto compatto se lo sono legj, ma naturalmente queste dovranno
soddisfareDz̄j

gk = Dz̄k
gj perché possa essereDz̄j z̄k

f = Dz̄kz̄j
f come decenza vuole. A questa

differenza tra i casin = 1 en > 1 è dovuta la profonda diversitá tra l’analisi complessa inuna
e in piú variabili. La distinzione sta nel fatto che mentre una funzione olomorfa di una variabile
è definita dalla sola equazione differenzialefz̄ = 0, quella inn > 1 variabili è data dal sistema
fz̄1 = · · · = fz̄n

= 0 che è sovradeterminato:n equazioni in una sola incognita.

1. Esercizi

1 Dimostrare che le funzioni olomorfe godono della proprietá della media non solo rispetto ai
cerchi ma anche rispetto ai dischi. Cioè: sef è olomorfa in un discoD di centroa e continua
in D, allora si ha

f(a) =
1

area D

∫

D

f(z) dxdy.

2 Scopo di questo esercizio è di mostrare che una funzione olomorfa nel disco unitario che
mandi0 in p ma la cui immagine eviti una retta a distanzad da p, ha derivata in0 che è in
modulo≤ 2d. Noi ci riferiremo af/d.
Siaf olomorfa nel disco unitarioD, continua inD e si abbiaf(0) = 1. Si calcoli l’integrale

1

2πi

∫

|z|=1

[2 + eiaz +
e−ia

z
] f(z)

dz

z
, a ∈ R,
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con la formula di Cauchy per le derivate (81) di pag.84 e direttamente in coordinate polari e
eguagliando i risultati si deduca l’identitá

2

π

∫ 2π

0

f(eiθ) cos2 a + θ

2
dθ = 2 + e−iaf ′(0).

Usare questo risultato per dimostrare che se inoltreℜf ≥ 0, allora|f ′(0)| ≤ 2.

3 Di nuovo con la formula di Cauchy per le derivate, provare che sef ∈ O(C) soddisfa
|f(z)| ≤ C(1 + |z|n) conn intero positivo, alloraf è un polinomio di grado≤ n.

4 Dimostrare che la somma

f(z) =
∞∑

n=0

1

(z − n)2
+

−1∑

n=−∞

1

(z − n)2

rappresenta una funzione olomorfa inC\Z. (Usare il Teorema di Weierstrass, pag.86.)

5 Dimostrare che la serie

ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz

definisce una funzione olomorfa in{x > 1}. Si tratta della famigerataζ di Riemann che tante
pene dá ai matematici.





CHAPTER 8

Sviluppo in serie di potenze e sue applicazioni.

1. Sviluppo in serie di potenze

Sianoz0 ea0, a1, . . . numeri complessi.
Una serie del tipo

(91) a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · · =

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

si chiamaserie di potenze di centroz0.
Nel caso reale sappiamo che

∑∞
n=0 an(x−x0)

n converge in(x0−R, x0 +R) e diverge fuori
di [x0 − R, x0 + R], dove

(92) R
def
=

1

limn→∞|an|
1
n

1

si chiamaraggio di convergenzadi (91), e che la serie data è proprio la serie di Taylor della
funzione che ne è la somma. Con la stessa dimostrazione vediamo ora che, analogamente, si ha
convergenza nel discoDR = {|z − z0| < R} che si chiamadisco di convergenza di(91).

Per esempio la serie geometrica

(93)
1

1 − Z
=

∞∑

n=0

Zn, |Z| < 1

ha raggio di convergenza uguale ad1. (La (93) deriva dalla ben nota identitá
∑m

n=0 Zn =
1−Zm+1

1−Z
che si ottiene per ricorrenza).

Il Teorema che segue mostra che le funzioni olomorfe inD(z0, R) e le serie di centroz0 e raggio
di convergenza≥ R sono la stessa cosa.

TEOREMA 1.1. (Cauchy–Hadamard). (i)La serie(91) converge uniformemente sui com-
patti e assolutamente, con tutte le derivate, nel suo disco di convergenzaDR a una funzione
olomorfaf e si ha

(94) an =
f (n)(z0)

n!
, ∀n ≥ 0.2

1Selim = 0 si intendeR = ∞ e selim = ∞ si intendeR = 0. In questo caso (91) converge solo inz0.
2Qui, come sempre nel seguito, si intendef (0) = f .

91
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Inoltre essa non converge in alcun punto diC\DR.
(ii) Viceversa, sef è olomorfa inDR si ha

(95) f(z) =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n, ∀z ∈ DR.

Dimostrazione.(i) Fissiamor, con 0 ≤ r < R. In {|z − z0| ≤ r} la serie è maggiorata
dalla serie numerica

∑ |an|rn e quest’ultima converge per il criterio della radice perch´e si ha
limn→∞(|an|rn)

1
n = r limn→∞|an|

1
n = r/R < 1.

Dunque (91) converge uniformemente sui compatti inDR. Poiché le sue somme parziali
sono funzioni olomorfe, dal Teorema di Weierstrass a pag 86 seguono l’olomorfia dif , la con-
vergenza delle derivate e quindi la derivabilità sotto il segno di serie.
La (94) si ottiene allora derivandon volte sotto il segnoa0 + a1(z− z0)+ · · ·an(z− z0)

n + · · ·
e ponendo poiz = z0. All’ n-ma derivata non contribuiscono i termini di grado< n. Quelli di
grado> n, derivatin volte dánno monomi che hanno(z − z0) a fattore e quindi si annullano
quando poniamoz = z0. Resta soloan(z − z0)

n la cui derivatan-ma è appunton! an.
Se poiz ∈ C\DR, cioè|z− z0| > R, allora, per le proprietá dellim, esiste una sottosucces-

sioneank
tale che|ank

(z − z0)
nk | > 1. Non si puó allora averean(z − z0)

n → 0 come invece
occorrerebbe per la convergenza di (91).
(i) è dimostrato. In particolare possiamo ora dire che la serie geometrica (93) converge uni-
formemente nei compatti contenuti in{|Z| < 1}.

Per provare (ii) useremo il seguente Lemma che dimostreremodopo.

LEMMA 1.1. (Integrali di Cauchy)Siag continua sul cerchioΓρ = {|z − z0| = ρ} e sia
Dρ = {|z − z0| < ρ}. Le due funzioni

(96) g+(z) =
1

2πi

∫

Γρ

g(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Dρ,

(97) g−(z) =
1

2πi

∫

Γρ

g(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C\Dρ

sono olomorfe inDρ e inC\Dρ rispettivamente e si ha

(98) g+(z) =

∞∑

0

an (z − z0)
n, z ∈ Dρ,

con

(99) an =
1

2πi

∫

Γρ

g(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ
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e

(100) g−(z) = −
∞∑

1

bn

(z − z0)n
, z ∈ C\Dρ,

con

(101) bn =
1

2πi

∫

Γρ

g(ζ) (ζ − z0)
n−1 dζ.

g+ e g− si chiamanointegrali di Cauchy, interno e esterno rispettivamente, della funzioneg
continua sul cerchio.3

Dimostrazione di(ii). Fissiamoz ∈ DR e prendiamoρ con |z − z0| < ρ < R. La formula di
Cauchy dá

f(z) =
1

2πi

∫

Γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Dunque se applichiamo il lemma conf|Γρ
al posto dig, g+ corrisponderá adf . Da (98) e (99)

segue alloraf(z) =
∑∞

0 an (z − z0)
n con

(102) an =
1

2πi

∫

Γρ

f(ζ) (ζ − z0)
−n−1 dζ, n = 0, 1, . . .

Confrontando con la formula di Cauchy per le derivate di pagina 84 otteniamoan = f (n)(z0)/n!
e quindi la (95). �

Dimostrazione del Lemma1.1 Non è restrittivo prenderez0 = 0 e ρ = 1. Fissiamoz, con
|z| < 1. PostoZ = z/ζ si ha|Z| < 1 e quindi l’integrando della (96) diventa

g(ζ)

ζ

1

Z − 1
=

g(ζ)

ζ

∞∑

0

Zn =

∞∑

0

zn g(ζ)

ζn+1
.

Mentreζ varia in{|ζ | = 1}, Z varia nel cerchio di raggio|z| < 1 che è un compatto. Dunque
si ha convergenza uniforme della serie e conseguente possibilità di integrare sotto il segno di
serie. Ne seguono immediatamente (98) e (99).

Simile è la dimostrazione di (100) e (101):
Questa volta fissiamo invecez con |z| > 1 e poniamoZ = ζ/z cosicché l’integrando di (97) è

−g(ζ)

z

1

1 − Z
= −1

z
g(ζ)

∞∑

0

ζn

zn
=

∞∑

1

1

zn
g(ζ) ζn−1.

Poiché adessoZ varia sul cerchio di raggio1/|z| < 1, si puó di nuovo integrare sotto il segno
di serie e si ottengono (100) e (101). �

3Non bisogna farsi fregare dal fatto cheg+ e g− sono apparentemente rappresentate dallo stesso integrale
perché questo è discontinuo proprio suΓρ e la discontinuità è propriog. Vedi esercizio 2.3 a pag 97.
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Esercizi
1 Nelle ipotesi del teorema, parte (ii), provare che il raggio di convergenza di (95) è≥ R.
2 (Teorema di Abel) Dimostrare che se (91) converge inz allora converge uniformemente nei
compatti diD(z0, |z − z0|).
3 Siag olomorfa in tuttoC, g(0) 6= 0. Trovare il raggio di convergenza della serie di Taylor di
f(z) = g(z)/z con centro inz0 = 3 + 4i.

Il Teorema di Cauchy–Hadamard non dá informazioni sul comportamento delle serie di
potenze sul bordo del cerchio di convergenza.
Si considerino le serie

∞∑

n=0

zn,

∞∑

n=1

zn

n
,

∞∑

n=1

zn

n2
.

Esse hanno tutte raggio di convergenza uguale ad1.
Tuttavia, mentre la prima non converge in nessun punto di{|z| = 1} perché il termine

generico non tende a zero, la seconda notoriamente non converge perz = 1 ma converge per
z = −1 (vedremo anzi che essa converge per ogniz 6= 1 che abbia modulo1).

La terza infine converge uniformemente su{|z| ≤ 1} dove è maggiorata da
∑

1/n2.
Oltre agli sviluppi in serie (45) a pagina 54 e ai successivi (46) e (47) aventi raggio di

convergenza∞ ed a (93) pag 91, valgono i seguenti sviluppi

1

1 + z2
=

∞∑

n=0

(−1)n z2n, |z| < 1

che si ottiene da (93) ponendoZ = −z2.
Integrando quest’ultima otteniamo

arctan z =

∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
z2n+1, |z| < 1.

Se con
√

w indichiamo quella delle radici diw che ha parte reale non negativa (radice princi-
pale), abbiamo

1√
1 − z2

=
∞∑

n=0

(2n − 1)!!

(2n)!!
z2n, |z| < 1

ed integrando

arcsin z =

∞∑

n=0

(2n − 1)!!

(2n)!! (2n + 1)
z2n+1, |z| < 1.

Come prima applicazione dello sviluppo in serie vogliamo dimostrare questo fatto: se due
funzionif1 ef2 sono olomorfe in un aperto connessoA e in un punto esse e tutte le loro derivate
hanno lo stesso valore, allora le due funzioni sono identicamente uguali inA.



2. MOLTEPLICITÁ 95

Ció accade in particolare se le due funzioni coincidono in un sottoinsieme aperto diA.
Riferendoci alla differenzaf ≡ f1 − f2, si tratta del seguente

TEOREMA 1.2. (Principio dell’unicitá del prolungamento analitico). Sef è olomorfa in un
aperto connessoA e in un puntoa ∈ A si haf (n)(a) = 0, ∀n ≥ 0, allora èf ≡ 0 in A.

Dimostrazione.Consideriamo l’insieme

E ≡ {z ∈ A, t. c. f (n) = 0, ∀n ≥ 0}.
E è non vuoto perché contienea.
Data la connessione diA è sufficiente provare cheE è simultaneamente aperto e chiuso in

A per avereE = A e quindi la tesi.
E è chiuso perché si haE = ∩∞

n=0{z ∈ A, t. c. f (n)(z) = 0} e gli insiemi tra le graffe sono
chiusi per la continuità dellef (n).

Se poi èz0 ∈ E e D ⊂ A è un disco di centroz0, allora inD la funzionef ammette lo
sviluppo di Taylor (95), ma tutti i coefficienti si annullano. Si ha pertantof ≡ 0 in D e dunque
D ⊂ E. Ció prova cheE è aperto quindi il teorema. �

Si noti che le funzioniC∞ non hanno una simile proprietá. Ad esempio la funzionee−
1
t2 o, se

preferiamo la variabile complessa,e
− 1

|z|2 , a cui imponiamo il valore0 nell’origine, èC∞, ha
tutte le derivate nulle in0 ma si annulla solo lı̀.

Esercizio SiaA un aperto connesso,f eg olomorfe inA. provare che daf(z)g(z) = 0, ∀z ∈ A,
discende che of o g è identicamente nulla.

2. Molteplicit á

Abbiamo visto che la derivata di una funzione olomorfa è anch’essa olomorfa.
Vediamo ora che anche il rapporto incrementale ha questa proprietá.
Nel caso dei polinomi si tratta insomma del Teorema di Ruffini.

PROPOSIZIONE2.1. Siaf olomorfa, non costante nell’aperto connessoA e siaz0 un punto
di A. Esistono un’unica funzioneu ∈ O(A), conu(z0) 6= 0, ed un unico interom > 0 tali che
sia

(103) f(z) = f(z0) + (z − z0)
m u(z), z ∈ A.

m è l’ordine della prima derivata dif che non s’annulla inz0 e si chiama molteplicit́a di f in
z0.

Dimostrazione.SiaD ⊂ A un disco di centroz0 e siaf (m)(z0) la prima derivata dif che non
s’annulla inz0. Per il principio del prolungamento analitico deve esserem > 0 altrimenti f
sarebbe costante.
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Poniamo al solitoan = f (n)(z0)/n! sicché, perz ∈ D, la serie di Taylor dá

f(z) = f(z0) +
∞∑

n=m

an (z − z0)
n = f(z0) + (z − z0)

m
∞∑

j=0

am+j (z − z0)
j .

Pertanto la funzione

u(z) =





∑∞
j=0 am+j (z − z0)

j in D,

(f(z) − f(z0))/(z − z0)
m in A\{z0}

è ben definita perché le due espressioni coincidono inD ∩ (A\{z0}). Essa è olomorfa inA,
soddisfa la (103) e si hau(z0) = am = f (m)(z0)/m! 6= 0.

Veniamo all’unicitá. Dalla (103) e dau(z0) 6= 0 segue chem è l’ordine della prime derivata
di f che non si annulla inz0. Quindem è unico. Allora la (103) dá che inA\{z0} u è dato dalla
seconda delle equazioni qui sopra. Quindi è unico perché `e continuo inz0. �

Dall’ultima proposizione ricaviamo immediatamente che
seA è connesso, allora l’insieme degli zeri di una funzione olomorfa in A è un insieme discreto.
4

Difatti, se si haf(z0) = 0, e, con riferimento alla (103), prendiamo un intornoU ⊂ A dove è
u 6= 0, ovviamentez0 è l’unico zero dif in U .

Da questo fatto si ricava facilmente che sef1 e f2 sono olomorfe inA e nei punti di una
successionean ∈ A convergente ad un punto diA le funzioni coincidono, alloraf1 ≡ f2 in A.
Dimostrare per esercizio.

Una funzione olomorfa non puó avere in un punto isolato una discontinuità di prima specie.
Vale infatti il seguente fondamentale teorema.

TEOREMA 2.1. (di prolungamento di Riemann).SiaA un aperto ea un suo punto. Sef è
olomorfa e limitata inA\{a}, allora essàe olomorfa inA. 5

Dimostrazione.La funzioneg(z) ≡ (z − a)2f(z) è olomorfa inA\{a}. Vediamo ora che, se le
assegnamo il valore zero ina, essa è olomorfa inA ed ha derivata nulla ina.

Difatti, per ipotesi|f | ≤ M in A\{a}. Dunque si ha

lim
z→a

g(z) − g(a)

z − a
= lim

z→a
[(z − a)f(z)] = 0.

Per la Proposizione 2.1 si ha allorag(z) = (z − a)2h(z) per z ∈ A, conh ∈ O(A). Con-
frontando con la definizione stessa dig otteniamof ≡ h in A\{a}. Quindif ∈ O(A). �

4Lo stesso puó dirsi ovviamente di qualunque insieme di livello di una funzione olomorfa.
5Dovremmo dire: ”allora si puó assegnare adf un valore ina in modo che essa divenga olomorfa inA.”
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Esercizio2.1. Siaf ∈ O(|z| > R) Dimostrare chef(1
z
) è olomorfa in0 ⇔ f è limitata in

{|z| ≥ r} per qualche (o, equivalentemente, tutti gli)r > R ⇔ esiste il limitelimz→∞ f(z) ∈
C.

Esercizio2.2. Siaf ∈ O(|z| > R)∩C0(|z| ≥ R) e si abbialimz→∞ f(z) = 0. Dimostrare
che, per|z| < R, si ha

∫

|ζ|=R

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0.

(Prendiamo per semplicitáR = 1. Per Riemannf(1/z) è olomorfa in{|z| < 1} e, per ipotesi,
è nulla in0. Per il Teorema della molteplicitá si haf(1/z) = zg(z) cong ∈ O(|z| < 1). Con la
trasformazioneζ = 1/Z l’integrale dato diventa−

∫
|Z|=1

g(Z)dZ
Z(1−zZ)

che si annulla grazie alla (78)
pag 83 perché l’integrando è olmorfo in{|Z| < 1}).

Esercizio2.3. (Teorema di Plemelij)Come accennato nella nota a pié di pagina 93, l’integrale
di Cauchy è discontinuo attraversoΓρ e la discontinuità è propriog. In relazione al Lemma 1.1,
pag 92, ponendoviz0 = 0 eρ = 1, provare che si ha infatti

lim
ε↓0

(
g+[(1 − ε)eiθ] − g−[(1 + ε)eiθ]

)
= g(eiθ).

È un facile calcolo diretto.

Esercizio2.4. (Teorema di Morera-Walsh)Provare che, datag continua sul cerchioΓ =
{|z| = 1}, questa si estende olomorfa nel discoD se e solo seg− ≡ 0, cioè se e solo se

∫

Γ

g(z) zk dz = 0, k = 0, 1, 2, . . .

Seg si estende l’ultima relazione segue da Green e quindi ancheg− ≡ 0. Se viceversag− ≡ 0,
allora dall’esercizio precedente segue cheg+ è l’estensione.

Esercizio2.5. SiaA ⊂ C un aperto con frontieraC1 a tratti, Si consideri l’integrale

f(z) =
1

2πi

∫

∂A

g(ζ)

ζ − z
dζ.

a) Valutaref(z) nel caso in cuig sia olomorfa in un intorno diA e siaz /∈ A.
b) Dimostrare che seg è continua su∂A alloraf è olomorfa inC\∂A.
c) Nel caso precedente provare la possibilità chef sia discontinua su∂A.
Soluzione: a) Perz /∈ A, h(ζ) = 1

2πi
g(ζ)
ζ−z

è olomorfa in un intorno diA e dunquef(z) = 0
per Green. Per b) basta controllare la derivabilità sotto il segno come già fatto molte volte e
derivare rispetto āz. Quanto a c) si puó prendereA = {|z| < 1} eg(z) = 1. Con Cauchy si ha
subito chef(z) = 1 in A, maf(z) = 0 in C\A per la (78) pag 83.
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3. Principio del massimo e sue conseguenze

Il modulo di una funzione olomorfa non puó assumere massimirelativi in un aperto.
Vale infatti il seguente

TEOREMA 3.1. (Principio del massimo)Siaf olomorfa in un aperto connessoA. Se viè
un puntoa ∈ A tale che si abbia|f(z)| ≤ |f(a)| per ogniz ∈ A, allora f è costante.

Dimostrazione.Possiamo evidentemente supporref(a) 6= 0. SiaD ⊂ A un disco di raggio
R con centro ina. Fissiamo ad arbitrior con 0 < r < R. Dal teorema della media si ha
f(a) = 1

2π

∫ 2π

0
f(a + reiθ)dθ.

Ne segue ∫ 2π

0

(1 − f(a + reiθ)

f(a)
)dθ = 0.

Ora, la frazione nell’integrale ha per ipotesi modulo≤ 1 e quindi anche la sua parte reale è≤ 1.
In conclusione la parte reale dell’integrando è non negativa ma allora, avendo essa integrale

nullo ed essendo continua deve essere identicamente nulla.Cioè

ℜf(a + reiθ)

f(a)
= 1.

Ma allora dall’ipotesi

|f(a + reiθ)

f(a)
| ≤ 1

segue immediatamente che la frazione è uguale ad1. Concludiamo cioè

f(a + reiθ) = f(a), ∀θ, con 0 ≤ θ < 2π, ∀r, con 0 < r < R.

Dunquef ≡ f(a) è costante inD. Per il Principio del prolungamento analitico deve allora
esseref ≡ f(a) nel connessoA. �

Esercizio: Vale il principio del minimo? (con analoga formulazione).

Lasciamo al lettore di vedere che il Teorema precedente si puó riformulare cosı̀:

SECONDA FORMULAZIONE DEL PRINCIPIO DEL MASSIMO Sia f ∈ O(A) ∩ C0(A) non
costante eA limitato. Allora il massimo dif in A è assunto soloalla frontiera diA

Questa formulazione del Principio del massimo cessa di valere seA non è limitato.
Consideriamo infatti il settore|θ| ≤ π/2α di ampiezzaπ/α e usiamo coordinate polari

(r, θ).
La funzione olomorfaezα

ha modulo1 sulle due semirette che costituiscono il bordo del
settore ma non è limitata nel settore6 .

6Perzα si intenderα(cos(αθ) + i sin(αθ)).
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Questa funzionecresce il minimo possibileall’∞ perché il modulo di una funzione olomorfa
in un settore d’ampiezzaα, continua e limitata sulle rette che delimitano il settore oha una
crescenza≥ erα

oppure non cresce affatto.
Per esempio (perα = 1): una funzione olomorfa in un semipiano, limitata sulla retta che lo
delimita, o è limitata oppure cresce all’infinito non meno di e|z|.

Tutto ció è espresso dal seguente

TEOREMA 3.2. (Phragmén-Lindelöf).Sia f olomorfa nel settore|θ| < π/2α, continua
sulla chiusura.

Se si ha
|f(reiθ)| ≤ Cera

, per |θ| ≤ π

2α
, r > 0,

cona < α e, al bordo,

|f | ≤ M, per θ = ± π

2α
,

allora si ha|f | ≤ M in tutto il settore|θ| ≤ π/2α.

Dimostrazione.Fissatob, cona < b < α, eε > 0 arbitrario, poniamo

fε(z) = f(z)e−εzb

.

Poiché perθ = ±π/2α si haℜzb = rb cos(bπ/2α) e per ipotesicos(bπ/2α) > 0, abbiamo
|fε| < |f | ≤ M al bordo{θ = ±π/2α}.

Sull’arcoΓr di raggior nel settore abbiamo per ipotesi

|fε| ≤ Cera−εrb cos(bθ)

e cos(bθ) ≥ cos( b
α

π
2
) > 0.

L’esponente tende perció a−∞ perr → ∞. Abbiamo dunque|fε| ≤ M suΓr perr ≫ 1.
Applichiamo afε il Principio del Massimo nel settore limitatoSr ≡ {|z| ≤ r, |θ| ≤ π/2α},

r ≫ 1. Per l’arbitrarietá dir otteniamo|fε| ≤ M nel settore infinito|θ| ≤ π/2α.
Si ha dunque

|f | ≤ M eεℜ(zb), in |θ| ≤ π/2α, ∀ε > 0.

Per l’arbitrarietá diε concludiamo che si ha|f | ≤ M . �

Dalla seconda formulazione del Principio del Massimo segueanche un utile risultato di
convergenza.

PROPOSIZIONE3.1. Sia fn una successione di funzioni olomorfe nell’aperto limitatoA,
continue inA. Se la successione converge uniformemente sulla frontieradi A, allora converge
uniformemente inA e il suo limiteè olomorfo inA.

Dimostrazione.Dal principio del massimo segue

sup
A

|fn − fm| = sup
∂A

|fn − fm|.
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Per la necessitá del criterio di Cauchy e l’ipotesi sufn, la parte destra della uguaglianza tende
a0 quandon edm → ∞. Per la sufficienza dello stesso criteriofn converge uniformemente in
A. L’olomorfia del limite segue dal Teorema di Weierstrass a pagina 86. �

Tra le funzioni olomorfeg che mandano lo zero nello zero e sono in modulo≤ M nel disco
D(0, R) ci sono le funzioni linearicM

R
z (|c| = 1).

Il teorema che segue afferma che queste ultime sono le piú grandi di tutte e anche che sono
quelle che hanno la piú grande derivata ina. Studiamo questo fenomeno:

TEOREMA 3.3. (Lemma di Schwartz.)Siaf olomorfa, non identicamente nulla nel disco
D di centro0 e raggioR, nulla in 0 e limitata inD: |f | ≤ M . Si ha

|f(z)| ≤ M

R
|z| in D,(104)

|f ′(0)| ≤ M

R
(105)

e, se per qualchez ∈ D, vale l’uguaglianza in(104)o se vale l’uguaglianza in(105), allora f
è del tipocM

R
z, con|c| = 1.

Dimostrazione.Per la (103) di pag 95 si haf(z) = z h(z) conh ∈ O(D).
Scelto ad arbitrior, con0 < r < R, applichiamo il principio del massimo nella seconda

forma alla funzioneh nel disco di centro0 e raggior. Poiché al bordo è|h| ≤ M/r otteniamo
|f(z)| ≤ M |z|/r in D, ∀0 < r < R da cui segue la (104), e la (105) se si pensa che è
f ′(0) = h(0).

Per terminare la dimostrazione basterá provare che, se vale l’uguaglianza in (104) o in (105),
allorah è una costante di moduloM/R.

Ma se in un punto diD vale la prima uguaglianza, ivi si ha|h| = M/R e poiché|h| ≤ M/R
questo è un massimo interno perh che è allora una costante di moduloM/R.

Per la (105) si ragiona nello stesso modo: se vale l’uguaglianza allora|h| assume il massimo
in 0. �

4. Automorfismi del disco

Ci interessa studiare quelle funzioni olomorfe che mandanobiunivocamente il disco unitario
D = {|z| < 1} in sé. Queste funzioni si chiamanoAutomorfismi del disco. Vedremo subito che
l’inverso di un automorfismo è una funzione olomorfa. Dunque gli automorfismi formano un
gruppo. Sono relativamente pochi perché dipendono da solitre parametri reali, e semplici nella
forma. Il prossimo teorema li descrive completamente.

TEOREMA 4.1. (Automorfismi del disco). Gli automorfismi del disco sono le funzioni
w = f(z) del tipo

(106) w = c
z − a

1 − az
, a ∈ D, |c| = 1,
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con inversa olomorfa

(107) z = c−1 w + ca

1 + caw
.

Dimostrazione. Osserviamo intanto che se|z| = 1, allora anche|w| = 1 perché si ha|w| =
|w|/|z̄| = |c||z − a|/|z̄ − a| = 1. Allora dal principio del massimo segue|z| < 1 ⇒ |w| < 1
(oppure usare l’esercizio3∗ a pag 58).
Le funzioni definite da (106) sono certamente automorfismi del disco perché l’inversa l’abbiamo
esplicitamente esibita (sostituire per credere). Essa è olomorfa inD perché|caw| < 1.

Per provare che non ce ne sono altri occupiamoci dapprima di quelli che mandano lo zero
nello zero. Siaw = f(z) uno di questi. Per il Lemma di Schwartz, pag. 100, applicato con
R = M = 1 abbiamo|w| ≤ |z|. Ma z = f−1(w) manda anche lei lo zero nello zero e quindi
|z| ≤ |w| e quindi|w| = |z|. Vediamo dunque che la (104) del Lemma di Schwartz è verificata
con il segno ”=”. Dal lemma stesso segue alloraf(z) = c z con |c| = 1.

Sia ora invecew = f(z) un automorfismo del tutto arbitrario, componiamolo con l’automorfismo
w 7→ w−f(0)

1−f(0)w
che mandaf(0) in 0, ottenendo cosı́ l’automorfismoz 7→ f(z)−f(0)

1−f(0)f(z)
che, per

costruzione, lascia fisso lo zero. Da quanto si è detto su questo tipo di automorfismi segue
allora

f(z) − f(0)

1 − f(0)f(z)
= c z, |c| = 1

e dunque, poichéc−1 = c, abbiamo

f(z) = c
z + cf(0)

1 + cf(0)z
,

che è proprio del tipo (106): basta porre−cf(0) = a. �

5. Esercizi

1 Siaf olomorfa nel disco|z| < R, non costante, siaMr = sup|z|=r |f(z)|. Provare cheM(r)
è strettamente crescente in(0, R). (Usare il principio del massimo).

2 SianoP1, · · · , Pn punti del piano e siaP vincolato a restare in una regione limitataA. Provare
che la funzionef(P ) = |P1P | · |P2P | · · · |PnP | ha massimi solo alla frontiera diA.

3 Siap un polinomio di grado≤ n eC > 0 una costante. Provare che l’insieme

|p(z)| < C

ha al piún componenti connesse. (Dimostrare per assurdo che ogni componente contiene
almeno una radice. Altrimenti in essap avrebbe anche un principio del minimo, ma|p| è
costante al bordo della componente e allora lo sarebbe anchedentro. Ma se|p| è costante in un
aperto connesso allora, Esercizio 5 pag.80, essa è ivi costante ma il principio del prolungamento
analitico. . . )
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4 Siaf olomorfa inD = {|z| < R} e sia|f(z)| ≤ M in D. Dimostrare che si ha

|f(z) − f(0)| ≤ 2M

R
|z|, ∀z ∈ D,

(usare Schwartz). Servirsi di questa diseguaglianza per dare un’altra dimostrazione del Teorema
di Liouville.

5 Siaf olomorfa nel disco unitarioD e soddisfi|f(z)| ≤ 1 in D. Dimostrare che per ogni
a ∈ D si hanno le disuguaglianze

| f(z) − f(a)

1 − f(a)f(z)
| ≤ | z − a

1 − az
|,

|f ′(a)|
1 − |f(a)|2 ≤ 1

1 − |a|2 .

Che succede se in una di queste vale il segno ”=”? (Indicando con−Sa la funzione (106) di pag
100, conc = 1, applicare Schwartz ag = S−f(a) ◦ f ◦ Sa e, osservando cheSa ◦ Sa è l’identitá,
dimostrare e poi usare la relazioneg ◦ Sa = Sf(a) ◦ f .

6 Dimostrare che per|z| < 1 si ha

z

(1 − z)2
=

∞∑

n=1

nzn.

7 Supponiamo che
∑∞

n=0 anz
n e

∑∞
n=0 bnz

n convergano in{|z| < R} a f e g rispettivamente.
Dimostrare che allora anche

∑∞
n=0 cnz

n, concn =
∑n

k=0 akbn−k, converge in{|z| < R} e che
la somma èfg.

8 Trovare la serie di potenze diez cos z. (Usare l’espressione esponenziale del coseno).

9 Trovare il raggio di convergenza dif(z) =
∑∞

n=0 z2n e mostrare chef è la sola soluzione
dell’equazionef(z) = (1 + z2) f(z2) con la condizionef( 1√

2
) = 2.

10 Trovare la piú generale serie di potenze, coinvolgente due costanti complesse arbitrarie, la
cui sommaf soddisfaf ′′ + f = 0. Calcolare il raggio di convergenzaR.

11 Sappiamo chef è olomorfa in un intorno di0 e soddisfa l’equazione differenzialezf ′′(z) +
f ′(z) + zf(z) = 0. Trovare la serie di potenze dif con centro0, provare chef si estende
olomorfa a tuttoC dove continua a soddisfare la stessa equazione.

12 Mostrare che se
∑∞

n=0 anz
n ha raggio di convergenza positivo, allora

∑∞
n=0

an

n!
zn ha raggio

di convergenza infinito.

13 Dire per quali valori reali dia è definita una funzionef , olomorfa in un intorno dell’origine
tale chef(1/n) = na e trovare la funzione.
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14 Siaf olomorfa in un apertoA ⊂ C limitato e connesso, continua inA. Provare che, se
D è un disco chiuso contenentef(A), alloraf(A) ∩ ∂D ⊂ f(∂A). (Applicare il principio del
massimo af(z) − w0, dovew0 è il centro del disco).

15 Diseguaglianza di Lindelöf (Caso particolare). Siaf olomorfa nel discoD = {|z| < 1}
dove è|f | < 2. Sia|f | < 1 sull’asse reale. Dimostrare che si ha|f(a)| < 4

√
8 per|a| < 1

1+
√

2
.

ConsiglioSi provi dapprima che i puntia per i quali è|a| < 1
1+

√
2

sono centro di un quadrato
Q ⊂ D con un lato sull’asse reale. Si applichi poi il principio delmassimo alla funzione
g(z) = f(z) · f [a + eiπ/2(z − a)] · f [a − (z − a)] · f [a + e−iπ/2(z − a)] in Q. Si noti che è
g(a) = f(a)4.
Invece del quadrato si puó usare un generico poligono regolare e procedere in modo analogo.
Cosı́ si ha la disuguaglianza di Lindelöf generale.

16 Una funzionef(x) si chiamaanalitica realein x0 se in un intorno dix0 essa è uguale a una
serie di potenze

∑∞
n=0 an(x − x0)

n. Questa è necessariamente la serie di Taylor dif in x0. Le
an saranno reali o complesse a seconda chef sia reale o complessa. Si intenda l’assex come
asse reale del piano complesso. Dimostrare i seguenti fatti:
a) f è analitica reale inx0 se e solo se essa è la traccia sui reali di una funzione olomorfa in un
disco di centrox0. (usare Cauchy Hadamard).
b) f è analitica reale in ogni punto dell’intervalloI se e solo se essa è la traccia di una funzione
olomorfa in un intorno diI in C (Usare il Teorema del prolungamento analitico).
c) Se laf di sopra è periodica di periodo2π anche la sua estensione olomorfa è periodica dello
stesso periodo.
d) Sef è analitica reale in tuttoR e 2π-periodica, allora la funzioneF sul cerchio|z| = 1
definita daF (eit) = f(t) si estende olomorfa a una corona circolare del tipo1/c < |z| < c con
c > 1. (usare b) e c)). Viceversa, seF è olomorfa in un intorno di|z| = 1, alloraf(t) = F (eit)
definisce una funzione analitica reale2π-periodica inR.
e) Siaf lipscitziana e2π-periodica suR cosicché la sua serie di Fourierf(t) = a0

2
+

∑∞
1 (an cos nt+

bn sin nt) converge uniformemente adf . I coefficienti sono

an =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos nt dt, per n ≥ 0, bn =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sinnt dt, pern ≥ 1.

Osservando che la serie si puó scrivere nella forma
∑∞

−∞ Aneint conA0 = a0, An = an−ibn

2
e

A−n = an+ibn

2
, n > 0, dimostrare chef(t) lipscitziana e2π-periodica inR è analitica reale se e

solo se i suoi coefficienti di Fourier soddisfano la diseguaglianza asintotica

|an| ≤ cn, |bn| ≤ cn, conc < 1.

f) f ∈ C∞(R) è analitica reale in tuttoR se e solo se, per ogni compattoK ⊂ R, c’è una
costanteC tale che siasupK |f (k)| ≤ Ckk! il che equivale asupK |f (k)| ≤ C(Ck)k (perché
k/(k!)1/k → e).
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g) Data unaf ∈ C∞(R), il raggio di convergenza della sua serie di Taylor inx è r(x) =
(lim(f (k)(x)/k!)1/k)−1. Esso puó essere positivo senza chef sia analitica reale inx, fare
un esempio. Tuttavia ser(x) > c > 0 per x in un intervallo, alloraf è analitica reale in
quell’intervallo, dimostrare.

Risposte
8:

∑
∞

0 2n/2 cos nπ
4 . 10:

∑
∞

0 (−1)n( a0

2n! + a1

(2n+1)! ) zn, R = ∞. 11: f(z) =
∑

∞

0
(−1)n

22n (n!)2 z2n è olomorfa in

C perché il raggio di convergenza è∞, infine zf ′′ + f ′ + zf è ≡ 0 in tutto C perché è ivi olomorfa e nulla in

un intorno di0 (prolungamento analitico).13: Solo sea = −m conm = 0, 1, 2, . . . e in tal casof(z) = zm.

Infatti sea > 0, f( 1
n ) = na → ∞ pern → ∞, quindif è discontinua in0. Perció deve esserea ≤ 0. Allora

z−a f(z)− 1 è nulla su{1/n} e quindi (prolungamento analitico)f(z) = za purché questa sia olomorfa vicino0.

za ha discontinuitàea2πi suR−, perció occorrea 2πi = k 2πi, k ∈ Z, cioèa ∈ Z. 14: Poniamog(z) = f(z)−w0

e siaR il raggio diD. D ⊃ f(A) significa|g| < R in A. w ∈ f(A) ∩ ∂D vuol direw = f(a) = g(a) + w0 con

a ∈ A e |g(a)| = R. Da questo, per il principio del massimo, seguea ∈ ∂A, quindiw ∈ f(∂A).



CHAPTER 9

Serie bilatere, Singolarit̀a

1. Lo sviluppo di Laurent

Abbiamo visto come il Teorema di Cauchy Hadamard a pag 91 identifica le funzioni olo-
morfe in un discoD di centroz0 con le serie di potenze centrate inz0 e convergenti inD.

La stessa cosa vogliamo fare adesso identificando le funzioni olomorfe in una coronaL =
{r < |z − z0| < R} = DR\Dr con le serie del tipo

Σ = · · · + a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)1

︸ ︷︷ ︸
Σ−

+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · ·︸ ︷︷ ︸

Σ+

che scriviamo nella forma
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n dette seriebilatereo di Laurent.

Σ+ si chiama parteregolaredi Σ perché rappresenta una funzione olomorfa vicinoz0 eΣ−

partesingolareperché non converge inz0. Anche si dicono, impropriamente, parte positiva e
negativa.
Si intende cheΣ è convergente se convergono separatamenteΣ+ eΣ−.

ConDR indichiamo al solito il disco{|z − z0| < R} e conΓR la sua frontiera.

Lo schema della situazione è questo:
(i) Sia dataΣ. Allora

{
Σ+ convergedentroil disco apertoDR,
Σ− convergefuori del disco chiusoDr,

doveR edr sono dati da

(108) R =
1

limn→∞|an|
1
n

, r = limn→∞|a−n|
1
n .

Ser < R allora, ovviamente,Σ converge nella corona

L = {r < |z − z0| < R} = DR\Dr.

r edR si chiamano rispettivamenteraggio di convergenza interno ed esternodi Σ.

105
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(ii) Sia assegnata invecef ∈ O(L). Supponiamo per ora chef è continua nella chiusuraL. La
formula di Cauchy dá

f(z) =
1

2πi

∫

ΓR

f(ζ)

ζ − z
dζ

︸ ︷︷ ︸
f+(z)

− 1

2πi

∫

Γr

f(ζ)

ζ − z
dζ

︸ ︷︷ ︸
f−(z)

.

Ebbene, dimostreremo che si ha{
f+ = Σ+,
−f− = Σ−,

dove i coefficienti diΣ = Σ+ + Σ− sono individuati daf tramite la

(109) an =
1

2πi

∫

Γρ

f(ζ) (ζ − z0)
−n−1 dζ, ∀n ∈ Z.

È la stessa espressione dei coefficienti di (102) a pag 93. Peró adesson puó assumere valori
negativi. Prima no.

Gran parte di tutto ció è già stato dimostrato. Riassumiamo e completiamo ora questa
questione con un enunciato preciso.

TEOREMA 1.1. (i) DataΣ, ser < R allora Σ converge uniformemente sui compatti a una
funzione olomorfa inL.
(ii) Viceversa, dataf olomorfa inL, si ha

(110) f(z) =
+∞∑

−∞
an(z − z0)

n, ∀z ∈ L,

e i coefficientian sono dati dalla(109), e non dipendono daρ ∈ (r, R).
(iii) Se inoltref è anche continua nella chiusuraL, allora si haf+ = Σ+ in DR e−f− = Σ−

in C\Dr.

Dimostrazione. (i) La convergenza diΣ+ in DR risulta dal Teorema di Cauchy Hadamard.
Quanto aΣ−, sostituendoviZ = 1/(z − z0) essa diventa

∑∞
n=1 a−nZ

n che, sempre per Cauchy
Hadamard, converge per|Z| < 1/limn→∞|a−n|1/n ad unag(Z) olomorfa. Ripristinando la
variabilez otteniamoΣ− = g( 1

z−z0
) che è olomorfa inC\Dr. Rimandiamo per ora (ii).

(iii) f− ef+ sono definite come gli integrali di Cauchy del Lemma 1.1 di pag92. Precisamente
f+ corrisponde ag+ per ρ = R e f− a g− per ρ = r. Usando il lemma abbiamo allora per
z ∈ L

f(z) =
∞∑

0

an(z − z0) +
∞∑

1

bn(z − z0)
n

con

an =
1

2πi

∫

ΓR

f(ζ) (ζ − z0)
−n−1 dζ, bn =

1

2πi

∫

Γr

f(ζ) (ζ − z0)
n−1 dζ.
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Osserviamo che entrambi gli integrandi sono olomorfi inL e quindi le integrazioni possono
essere spostate suΓρ conr < ρ < R.
Introducendo ora indici negativi col porrea−n = bn, (n = 1, 2, . . . ), otteniamo precisamente la
(110) con i coefficienti (109) come desideravamo.
(ii) È ora immediato. Fissatoz ∈ L, restringiamoL ma in modo che continui a contenerez,
scegliamo cioèr′ e R′ tali che siar < r′ < |z − z0| < R′ < R e applichiamo (iii) nella
corrispondente coronaL′. Questo è possibile perchéf è continua inL

′
. Otteniamo cosı́ nuova-

mente la (110) con i coefficienti (109). �

Esercizio Dimostrare che sef è olomorfa inL allora si haf−(∞) = 0.

2. Classificazione delle singolarit̀a

Se una funzionef è olomorfa in un intornoDε ≡ {|z − z0| < ε} di z0 ma non inz0 stesso
allora si dice chez0 è unasingolarità isolata perf .

Ad esempio le funzioni1/z e e1/z hanno una sigolarità isolata inz = 0.
Per ognir, 0 < r < ε, f è olomorfa nella coronar < |z − z0| < ε e otteniamo perció dalla

(110) a pagina 106

(111) f(z) =

∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n

e lean sono date dalla (109) con0 < ρ < ε.
La serie (111) si chiamasviluppo bilatero o di Laurentdi f vicino z0.

Ora, dal Teorema di Riemann 2.1 a pagina 96 segue chef non puó essere limitata vicinoz0.
Abbiamo dunque soltanto due tipi di singolarità:

• Sef(z0) = ∞, alloraz0 si chiamapolo o singolarit̀a polare.
• Selimz→z0 f(z) non esiste, alloraz0 è dettosingolarità essenziale.

La proposizione che segue mostra, tra l’altro, che ipoli sono precisamente quelle singolarità
isolate che hanno uno sviluppo di Laurent la cui parte singolare è tronca (ha solo un numero
finito di termini).

PROPOSIZIONE2.1. Siaz0 una singolarit̀a isolata dif .
Sono equivalenti i seguenti enunciati

• (i) z0 è un polo,
• (ii) 1

f
è olomorfa vicinoz0, nulla in z0,

• (iii) ∃ m ≥ 1 tale che(z − z0)
mf(z) sia olomorfa vicinoz0, non nulla inz0,

• (iv) ∃ m ≥ 1 tale che si abbiaf(z) =
∑∞

n=−m an(z − z0)
n, in un intorno diz0 e

a−m 6= 0.
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Dimostrazione. (i)⇒(ii). Da limz→z0 f(z) = ∞ segue|f | > c > 0 in Dδ\{z0} per
0 < δ ≪ 1.

In particolaref 6= 0 in Dδ\{z0} e dunque1/f è ivi olomorfa e limitata (|1/f | < 1/c). 1/f è
allora olomorfa inDδ per il Teorema di Riemann 2.1 a pagina 96. Si ha1

f
(z0) = limz→z0

1
f(z)

=
0.

(ii)⇒(iii). La (103) di pag 95 applicata a1
f

dá 1
f
(z) = (z − z0)

mu(z) vicino z0, conm ≥ 1

eu(z0) 6= 0. (z − z0)
mf(z) = 1/u(z) ha dunque le proprietá richieste.

(iii)⇒(iv). Sia
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n la serie di Laurent dif vicino z0.

Si ha

(z − z0)
mf(z) =

−m−1∑

n=−∞
an(z − z0)

n+m +

∞∑

n=−m

an(z − z0)
n+m

dove si è seperato le parti singolare e regolare della somma.
Poiché(z − z0)

mf(z) è olomorfa, la parte singolare deve annullarsi identicamente. Perció
a−m−1 = a−m−2 = · · · = 0 e la serie dif è dunque tronca a sinistra. Ponendo poi a primo
membroz = z0 questo non deve, per ipotesi, annullarsi mentre il secondo membro dá proprio
a−m. Dunquea−m 6= 0.

(iv)⇒(i). Vicino z0 si ha

f(z) =
1

(z − z0)m

∞∑

n=0

an−m(z − z0)
n.

Poiché la serie è continua inz0 dove valea−m 6= 0 em ≥ 1 otteniamof(z0) = ∞. �

Consideriamo ora una funzionef che sia olomorfa inA con l’eccezione d’un insiemeΣ di
singolarità isolate. SiaΩ ⊂⊂ A un un aperto la cui frontiera èC1 a tratti e non contiene nessun
punto diΣ.

Ω ∩ Σ è necessariamente un’insieme finito{z1, · · · zn}.
Se non vi fossero singolarità inΩ, si avrebbe

∫
∂Ω

fdz = 0.
La responsabilità della consistenza dell’integrale è dunque da attribuirsi al comportamento

di f nelle vicinanze dei puntiz1, · · · zn. Del resto, in accordo con l’esercizio 2.2 di pag 66,
l’integrale deve dipendere esclusivamente dai valori dif vicino alle singolarità contenute inΩ.

Il teorema che segue precisa in che modo questo fenomeno avviene.

DEFINIZIONE 2.1. Il residuodi f nella singolaritàz∗ è il coefficiente di 1
z−z∗

nello sviluppo
di Laurent dif in z∗.

Dunque seΓ = ∂∆ è un contorno che gira attorno alla sola singolaritàz∗ (cioè∆ ∩ Σ =
{z∗}) e non vi sono singolarità suΓ si ha

Resz∗f
def
= a−1 =

1

2πi

∫

∂∆

f(z)dz.
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Difatti esisteρ > 0 tale cheD(z∗, ρ) ⊂ ∆ e la (109) dáa−1 = 1
2πi

∫
∂D(z∗,ρ)

f(z)dz e dalla

formula di Green (58) applicata a∆\D(z∗, ρ) si ha
∫

∂∆
=

∫
∂D(z∗,ρ)

.
Si noti che Resz∗f non dipende dalla scelta dell’intorno∆ purché

∆ ∩ Σ = {z∗}.
Useremo talvolta la notazioneResfz∗ in luogo diResz∗f .

TEOREMA 2.1. (Teorema dei Residui).Nelle condizioni sopra precisate si ha

(112)
1

2πi

∫

∂Ω

f(z)dz =

n∑

k=1

Reszk
f.

Dimostrazione.Si scelgano intorni∆k di ciascunzk a due a due disgiunti come in figura.
f è olomorfa inΩ′ ≡ Ω\ ∪n

k=1 ∆k, che ha frontiera∂Ω′ = ∂Ω − ∑n
k=1 ∂∆k.

Per Green si ha0 =
∫

∂Ω′ fdz =
∫

∂Ω
fdz − ∑n

k=1

∫
∂∆k

fdz.
Per la definizione di residuo, la somma

∑n
1 è pari a2πi

∑n
k=1 Reszk

f . Questo dimostra la (112).
�

I residui sono spesso facili da calcolare.
Nel caso di un polo di moltelicitám si ha

(113) Resz0f =
1

(m − 1)!
g(m−1)(z0), con g(z) = (z − z0)

mf(z).

Difatti è

g(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + · · ·a−1(z − z0)
m−1 + a0(z − z0)

m + . . . ,

derivandom − 1 volte e ponendo poiz = z0 si ha la (113).
Se il polo è semplice otteniamo

(114) Resz0f = lim
z→z0

[(z − z0)f(z)].
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Sep e q sono polinomi primi tra loro ez0 è uno zero semplice diq, otteniamo infine

(115) Resz0

p

q
=

p(z0)

q′(z0)
.

Esercizio2.1. Siaa un polo semplice dif e γr l’arco {a + reiθ, 0 ≤ θ ≤ α}. Dimostrare
che si ha

lim
r→0

∫

γr

fdz = iαResaf.

(Scriveref(z) = g(z)/(z − a) cong(a) 6= 0 e passare a coordinate polari).

Si noti che il teorema dei residui include ovviamente la formula di Green (quando non vi
sono singolarità) ma anche quella di Cauchy. Infatti sef ∈ O(Ω) ∩ C0(Ω), ponendog(z) =
f(z)/(z − a), cona ∈ Ω, si haf(a) = Resag.

Esercizio2.2. SiaA un aperto limitato contenente0, con frontieraC1 a tratti.f eg olomorfe
in A, continue sulla chiusura. Supponiamo cheg non si annulli su∂A ed abbiaa1, · · · , an, tutti
6= 0, come unici zeri inA e che siano semplici. Siaf(0) = g(0), f(ak) = g′(ak). Calcolare

1

2πi

∫

∂A

f(z)

zg(z)
dz

in termini dia1, · · · , an.
Con i residui. Viene1 +

∑n
k=1

1
ak

.

3. Calcolo di integrali col metodo dei residui

3.1. Funzioni razionali e oscillanti smorzate.UNO

Niente di piú palloso che integrare funzioni razionali. Con i residui invece è una pacchia.
Per esempio

I =

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π

si puó calcolare cosı́.
Siaf(x) l’integrando. Integriamof(z)dz sul bordo del semidiscoSr = {|z| ≤ r, y ≥ 0}. Sia
Cr il semicerchio{|z| = r, y ≥ 0}. Ser > 1, Sr contiene il poloi di f dove questa ha residuo
1
2i

. Verificare. Il Teorema dei residui dá
∫ r

−r

f(x) dx +

∫

Cr

f(z) dz = 2πi Resif = π.

Ma |
∫

Cr
| ≤ πr 1

|r2−1| → 0 perr → ∞ e passando al limite abbiamo fatto.
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Esercizio Dimostrare questo fatto. SiaI =
∫ ∞
−∞ R(x) dx, doveR = p/q e i polinomip e q

non hanno zeri comuni e soddisfano le relazionigrado q ≥ grado p + 2 e q(x) 6= 0, perché
altrimentiI non esiste. Si ha

I = 2πi
∑

+
ResR,

dove
∑

+ indica che la somma è estesa ai soli poli con parte immaginaria positiva. Si procede
come nell’esercizio precedente.
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DUE

SeR = p/q è come sopra magrado q = grado p + 1, gli integrali

I1 =

∫ ∞

−∞
R(x) cos x dx, I2 =

∫ ∞

−∞
R(x) sin x dx

non esistono (dimostrare). Per dimostrare che i due integrali esistono in senso improprio e
calcolarli si applica il metodo precedente af(z) = R(z)eiz. Peró per provare|

∫
Cr

| → 0 si usa
il Lemma di Jordan 10 pag 72. Si ottieneI1 + iI2 = 2πi

∑
+Resf che dá gli integrali richiesti.

Esercizi Calcolare
∫ +∞

−∞

x sin x

x2 + 1
dx =

π

e
,

∫ +∞

−∞

x cos x

x2 − 2x + 10
dx =

π

3e3
(cos 1 − 3 sin 1).

TRE

Gli integrali I1 e I2 in DUE convergono anche seR ha poli semplici suR purché siano in punti
dove si annullacos x o sin x rispettivamente in modo che l’integrando resti continuo. Allora si
isolano questi poli con semidischetti di raggioε e poi si mandaε a 0 usando l’Esercizio 2.1 a
pag 110.

Per esempio per calcolare l’integrale improprio
∫ +∞

−∞

sin x

x
dx = π,

si ponef(z) = eiz/z e si integraf(z)dz sul bordo della semicorona{ε ≤ |z| ≤ r, y ≥ 0}.
Come prescrive l’esercizio citato, quandoε → 0, il semicerchietto interno dá un contributo
pari a−πi Res0f = π. Per il semicerchio superiore si applica Jordan come nell’esercizio
precedente. E qui è finito perché non ci sono altre singolarità.

Esercizi Calcolare

∫ +∞

−∞

sin x

x(x2 + 1)
dx = π (1 − 1/e),

∫ +∞

−∞

cos x − cos 2x

x2
dx = π.

QUATTRO

SiaR razionale in due variabili, continua quando queste varianoin [−1, 1]. Con la sostituzione
w = eiz si ha ∫ +∞

−∞
R(cos x, sin x) dx =

∫

|w|=1

R̃(w) dw

doveR̃ è un’altra funzione razionale e il secondo integrale si calcola con i residui. Ecco un
esempio

I =

∫ π

−π

1

a + sin x
dx =

2π√
a2 − 1

, a > 1.
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Si ha

I =

∫

|w|=1

1

a + w−w−1

2i

dw

iw
= 2

∫

|w|=1

1

w2 + 2iaw − 1
dw.

L’ultimo integrando ha due poli semplici:−i(a ±
√

a2 − 1) ma solo−i(a −
√

a2 − 1) è nel
disco|w| < 1 e lı́ il residuo è 1

2i
√

a2−1
. DunqueI = 2 · 2πi 1

2i
√

a2−1
.

Esercizi Calcolare∫ π

−π

1

5 + 3 cosx
dx =

π

2
,

∫ π

−π

1

2 + sin x
dx =

2π√
3
.

3.2. Funzioni di ex e simili. CINQUE

Come già detto, la formula di Green è, a modo suo, un caso particolare del Teorema dei residui.
Adesso la usiamo per il calcolo degli integrali di Fresnel che provengono dallo studio della
diffrazione. ∫ ∞

0

cos x2 =

∫ ∞

0

sin x2 =
1

2

√
π

2
.

Postof(z) = eiz2
, si applica Green af(z)dz al settore{|z| ≤ r, 0 ≤ y ≤ x}. Siaγr l’arco

{|z| = r, 0 ≤ y ≤ x}. Si ha
∫ r

0

eix2

dx = ei π
4

∫ r

0

e−x2

dx −
∫

γr

eiz2

dz.

Volendo passare al limite si stima
∫

γr
con la sostituzionez =

√
w (radice principale),w varia

nel semipiano superiore e si ha
∫

γr

eiz2

dz =

∫

Γ
r2

eiw

2
√

w
dw,

con Γr2 = {|w| = r2, ℑw ≥ 0} e questo va a zero per Jordan. Ora, non tutti sanno che∫ ∞
0

e−x2
dx =

√
π/2 1, ma noi sı́.

Perr → ∞ otteniamo gli integrali di questo Fresnel.

SEI

Simile è la situazione in cui si esprima l’integrale incognito mediante uno noto integrando su
due rette anziché su due semirette.

Esercizi
1 Dimostrare ∫ +∞

−∞
eibx−x2

=

∫ +∞

−∞
e−x2

cos(bx) =
√

π e−
b2

4 .

1(
∫

R
e−x2

dx)2 =
∫

R
e−x2

dx ·
∫

R
e−y2

dy =
∫

R2 e−x2
−y2

dxdy =
∫ 2π

0

∫ +∞

0
e−ρ2

ρ dρ dθ =

2π
∫ +∞

0 e−ρ2 dρ2

2 = −π[e−ρ2

]∞0 = π.
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(La prima eguaglianza segue dal fatto che la parte immaginaria del primo integrando è una
funzione dispari.) Consiglio: Usare la striscia0 ≤ y ≤ b/2.
2 Con lo stesso sistema dimostrare per0 < a < 1

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin πa
,

Usare il rettangolo{|x| ≤ r, 0 ≤ y ≤ 2π} badando al fatto che i due integrali sui tratti verticali
vanno a zero per ragioni diverse.
3 Dimostrare ∫ +∞

−∞

1

cosh x
dx = π.

Qui si integra zdz
cosh z

sul bordo del rettangolo di prima. Perr → ∞ i tratti verticali non con-
tribuiscono.

SETTE

Esercizio Ispirandosi all’esercizio precedente si provi che seR è razionale, senza poli sull’asse
reale, e seR(0) = R(+∞) = 0, allora

∫ +∞

−∞
R(ex) dx = −

∑′
Res f,

dovef(z) = zR(ez) e
∑′ indica la somma estesa ai soli poli contenuti in{0 < y < 2π}. Nelle

stesse ipotesi si possono calcolare per ricorrenza
∫ +∞

−∞
xm R(ex) dx, m = 0, 1, 2 . . . .

Esercizio Calcolare
∫ +∞

−∞

x

sinh x
dx =

π2

2
,

∫ +∞

−∞

x2

sinh2 x
dx =

π2

3

∫ +∞

−∞

1

(x2 + π2) cosh x
dx =

4

π
− 1.

3.3. Il metodo della fessura.OTTO

Calcoliamo ∫ +∞

0

1

(x2 + 1)(x + 1)
dx =

π

4

Si usa la discontinuità di2πi che halog z = log |z|+ i arg z quando si attraversaR+ scendendo,
con0 ≤ arg z < 2π. Scriviamolog(x − i0) − log x = 2πi, perx > 0.
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Siaf(x) l’integrando eg(z) = f(z) log z. Si integrag(z)dz sulla frontiera del disco{|z| ≤ r}
con una fessura come in figura. SiaFr la fessura. Si ha

∫

Fr

g(z) dz =

∫ 0

r

g(x− i0) dx +

∫ r

0

g(x) dx.

Dag(x − i0) − g(x) = 2πi f(x), perr ≫ 1 segue

−2πi

∫ r

0

f(x) dx +

∫

Cr

g(z) dz = 2πi
∑

Res g,

conCr = {|z| = r}. Poiché|
∫

Cr
| ≤ C/r, passando al limite si ottiene l’integrale.

Esercizio
Calcolare ∫ +∞

0

1

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
dx = log

2√
3
.

NOVE

SuR+ log2 z ha discontinuità−4πi log z + 4π2, verificare. Servirsene come sopra per provare
∫ ∞

0

log x

(x + 1)2
dx = 0 ,

∫ ∞

0

log x

x2 + 2x + 2
dx =

π

4
log 2

∫ ∞

0

log x

x2 + 9
dx =

π

6
log 3.

DIECI

SuR+ la funzionezc = ec log z ha discontinuità pari a(ec 2πi − 1) xc. Servirsene per provare che
per0 < c < 1 si ha ∫ ∞

0

xc

(1 + x)2
dx =

cπ

sin cπ
.

UNDICI
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Usando la determinazione della radice che è discontinua suR+ e la conseguente discontinuità
di

√
(z − 1)(2 − z) sul segmento(1, 2) (vedi Esercizio 19 pag 73), si dimostri che si ha

∫ 2

1

√
(x − 1)(2 − x)

x3
dx =

π

16
√

2
.

3.4. Impiego dei residui per sommare certe serie.Il Teorema dei residui permette lo
studio di serie talvolta difficili da trattare diversamentee di particolare interesse specie in Teoria
dei Numeri. Lo mostra per esempio la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE3.1. Sia f olomorfa inC all’infuori di un insieme finitoΠ di singolarità
non intere, ciòeΠ ∩ Z = ∅, e si abbia|f(z)| ≤ C/(1 + |z|2). Allora si ha

+∞∑

−∞
f(n) = −π

∑

a∈Π

cotπa Resaf.

Dimostrazione La serie converge perché è|f(n)| ≤ C/n2 per n 6= 0. Poniamog(z) =
f(z) cotπz, cosicchéResng = f(n)/π. Verificare. PerN edr grandi, il rettangoloR(N, r) =
{|x| ≤ N + 1

2
, |y| ≤ r} contiene tutte le singolarità dif . Dal Teorema dei residui si ha

IN
def
=

∫

∂R(N,r)

g(z) dz = 2πi


 1

π

∑

|n|≤N

f(n) +
∑

a∈Π

cotπa Resaf


 .

In particolare l’integrale non dipende dar perN, r ≫ 1.
Resta da provareIN → 0 perN → ∞.

Sui tratti orizzontali di∂R(N, r) si ha| cotπz| ≤ coth πr ≤ C per ≫ 1, nonché|f | ≤ C/r2.
Perció questi non contribuiscono al limite. PostoxN = π(N + 1

2
), dall’identitácot(±xN +

iπy) = ∓ tanhπy che il lettore è gentilmente pregato di verificare, si ha

IN = −
∫ +∞

−∞
[f(xN + iy) + f(−xN + iy)] tanh y dy + O.

O indica una quantitá che va a zero quandoN → ∞. Poiché|[ · ]| ≤ 2C/(1 + y2) che è
integrabile, per Lebesgue si puó passare al limite sotto l’integrale. Poiché è anche|[ · ]| ≤
2C/(1 + x2

N) che va a zero perN → ∞, IN → 0 come volevamo. �

DODICI

Esercizi
1 Dimostrare che pera 6= 0 si ha

+∞∑

−∞

1

n2 + a2
=

π

a
coth πa.
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Ricavarne
+∞∑

1

1

n2 + a2
=

πa coth πa − 1

2a2
.

Usandocoth z = 1
z

+ 1
3
z + . . . ricavare

∑∞
1

1
n2 = π2

6
.

2 Dimostrare che pera /∈ Z si ha

+∞∑

−∞

1

(n + a)2
=

π2

sin2 πa
.

TREDICI

Quello che si è fatto per le funzioni razionali inDUE e TRE vale in realtá, con le stesse di-
mostrazioni, per qualunque funzione olomorfa che abbia un comportamento analogo a quelle.
Mostriamolo perDUE.

Siaf olomorfa in un in un intorno del semipianoy ≥ 0 con eccezione di un insieme discreto
di singolarità nessuna delle quali sia sull’asse reale. Siano z1, · · · , zn quelle nel semipiano
superiore, ordinate in modo che sia|zn| ≤ |zn+1|.

Si abbia

lim
|z|→∞

y≥0

|zf(z)| = 0.

Allora si ha
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∞∑

n=1

Reszn
f.

Dimostrazione.Si integrafdz sulla frontiera[−r, r] − Γr del semidisco{|z| ≤ r, y ≥ 0}
(Γr è un semicerchio) evitando perr i valori |zn|.

Per le ipotesi fatte
∫
Γr

fdz → 0 perr → ∞. (Verificare). Dunque

∫ r

−r

fdz = 2πi
∑

|zk|<r

Reszk
f + O,

conO → 0 perR → ∞. Si passa al limite perr → ∞. �

Se ad esempio èf(x) = 1
ax2+bx+c

cona 6= 0, b, c reali eb2 − 4ac < 0, applicando la (115)

perz0 = −b+i
√

4ac−b2

2a
, otteniamo

∫ +∞
−∞

dx
ax2+bx+c

= π√
4ac−b2

.



118 INTEGRALI CON I RESIDUI

4. Trasformata di Laplace

Di frequente uso nelle applicazioni, specie in elettronica, la Trasformata di Laplace perme-
tte uno studio rapido di equazioni differenziali lineari ordinarie o a derivate parziali (del tipo
dell’equazione del calore) con dati iniziali. Daremo appena un cenno su questo metodo. Per
saperne di piú rimandiamo a qualche manuale di elettronica

A farsi trasformare sono funzionif : R → R, nulle in (−∞, 0), che abbiano al piú un
numero finito di discontinuità in ogni segmento, e soddisfacenti una disuguaglianza del tipo

(116) |f(t)| ≤ Cαeαt,

conα ∈ R.
L’estremo inferiore delleα per cui vale (116) si chiamaindicedi f . Lo spazio vettoriale delle
f che hanno indicea si indica conFa.

Si verifichi che, sef ∈ Fa ep è un polinomio, allorapf ∈ Fa, che sef è nulla in(−∞, 0)
e la derivatan-sima è inFa, alloraf ∈ Fa, si faccia anche un esempio dif ∈ Fa che non
soddisfa (116) cona al posto diα.

Definizione:
La Trasformata di Laplacedi f ∈ Fa è la seguente funzione della variabile complessa

z = x + iy

(117) f̃(z) =

∫ ∞

0

f(t) e−zt dt.

PROPOSIZIONE4.1. Per ogniα > a, l’integrale (117) converge assolutamente e uni-
formemente rispetto az nel semipiano destrox > α dove soddisfa

(118) |f̃(z)| ≤ Cα

x − α
,

per qualunqueα > a; è derivabile sotto il segno ẽf è olomorfa nel semipianox > a.

Dimostrazione. Perx > α la disuguaglianza (116) comporta che l’integrando in (117)è
maggiorato in modulo daCαe−(x−α)t. Ne segue l’integrabilità e la (118). Fissamo oraβ con
a < β < α. Sex > α, l’integrando e la sua derivata rispetto az sono maggiorati rispettivamente
da Cβe

−(α−β)t e t Cβe
−(α−β)t che sono integrabili in[0,∞) e indipendenti daz. Si applica

dunque il Teorema della convergenza dominata. Derivando sotto il segno rispetto āz si ottiene
l’olomorfia di f . �

Puó benissimo accadere chef̃ si estenda olomorfa a un aperto piú grande dix > a come
vedremo già nel prossimo esempio.

Esempi. 1) La funzione di HeavysideH è definita nulla in(−∞, 0), e uguale a1 nel resto di
R, dunqueH ∈ F0. Siamo perció nel semipianox > 0 e si haH̃(z) =

∫ ∞
0

e−zt dt = 1
z
, che è

olomorfa inC\{0}.
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Per semplificare la notazione,sempre intenderemo che alla funzione al disotto della tildaè
imposto il valore0 sulla semiretta(−∞, 0). Ad esempioc̃os t indica la trasformata di quella
funzione che è uguale acos t pert ≥ 0 e a0 pert < 0.

2) Calcoliamo la trasformata della funzionef(t) = tn, per t ≥ 0, = 0, per t < 0. Poiché
tn ∈ F0, dobbiamo lavorare nel semipianox > 0. Integrando per parti la (117) contn al posto
di f(t), poichéx > 0 abbiamot̃n = n

z
t̃n−1. Ma la funzione di Heavyside corrisponde an = 0.

Dunque si ha

t̃n =
n!

zn+1
.

La Trasformata di Laplace deve la sua popolarità al garbatocomportamento che ha rispetto
all’operazione di derivazione, la quale viene tramutata nella moltiplicazione per la variabile
indipendente, dando cosı́ l’illusione di ricondurre ardite equazioni differenziali ad equazioni
algebriche inoffensive. Difatti valgono le formule

(119) f̃ ′ (z) = −f(0) + zf̃(z),

(120) f̃ ′(z) = −t̃f(t)(z).

Piú precisamente si ha

PROPOSIZIONE4.2. Sef ′ ∈ Fa e f è nulla in(−∞, 0), allora vale la(119). Viceversa, se
f ∈ Fa, allora la derivata complessa della sua trasformataè la trasformata dit 7→ −tf(t).

Dimostrazione. Sia f ′ ∈ Fa. Abbiamo già visto che si haf ∈ Fa. Restiamo dunque nel
semipianox > a. Integrando per parti abbiamõf ′ (z) =

∫ ∞
0

f ′(t)e−ztdt = [f(t)e−zt]∞0 +

z
∫ ∞
0

f(t)e−ztdt = −f(0) + zf̃ (z), cioè la (119). Invece la (120) si ottiene derivando diretta-
mente la (117) sotto il segno. �

Naturalmente le (119) e (120), se iterate, dánno

(121) f̃ (n) (z) = znf̃(z) − f(0) zn−1 − f ′(0)zn−2 · · · − f (n−2)(0) z − f (n−1)(0),

(122) f̃ (n)(z) = (−1)n t̃nf(t)(z).

Il lettore puó ricavare di nuovo lãtn = n!
zn+1 per ricorrenza dãH(z) = 1

z
e dalla (119).

Esercizi
1. SiaZ ∈ C fissato. Si dimostri che si ha

ẽZt(z) =
1

z − Z
, x > X.

2. Metodo del ritardo. Sianof ∈ Fa e T ≥ 0 dati. Si consideri la funzionefT (t) =
f(t − T ) dettafunzione ritardata. Il grafico di fT si ottiene spostando a destra quello dif di
una lunghezza pari aT . In particolare èfT (t) = 0, pert < T . Si provi che si ha

f̃T (z) = e−Tz f̃(z).
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3. Funzioni periodiche.Siaf nulla in (−∞, 0), continua a tratti e periodica di periodoT > 0
in [0, +∞), f 0 sia la funzione uguale adf in [0, T ), nulla fuori di [0, T ). Provare che èf ∈ F0

e che si ha

f̃(z) =
f̃ 0(z)

1 − e−Tz
.

(Usare la relazionefT + f 0 = f dovuta alla periodicitá).

4. Si calcoli la trasformata dif(t) = sin ωt pert ≥ 0, = 0, pert < 0.
(Si puó usare l’esercizio 1, oppure osservare che daf ′′ = −ω2f , f(0) = 0, f ′(0) = ω segue
−ω + z2f̃(z) = −ω2f̃(z)). Stessa cosa per il coseno. Le due trasformate sonoω

z2+ω2 e z
z2+ω2 .

5. Si calcoli la trasformata della funzioneg uguale asin ωt in [0, π/ω], nulla altrimenti.
(Si puó usare il Teorema del ritardo osservando che, sef è la funzione dell’esercizio precedente,
si hag = f + fπ/ω). Vieneg̃(z) = ω

z2+ω2 (1 + e−
π
ω

z).

Applichiamo ora la Trasformata alla soluzione di qualche problema differenziale.
Un problema differenziale del tipoanf

(n) + . . . a1f
′ + a0f = g, f(0) = · · · = f (n−1)(0) =

0 viene ricondotto mediante le (121) e (122) a risolveref̃ = g̃/p con p(z) =
∑n

j=0 ajz
j ,

verificare. Per questo serve di saperantitrasformare.
C’è da trovare insomma laf che abbia per trasformata una funzioneu assegnata, olomorfa

in un semipiano destro e soddisfacente una condizione del tipo (118).

Ci limiteremo ad un caso molto semplice.

TEOREMA 4.1. Siau una funzione olomorfa in{|z| > R}, nulla all’infinito. Cioè del tipo

u(z) =

∞∑

n=1

cn

zn
,

con lim|cn|1/n ≤ R (vedi (i) pag 105).
u è la trasformata di Laplace di

(123) f(t) =
∞∑

n=1

cn

(n − 1)!
tn−1.

f è la restrizione aR+ di una funzione intera, ed ha indice≤ R.

Dimostrazione La funzione
∑N

n=1
cn

(n−1)!
ζn−1, ζ ∈ C, è intera perchélim |cn|1/n ≤ R e

lim((n − 1)!)1/n = ∞. f ne è la restrizione perζ = t ∈ R+.
Mostriamo ora che per ognir > R esiste un polinomiopr(t) tale che l’N-sima somma

parzialefN della serie che definiscef , e quindif stessa, soddisfi la diseguaglianza

|fN(t)| ≤ |pr(t)| + er|t|.
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Difatti, per le proprietá dellim, esisteν dipendente dar tale che si abbia|cn| ≤ rn pern ≥ ν.
Suddividiamo la somma che definiscefN cosı́:

∑N
1 =

∑ν
1 +

∑N
ν+1. La prima somma è il poli-

nomiopr mentre la seconda è maggiorata in modulo da
∑N

ν+1
rn

(n−1)!
|t|n−1 ≤ ∑∞

1
rn

(n−1)!
|t|n−1 =

rer|t|. Questo prova la diseguaglianza.
Poiché|pr(t)| + er|t| ha indicer (verificare) edr > R è arbitrario,f ha indice≤ R.

Resta da provareu = f̃ .
Abbiamo visto che, pern ≥ 1 si ha (n−1)!

zn =
∫ ∞

0
tn−1e−ztdt e dunque

N∑

n=1

cn

zn
=

∫ ∞

0

(

N∑

n=1

cn

(n − 1)!
tn−1)e−ztdt.

È sufficiente provare che, perz fissato conx > R, si puó effettuarelimN→∞ sotto l’integrale
perché la parentesi tonda èfN , e quindi tende adf , e il primo membro tende au(z).
Fissiamor conx > r > R. Dalla diseguaglianza che abbiamo dimostrato segue che l’integrando
è maggiorato in modulo da|pr(t)|e−xt + e−(x−r)t che è inL1 perchéx e x − r sono positivi, e
non dipende daN . Per il Teorema della convergenza dominata lo scambio tralimN→∞ e

∫ ∞
0

si
puó dunque effettuare. �

EsempioCerchiamof ∈ Fa tale che siãf(z) = u(z) ≡ 3z+1
z2−1

.
Integrando indz la relazioneu(z) zn = c1z

n−1 + · · · + cn−1z + cn + cn+1

z
+ · · · si hacn+1 =

Σ Residui(uzn) = 2 + (−1)n. Da (123) segue alloraf(t) =
∑∞

0
2+(−1)n

n!
tn = 2et + e−t, come

si puó verificare anche osservando che è3z+1
z2−1

= 2
z−1

+ 1
1+z

ed applicando l’esercizio 1.
Ma in queste situazioni conviene servirsi del fatto seguente

Osservazione4.1. Seu è olomorfa inC tranne un numero finito di singolarità aj e se si ha
u(∞) = 0, allora vale la semplice formula

f(t) = Σj Resaj
(u etz), t ≥ 0.

Difatti, sceltoR in modo che tutte leaj siano inDR, per le proprietá sopra viste di queste
serie, si haΣj Resaj

(u etz) = 1
2πi

∫
|z|=R

u(z)etzdz=

= 1
2πi

∑
n≥1 cn

∫
|z|=R

z−netzdz =
∑

n≥1
cn

(n−1)!
Dn−1

z (etz)z=0 =
∑

n≥1
cntn−1

(n−1)!
= f(t), per ogni

t ≥ 0. Quest’ultima deriva dalla (123).

Esercizi.
1. Dimostrare che nelle ipotesi dell’osservazione precedente si haf ∈ Fa, cona = sup(ℜaj).
2. Trovare la funzionef ∈ Fa che ha per trasformata 1

z(z−1)(z2+4)
e calcolare anchea. (f(t) =

−1
4

+ 1
5
et + 1

20
cos2t − 1

10
sin 2t pert ≥ 0, = 0 pert < 0, a = 1).

3. Trovare la funzionef ∈ Fa che ha per trasformata 1
(z2+1)2

. (1
2
t cos t − 1

2
sin t, a = 0).

4. Risolvere l’equazione differenzialef ′(t) + f(t) = e−t con la condizione inizialef(0) = 0,
usando la trasformata di Laplace.
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Soluzione: Passsando alle trasformate si hazf̃(z) + f̃(z) = 1
z+1

, dondef̃(z) = 1
(z+1)2

.

Dunquef(t) = Res−1
etz

(z+1)2
= (∂etz

∂z
)z=−1 = t e−t pert ≥ 0, = 0 pert < 0.

5. Risolvere l’equazione differenzialef ′′′(t) + f ′(t) = t con la condizione inizialef(0) = 0,
f ′(0) = −1, f ′′(0) = 0 usando la trasformata di Laplace.

Soluzione: Passsando alle trasformate si haz3f̃(z) + z + zf̃(z) = 1
z2 . Percióf(t) =

ΣRes[etz 1−z3

z3(z2+1)
] = 1

2
t2 − 1 + cos t − sin t.

6. Risolvere le seguenti equazioni differenziali con i datiiniziali indicati
f ′′ + 2f ′ − 3f = e−t, f(0) = 0, f ′(0) = 1. Sol. (3et − e−3t − 2e−t)/8.
f ′′′ + f ′′ = sin t, f(0) = f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0. Sol.2t + (e−t + cos t − sin t)/2.
f ′′ + f ′ = t, f(1) = f ′(1) = 1. (Porreg(t) = f(t + 1), trovareg e poi sostituire). Sol.
1 + (t − 1)2/2.

5. Funzioni meromorfe, Principio dell’argomento

Una funzione olomorfaf in un apertoA ⊂ C, con l’eccezione di un insieme discreto di poli
si chiamafunzione meromorfa.

Ad esempio, poiché gli zeri di una funzione olomorfah 6= 0 formano un insieme discreto,
se ancheg è olomorfa inA, allorag/h è una funzione meromorfa inA.

Anzi, si puó dinostrare che ogni funzione meromorfa in un aperto è di questo tipo.
Sef è meromorfa allora tale è anche1/f (dimostrare). L’insieme delle funzioni meromorfe

è uncorpo(o campo) mentreO(A) è solo un anello. Si dimostri che anchef ′ è meromorfa ed
ha gli stessi poli dif .
Si puó attribuire adf il valore∞ nei poli. Alloraf(a) = ∞ significa chea è un polo dif .

Poli e zeri di una funzione meromorfa possono essere infinitiperché possono accumularsi
all’∞ o alla frontiera diA.
Ad esempio1/ sin z è meromorfa inC ma ha infiniti poli.sin z/zn ha infiniti zeri e un solo polo
in 0 d’ordinen − 1, sen > 1. Sen = 1 è olomorfa. (Dimostrare).

Per quanto si è detto anchef ′/f è meromorfa e visto che in un aperto dovef ha un logar-
itmo, la derivata di questo èf ′/f , è ragionevole che questa funzione si chiamiderivata logarit-
micadi f .

La seguente proposizione mostra come lo studio dif ′/f dia informazioni sulle singolarità
di f .

PROPOSIZIONE 5.1. Sia f è meromorfa. (i) I poli di f ′/f sono tutti semplici e il loro
insieme coincide con quello dei poli e degli zeri dif ,
(ii) Sea è uno zero d’ordinem perf , allora f ′/f ha un polo ina con residuom,
(iii) Sea è un polo d’ordinem perf , allora f ′/f ha un polo ina con residuo−m.

Dimostrazione.Useremo costantemente la Proposizione 2.1 a pag. 107 e la Proposizione 2.1 a
pag.95.

Ogni polo dif ′/f è o uno zero o un polo dif perché dovef 6= 0 e f è olomorfa, anche
f ′/f è olomorfa.
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Useremo l’identitá(gh)′

gh
= g′

g
+ h′

h
. Per semplicitá supponiamoa = 0. Nel caso (ii) si ha

f = zmu con u(0) 6= 0. Dunquef ′/f = m/z + u′/u. u′/u è olomorfa perchéu(0) 6= 0 e
dunquef ′/f ha un polo semplice in0 con residuom. Perfettamente analogo è il caso (iii) ma
con−m al posto dim. �

Poli, zeri e derivata logaritmica sono legati dalla relazione che ora stabiliamo.

Siaf meromorfa inA, la frontiera diΩ ⊂⊂ A siaC1 a tratti e non contenga né zeri né poli di
f .

Gli zeri di f in Ω sianoa1, . . . , an di molteplicitá rispettivem1, . . .mn e i poli in Ω siano
inveceb1, . . . , bp, di molteplicitá rispettiveµ1, . . . µp, cosicché, tenendo conto delle molteplicitá,
gli zeri sono in numero diN =

∑n
j=1 mj e i poli in numero diP =

∑p
h=1 µh.

TEOREMA 5.1. (Principio del’Argomento.)Si ha

(124)
1

2πi

∫

∂Ω

df

f
= N − P.

Dimostrazione.Dalla proposizione precedente abbiamomj = Resaj

f ′

f
, −µh = Resbh

f ′

f
. Ap-

plicando il Teorema dei residui af ′/f abbiamo allora

1

2πi

∫

∂Ω

df

f
=

n∑

j=1

mj −
p∑

h=1

µh = N − P.

�

Nel caso in cui la frontiera diΩ consti di un solo contornoΓ, il significato geometrico
d questo teorema è chiarito dal concetto di indice d’avvolgimento (60) pag.68:N − P è il
numero di giri (con segno) che compief(z) attorno a0 mentrez percorre una voltaΓ in verso
positivo.
Per esempio nel caso in cuif sia olomorfa (dunqueP = 0) in un apertoΩ limitato da un solo
contornoΓ, continua fin suΓ. Sef non assume il valorea su Γ allora possiamo dire cheil
numeroN(a) delle soluzioni dell’equazione

f(z) = a, z ∈ Ω

è pari al numero di giri che compief(z) attorno ada quandoz fa un giro diΓ.
Cioè

N(a) =
1

2πi

∫

∂A

df

f − a
= nfΓ(a).

Lasciamo al lettore di dimostrare che nel teorema precedente ci si puó liberare dell’apertoA.
Basta supporref ∈ O(Ω) ∩ C0(Ω) e restringere poi di pocoΩ in modo da ricondursi al caso
già dimostrato.̀E un procedimento già usato mille volte in questi appunti.
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Esercizio5.1. Una funzioneu meromorfa inC che ha limite non nullo all’∞ (u(∞) 6= 0 e
6= ∞), ha lo stesso numero di zeri e di poli.
Consiglio. Per|z| > R, conR ≫ 1, si ha|u(z) − u(∞)| < |u(∞)|/2. DunqueuΓR non puó
girare attorno all’origine. Del resto zeri e poli sono tuttiall’interno diΓR.

Esercizio5.2. Siaf meromorfa in un aperto limitato, con frontieraC1 a trattiA, sia continua
fin su ∂A ed abbiam poli in A. Sia a un numero complesso che soddisfa|a| > sup∂A |f |.
Dimostrare che la funzione meromorfaf − a ham zeri inA.



CHAPTER 10

Geometria delle funzioni olomorfe.

I risultati del paragrafo 5 che collegano la risolubilità di una equazionef(z) = a a proprietá
topologiche dif , possono permettere di deformare laf pur mantenendo immutatoN(a), per
riportarsi ad un’equazione piú conveniente.

Per quanto visto, il numero delle soluzioni resta invariato.
Di questo metodo topologico, dettotecnica d’omotopia, è un esempio il prossimo teorema.

Un’Omotopia di funzioni olomorfe inA è una famiglia continuaft, t ∈ [0, 1], di funzioni
ft ∈ O(A). Dunque l’applicazione(z, t) 7→ ft(z), da[0, 1] × A aC, è supposta continua.

Supponiamo che per nessunt ∈ [0, 1] il punto a appartenga aft∂Ω. Cosicché le curve
f0∂Ω e f1∂Ω sono omotope inA\{a}. Per l’invarianza omotopica dell’indice d’avvolgimento
stabilita con l’Osservazione 3.1 a pag 68 (ii), e per quanto visto appunto in 5, possiamo dunque
enunciare il seguente

TEOREMA 0.2. (Teorema d’omotopia.)L’apertoΩ ⊂⊂ A abbia frontieraC1 a tratti. Sia
ft, t ∈ [0, 1], un’omotopia di funzioni olomorfe inA come sopra precisato.

Sea /∈ ft∂Ω, ∀t ∈ [0, 1], allora le due equazioni

f0(z) = a, f1(z) = a

hanno lo stesso numero di soluzioni inΩ.

Esercizio0.3. Siaw = f(z) olomorfa inA, continua inA, e siaa(t) una curva continua nel
pianow che non incontra∂A. Allora le equazionif(z) = a(0) e f(z) = a(1) hanno lo stesso
numero di soluzioni. (Applicare il teorema precedente aft = f − a(t)).

Mediante il Teorema d’omotopia si puó dimostrare di nuovo il Teorema fondamentale dell’Algebra
ottenendo anche immediatamente l’esistenza din radici per un polinomio di gradon, senza far
ricorso al Teorema di Ruffini.
Si puó pensare a un polinomio del tipop(z) = zn + q(z) doveq ha grado< n.

Poiché

lim
|z|→∞

|q(z)|
|z|n = 0,

si ha|q(z)| < 1
2
|z|n per|z| ≥ R, se si sceglieR ≫ 1.

Applichiamo il Teorema d’omotopia nel discoDR ≡ {|z| < R} a pt(z) = zn + tq(z),
osservando che, per|z| = R, si ha|pt(z)| ≥ Rn − |q(z)| ≥ 1

2
Rn > 0.

Si ha dunque0 /∈ ptΓR, ∀t ∈ [0, 1]. Siamo perció nelle ipotesi del Teorema d’omotopia.

125
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Poichép0(z) ≡ zn = 0 han soluzioni, allora anchep1(z) ≡ p(z) = 0 ne han. �

Un altro utile strumento fornito dal Teorema d’omotopia è il seguente teorema.

TEOREMA 0.3. (Teorema di Rouché )SianoA e Ω come nel teorema precedente,g ed h
siano olomorfe inA e si abbia|g| > |h| su∂Ω. Allora g eg + h hanno lo stesso numero di zeri
in Ω.

Dimostrazione.ft(z)
def
= g(z) + th(z) non si annulla perz ∈ ∂Ω e t ∈ [0, 1] perchéft = 0 ⇒

|g| = t|h| ≤ |h|.
Concludiamo che si ha0 /∈ ft∂Ω, ∀t ∈ [0, 1]. Per il Teorema d’omotopiaf0 = g e

f1 = g + h hanno lo stesso numero di zeri inΩ. �

Esempio0.1. Le cinque radici del polinomiop(z) = z5 + 15z + 1 hanno modulo< 2 ma
una sola di esse ha modulo< 1.

Difatti, per |z| = 2 si ha|15z + 1| ≤ 31, |z|5 = 32 percióp(z) = (z5) + (15z + 1) ha in
|z| < 2 lo stesso numero di radici diz5 e quindi tutte le radici dip hanno modulo< 2.

Una sola di esse ha modulo< 1. Difatti, per |z| = 1 è |15z| = 15, |z5 + 1| ≤ 2 allora
p(z) = (15z) + (z5 + 1) ha, per|z| < 1, tante radici quante ne ha15z, cioè una.

Osservazione. Al teorema di omotopia e a quello di Rouché si puó dare una formulazione
piú semplice e generale usando il fatto che per ogni compatto K ⊂ A, esiste un apertoΩ con
frontieraC1 a tratti tale cheK ⊂ Ω ⊂⊂ A, cioè l’esercizio 1.1 a pag 61. Il Teorema d’omotopia
diventa:
SeA è limitato, left sono inO(A) ∩ C0(A), ft(z) è continua per(z, t) ∈ A × [0, 1] e ft non
si annulla in nessun punto di∂A per nessunt ∈ [0, 1], allora f0(z) = a e f1(z) = a hanno lo
stesso numero di soluzioni inA.

Invece il Teorema di Rouché diventa:SeA è limitato,g edh sono inO(A) ∩C0(A) e si ha
|g| > |h| su∂A, allora g e g + h hanno lo stesso numero di zeri inA. In entrambi i casi non
importa come è fatta la frontiera diA.

Lasciamo al lettore di perfezionare i due teoremi in questo modo.

Un’applicazione di un certo rilievo del Teorema di Rouché `e il prossimo Teorema. Con
esso si intende evidenziare che la collocazione e l’esistenza degli zeri di una funzione olomorfa
dipende con continuità dalla funzione stessa.

Questo non accade nel caso reale: per esempio le funzionix2 +y2 +1/n tendono uniforme-
mente ax2 + y2 ma questa ha uno zero mentre quelle no.
Invece nel caso olomorfo questo non puó accadere a meno che la funzione limite non sia iden-
ticamente nulla come nel casofn = 1/n.

TEOREMA 0.4. (Hurwitz) Sia fn una successione di funzioni olomorfe nello apertoA,
convergente uniformemente sui compatti af ∈ O(A) non identicamente nulla. Sef si annulla
in un puntoa ∈ A allora, per ogniε > 0, fn si annulla in un punto di|z − a| < ε pern ≫ 1.
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Dimostrazionea è necessariamente uno zero isolato dif . Dunquef(z) 6= 0 per0 < |z−a| < ε,
conε > 0 abbastanza piccolo. Pertantom ≡ min|z−a|=ε |f | > 0. Ma fn → f uniformemente
in {|z − a| = ε}, quindimax|z−a|=ε |fn − f | < m pern ≫ 1. Applichiamo Rouché alle due
funzionif ef − fn. In {|z − a| = ε} è |f | ≥ m > |fn − f | e dunquefn = f + (fn − f) edf
hanno lo stesso numero di zeri in|z − a| < ε. �

Esercizio Sia A connesso eO(A) ∋ gn → g uniformemente sui compatti. Se legn sono
iniettive allora ancheg è iniettiva oppure costante. Usare Hurwitz.

Mediante il Teorema di Rouché si puó dare una descrizione completa del comportamento
locale di una funzione olomorfa.

TEOREMA 0.5. Siaa un punto dell’apertoA nel qualef è olomorfa ed ha molteplicitá m.
Siab = f(a) la sua immagine. I puntia e b sono centri di dischiD ⊂ A eD′ ⊂ fA con queste
proprietá:

• (i) Il valore b nonè assunto daf in punti diD diversi daa.
• (ii) Ogni valorew ∈ D′ diverso dab è assunto inD esattamente inm punti distinti,

con molteplicit́a 1.

Dimostrazione.Possiamo supporreb = 0. Per la (103) a pagina 95 abbiamo

(125) f(z) = (z − a)m u(z),

conu ∈ O(A), u(a) 6= 0 em ≥ 1.
Dobbiamo scegliere opportunamente i raggir di D eR di D′.

Poichéu è continua e gli zeri dif ′ sono isolati, possiamo sceglierer > 0 tale che inD si
abbia|u(z)| > |u(a)|/2 ef ′ 6= 0 in D\{a}.

PoniamoR = rm |u(a)|
2

.
(i) segue immediatamente dalla (125) perché èu 6= 0 in D.
Perz ∈ ∂D ew ∈ D′\{0} si ha|f(z)| ≥ rn |u(a)|

2
= R > | − w|. Applicando il Teorema di

Rouché af(z) e alla funzione costante−w, concludiamo chef(z) − w e f(z) hanno lo stesso
numero di zeri inD e poichéf(z) ha solo uno zerom-plo, f(z) − w ham zeri.

Questi ultimi sono semplici perchéf ′ 6= 0 in D\{a} e pertanto essi son in numero dim. �

COROLLARIO 0.1. Le funzioni olomorfe mandano aperti in aperti.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema precedente. Infatti ognib = f(a) ∈ fA
è centro di un discoD′ ⊂ fA. �

1. Esercizi

1 Dire quante soluzioni ha l’equazione

f(z) = z3 + 3z +
1

2
+

1

z
= 0



128 GEOMETRIA DELLE FUNZIONI OLOMORFE

in ciascuna delle coronen ≤ |z| < n + 1.
Soluzione g(z) = zf(z) non si annulla in0, e in C\{0} è z 6= 0. Quindi f = 0 ha tante
soluzioni quante ne hag(z) = z4 + 3z2 + z

2
+ 1 = 0. Per|z| = 2 dominaz4. Quindi le quattro

radici sono in|z| < 2. Per|z| = 1 domina3z2. Dunque due delle quattro radici sono in|z| < 1.

2 Dire quante soluzioni con parte reale positiva ha l’equazione

p(z) = z7 − 2z + 5 = 0.

SoluzionePerR ≫ 1 il semidiscoSR = {|z| ≤ R, x ≥ 0} contiene tutte le radici con parte
reale positiva. Si applica il principio dell’argomento ap in questo semidisco, mandando poiR
all’infinito. Il numero cercato è pari al numero di giri compiuto daw = p(z) mentrez percorre
∂SR. Lungo il segmento abbiamow = 5 − i(t7 + 2t) e t va da+∞ a−∞. La retta verticale
ℜw = 5 è dunque percorsa in senso ascendente è fa perció1/2 giro attorno a0. Lungo il
semicerchio èw = R7ei7t − 2Reit + 5, −π/2 ≤ t ≤ π/2. SeR ≫ 1 questa è omotopa a
w = R7ei7t che fa7/2 giri. In conclusione le radici cercate sono in numero di1/2 + 7/2 = 4.

3 Dire quante soluzioni con parte reale positiva ha l’equazione

z = r − e−z, r > 1

e dire quante di esse sono reali.
SoluzioneProcedendo come prima, si applica il Teoreme di Rouché nel semidiscoSR = {|z| ≤
R, x ≥ 0} alle due funzioniz−r ee−z. Su∂SR è |z−r| ≥ r seR > 2r. Invece sul semicerchio
è |e−z| = e−xe−R cos θ ≤ 1 < r, perché|θ| ≤ π

2
, e sul tratto verticale|e−z| = e−iy = 1 < r.

Dunque|z−r| > |e−z| su∂SR. Le soluzioni cercate sono allora tante quante quelle diz−r = 0
cioè una. Chiamiamolaa. Poichéa − r + e−a = a − r + e−a = 0, anchea è soluzione con
ℜa > 0. Dovendocene essere una sola si haa = a, cioèa ∈ R. C’è dunque una sola soluzione
con parte reale positiva ed essa è reale.



CHAPTER 11

L’operatore di Laplace

1. Funzioni armoniche

1.1. Generalit́a. Sianou una funzione reale,C1 in un apertoΩ ⊂ Rn, A ⊂⊂ Ω un aperto
liscio, ν il versore normale alla frontiera∂A in un suo puntop, uscente daA.

La derivata direzionale

uν = gradu · ν

in p rappresenta la voglia di crescere che hau(x) quandox esce daA passando perp. La media
su∂A di questa voglia è

(126)
1

mis ∂A

∫
(gradu · ν) dσ.

Armoniche sono quelle funzioniu per le quali questavoglia mediaè zero per ogniA del tipo
considerato.

Ci aspettiamo che queste funzioni non possano assumere un massimo relativo in alcun punto
a di Ω perché lı́ vicinou(x) avrebbe voglia di calare quandox si allontana daa in qualunque
direzione e dunque l’integrale (126) sarebbe< 0 se esteso a una sferetta centrata ina. Lo stesso
per i minimi. Ma questa non è una dimostrazione.

Seu è C2 l’integrale (126) si puó trasformare in un integrale esteso adA mediante il Teo-
rema della Divergenza: poniamo∆u = div (gradu) cioè

∆u = ux1x1 + · · · + uxnxn
.

129
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La condizione di armonicitá diventa allora
∫

A
∆u dx1 · · ·dxn = 0 per ogniA del nostro tipo, e

dunque

(127) ∆u = 0

in tuttoΩ.

Definizione:u dicesiarmonicase èC2 e soddisfa l’equazione differenziale (127).L’equazione

(127) si chiameequazione di Laplace, e l’operatore∆ Laplaciano.

Veniamo ora al caso di due variabili identificandoR2 con C, cosicché si ha∆u = uxx +
uyy = 4uzz̄, verificare la seconda eguaglianza.
Pertantou è armonica se e solo seuz è olomorfa. Ne deriva che

Una funzione armonica noǹe soltantoC2 ma addiritturaC∞

perchéux/2 e−uy/2, in quanto parti reale e immaginaria diuz, sonoC∞.
Inoltre

Seu è armonica ef è olomorfa, allora ancheu ◦ f è armonica.
Difatti, ricordando che si ha(g)z = gz̄, abbiamo(u ◦ f)z = uzfz + uz̄(f)z = uzf

′ che è il
prodotto di due funzioni olomorfe.

Siav un’altra funzione realeC2. La condizione cheu + iv sia una funzione olomorfa è data
dall’equazione di Cauchy-Riemann

(CR)

{
ux = vy

uy = −vx
.

Derivando la prima rispetto adx, la seconda rispetto ay e sommando otteniamo cheu è armon-
ica. Lo stesso perv. Due funzioni armoniche legate da (CR) si dicono coniugate.Peró sev è
coniugata diu, allorau è coniugata non div ma di−v. Insomma, dire chev è coniugata diu è
come dire cheu + iv è olomorfa. SeΩ è connesso allora due coniugate di una stessa funzione
differiscono per una costante (verificare). In tutti i modi abbiamo:

Parti reale e immaginaria di una funzione olomorfa sono armoniche coniugate.

Peru ∈ C1 definiamo

dcu = −uy dx + ux dy =
1

i
(uz dz − uz̄ dz̄)

(verificare la seconda uguaglianza), cosicché (CR) è equivalente a

(CR)′ dcu = dv.

Quindi, datau ∈ C2(Ω), abbiamo

(128)
dcu chiusa ⇔ u armonica
dcu esatta ⇔ u= p. reale di f. olomorfa.
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La prima deriva dal fatto che, seα eβ sonoC1, αdx + βdy è chiusa se e solo seαy = βx, e la
seconda da(CR)′.
Da (128) si possono ricavare un sacco di cose. Ecco intanto laprima.

Ogni funzione armonica in un aperto semplicemente connessoΩ ha un’armonica coniugata in
Ω, cioè essàe la parte reale di una funzione olomorfa.

Difatti la semplice connessione permette di affermaredcu chiusa ⇒ dcu esatta.
Eccone un’altra:

1.2. Principio del minimax. Seu è armonica inΩ connesso e c’è un puntoa ∈ Ω tale da
aversiu ≤ u(a) (oppureu ≥ u(a)) in un intorno dia, allora u è costante.

Come nel caso delle funzioni olomorfe questo si puó enunciare anche cosı́:
SeΩ è connesso e limitato eu, oltre che armonica e non costante inΩ è anche continua inΩ,
allora maxΩ u eminΩ u sono assunti solo alla frontiera∂Ω.

Dimostri il lettore l’equivalenza di questi due ultimi enunciati e anche questo fatto: ”SeΩ
è connesso allora per ognia e b in Ω, c’è un apertoA ⊂ Ω semplicemente connesso che li
contiene entrambi” (congiungerea e b con un cammino e poi incicciottirlo poco poco).

Dimostrazione del minimax.Proviamo solo il primo enunciato. Basta occuparsi del solo caso
’≤’ perché tanto anche−u è armonica.
Scelgob ∈ Ω arbitrario. Devo dimostrare che seu ≤ u(a) vicino ada, allorau(a) = u(b).
Prendiamo un aperto semplicemente connessoA ⊂ Ω che contiene siaa cheb. Per quanto visto
nel precedente paragrafo, inA ho u = ℜf , conf ∈ O(A). Per ogniz in un intorno dia ho
|ef(z)| = eu(z) ≤ eu(a) = |ef(a)|. Per il principio del massimo modulo applicato aef ∈ O(A) ho
cheef è costante inA, e quindif è costante (mod2πi), perció è costante perché è continua ed
A è connesso. Ne segueu(a) = ℜf(a) = ℜf(b) = u(b) come volevasi. �

Teorema della media per le funzioni armoniche.
Lasciamo al lettore di dimostrare il seguente fatto:

Seu è armonica nel disco di centroa e raggioR, allora per ogni0 < r < R si ha

u(a) =
1

2πr

∫ 2π

0

u(a + reiθ) dθ =
1

πr2

∫

|z−a|<r

u(z) dx dy.

(basta usare la semplice connessione del disco e poi il Teorema della media per le funzioni
olomorfe).

La regolaritàC∞ delle funzioni armoniche, come anche il minimax e il teoremadella media
sono validi in qualunque dimensione. Interessante è il fatto che il Teorema della mediacarat-
terizzale funzioni armoniche, cioè: seu è continua inΩ ⊂ Rn e la media diu su ogni sfera (o,
a scelta, ogni palla) contenuta inΩ, è uguale al valore diu nel centro, allorau è armonica inΩ.
Non solo, mi voglio rovinare, si puó rinunciare perfino allacontinuità e supporre cheu siaL1

loc

(cioè misurabile e
∫

K
|u| < +∞, ∀K ⊂ Ω compatto).

Invece dimostriamo, come promesso, questo fatto:
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Se ogni funzione armonica inΩ è la parte reale di una funzione olomorfa inΩ, allora Ω è
semplicemente connesso.

Dimostrazione.Supponiamo cheΩ abbia un bucoB. Per la (128) basterá trovare unau ∈
C2(Ω) tale chedcu sia chiusa ma non esatta inΩ. Per comoditá supponiamo che lo zero stia nel
buco. Allora scegliamou = Log|z|2. Questa va bene perchè si ha

dc(Log|z|2) = 2 dθ

che è chiusa. L’ultima relazione si ottiene sostituendou = |z|2 e dz = z
|z|d|z| + iz dθ nella

seconda espressione didcu. Ció dádc|z|2 = 2 |z|2 dθ. Inoltre, per ipotesi,Ω contiene un
contornoΓ che gira attorno a0 perché0 sta in un buco. Perció

∫
Γ
d θ = 2π 6= 0. Pertantodθ,

che sappiamo essere chiusa in tuttoC\{0}, non è esatta inΩ. �

2. Formula di Poisson, problema di Dirichlet per∆

Adesso troveremo una formula (Formula di Poisson) che esprime una funzione armonica
nel discoD continua fino al bordoΓ mediante un integrale che coinvolge soltanto la traccia
suΓ della funzione. Successivamente proveremo (Teorema di Schwartz) che, viceversa, intro-
ducendo in quell’integrale una funzione continua suΓ, lui produce una funzione che è armonica
in D e suΓ coincide con la funzione assegnata in origine.

Per comoditá ci riferiremo al disco unitarioD = {|z| < 1}. Useremo gli automorfismi di
D. Fissiamoz ∈ D e prendiamo un automorfismow = T (ζ) che mandiz in 0:

T (ζ) =
ζ − z

1 − z̄ζ
.

Ricordiamo cheT manda il cerchio unitario in se stesso. Siaζ = S(w) il suo inverso, dunque
S(0) = z . u ◦ S è armonica perchéS è olomorfa. Dal teorema della media delle funzioni
armoniche applicato au ◦ S abbiamo

u(z) = (u ◦ S)(0) =
1

2π

∫

Γ

(u ◦ S)(w)
dw

iw
=

1

2π

∫

Γ

u(ζ)

(
T ′(ζ)

T (ζ)
ζ

)
dθ.

L’ultima uguaglianza è ottenuta con la sostituzionew = T (ζ) nell’integrale, e poi si è posto
ζ = eiθ e quindidθ = dζ

iζ
, verificare. Dall’espressione diT si ha allora con un facile calcolo la

Formula di Poisson

(129) u(z) =
1 − |z|2

2π

∫ 2π

0

u(ζ)

|ζ − z|2 dθ =
1

2π

∫ 2π

0

ℜ
(

ζ + z

ζ − z

)
u(ζ) dθ, ζ = eiθ

(verificare che si haℜ ζ+z
ζ−z

= 1−|z|2
|ζ−z|2 , per|ζ | = 1, vedi esercizio 2 pag 58).



FORMULA DI POISSON 133

Lasciamo al lettore di dimostrare che con un’omotetiaz 7→ Rz si ottiene l’analoga formula
per il disco di raggioR che è

u(z) =
R2 − |z|2

2πR

∫ 2π

0

1

|ζ − z|2 u(ζ) dθ, ζ = Reiθ.

Ricordiamo che l’integrale di Poisson (129) coinvolge soltanto i valori diu sulla circonferenza.
La formula di Poisson si puó rovesciare. Questo è il senso del seguente fondamentale teorema.

TEOREMA 2.1. (di Schwartz)Ogni funzione continua sulla circonferenzaΓ è la traccia di
una funzione chèe armonica inD e continua sulla chiusuraD = D ∪ Γ.

Dimostrazione Se ϕ ∈ C0(Γ) indica la funzione data, allora per la formula di Poisson la
funzione armonica corrispondente deve essere

(130) u(z) =
1 − |z|2

2π

∫ 2π

0

ϕ(ζ)

|ζ − z|2 dθ =
1

2π

∫ 2π

0

ℜζ + z

ζ − z
ϕ(ζ) dθ, ζ = eiθ

che è armonica perché parte reale di

(131) f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

ζ + z

ζ − z
ϕ(ζ) dθ, ζ = eiθ,

la quale è visibilmente olomorfa (derivaref rispetto az̄ sotto il segno come già fatto cento
volte). Resta dunque soltanto da verificarne il valore al bordo e cioè cheu(z) tende aϕ(z0)
quandoD ∋ z → z0 ∈ Γ. Fissiamo dunquez0 ∈ Γ.

Mostriamo prima che non è restrittivo supporre che la funzione data suΓ si annulli inz0.
Supponiamo allora di aver provato il teorema per questo tipodi funzioni e indichiamo conPϕ(z)
il secondo membro di (130) cosicchéPϕ1+ϕ2 = Pϕ1 + Pϕ2 . Inoltre, sec è una costante, essendo
essa armonica, Poisson dáPc = c. Poichéϕ(z) − ϕ(z0) si annulla inz0, per ipotesi quando
z → z0, Pϕ−ϕ(z0) → 0. Ma alloraPϕ = Pϕ−ϕ(z0) + ϕ(z0) → 0 + ϕ(z0) = ϕ(z0). Siamo ora
autorizzati a porreϕ(z0) = 0

Fissiamoε > 0. Proveremo che il limite in questione è in modulo< ε. Per la continuità di
ϕ esisteδ > 0 tale che sia|ϕ(ζ)| < ε se|ζ − z0| < δ. Decomponiamou cosı̀:

u(z) =
1

2π

∫

|ζ−z0|<δ

1 − |z|2
|ζ − z|2ϕ(ζ) dθ +

1 − |z|2
2π

∫

|ζ−z0|≥δ

1

|ζ − z|2 ϕ(ζ) dθ.

Il primo addendo si maggiora conε 1
2π

∫
|ζ−z0|<δ

1−|z|2
|ζ−z|2 dθ ≤ ε 1

2π

∫
Γ

1−|z|2
|ζ−z|2 dθ = ε. Visto chez

deve tendere az0, possiamo supporre|z − z0| < δ/2, cosicché nel secondo integrale è|ζ −
z| > δ/2 e l’integrale è maggiorato dalla costante2π 4δ−2 max |ϕ|. Allora, quandoz → z0, il
secondo addendo tende a zero perché|z| → |z0| = 1. �

Notiamo che la formula dá anche un’armonica coniugatav di u. Basta prendere la parte
immaginaria in (131) e si ha

(132) v(z) =
1

2π

∫

Γ

ℑζ + z

ζ − z
ϕ(ζ) dθ, ζ = eiθ.
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Si impone allora una domanda: se anche anche in quest’ultimaformula mandiamoz verso un
puntoz0 del bordo otteniamo il valore al bordo dell’armonica coniugata diu? La risposta è che
in generale non avremo un limite perché non è detto che l’armonica coniugata diu abbia limite
al bordo solo perché celláu. Questo invece è vero se dall’ambito continuo passiamo a quello
hölderiano.

Seϕ è hölderiana, se soddisfa cioè|ϕ(θ1)−ϕ(θ2)| ≤ C|θ1−θ2|α con opportune costantiC >
0 e 0 < α < 1, allorav definisce una funzione sulla circonferenza che si chiamaTrasformata
di Hilbert di ϕ. Questo è un importante Teorema di Privalov (Courant-Hilbert: ”Methods of
mathematical physic”, vol II, Cap 4) e dice:Se la parte realeu di una funzione olomorfa
f = u + iv è continua inD e u|Γ è ḧolderiana, allora tuttaf (e quindi anchev) è ḧolderiana
in tuttoD.

Sia la formula di Poisson che il Teorema di Schwartz si presentano nello stesso modo anche in
Rn. Poniamox = (x1, . . . xn), Bn = {|x| < 1|}, Sn = {|x| = 1}, dσy è l’elemento d’area di
Sn e cn indica l’area complessiva diSn.
Allora (Poisson) ogni funzioneu armonica inBn e continua inBn si rappresenta cosı́:

u(x) =
1 − |x|n

cn

∫

Sn

u(y)

|x − y|n dσy.

Viceversa (Schwartz) per ogniϕ continua suSn l’integrale

u(x) =
1 − |x|n

cn

∫

Sn

ϕ(y)

|x − y|n dσy

definisce la funzioneu armonica inBn, continua inBn, tale cheu|Sn
= ϕ.

Per dimostrare queste cose inRn non si possono usare le funzioni olomorfe come noi abbiamo
fatto in R2. Perció Poisson si ricava senza molta fatica direttamenteda Green. Invece per il
Teorema di Schwartz funziona la nostra dimostrazione senzacambiare una virgola.

3. Esercizi

1 Usando l’esercizio 11 a pagina 78 provare che in coordinatepolari il laplaciano è

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

e dedurne chelog(x2 + y2) è armonico inC\{0}.

2 Teoremi di Liouvulle e di Phragḿen-Lindel̈of per le funzioni armonicheUsando gli omonimi
Teoremi per le funzioni olomorfe e procedendo come nella dimostrazione del principio del
minimax dimostrare quanto segue.
a) Una funzionarmonica, limitata in tutto il pianòe costante.
b) Siau armonica in un settore infinito di ampiezzaπ/α continua fin sulle semirette sulle quali
è limitata. Se, per una < α, r−a u è limitata, allorau è costante.
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3 Trovare la funzione olomorfaf = u + iv sapendo che

a) u = e−y cos x, v(0) = 1, b) u = x
x2+y2 , v(π) = 0,

c) v = arctan y
x
, v(1) = 0, d) u = x2 − y2 + 2x, f(i) = 2i − 1,

e) v = 2(cosh x sin y − xy), u(0) = 0, f) u = 2 sin x cosh y − x, f(0) = 0.

4 Dire quali delle seguenti funzioni è parte reale o immaginaria di una funzione olomorfa:

a) x2 − y2 + 2xy, b) x2, c) log(x2 + y2), d) x2+1
2

y2.

5 Trovare le funzioni armoniche del tipof(x2 + y2). Si consiglia l’uso del laplaciano in
coordinate polari.

6 Siau armonica nella coronar < |z| < R. Sia ũ(ρ) = 1
2π

∫ 2π

0
u(ρeiθ)dθ, r < ρ < R, la

sua media sul cerchio di raggioρ. Dimostrare chẽu è del tipoũ(ρ) = A log ρ + B. Usare il
Laplaciano in coordinate polari.

7 Siau armonica nel disco{|z| < R}. Dimostrare che per ognir con0 < r < R s ha
∫ 2π

0

∂u(r, θ)

∂r
dθ = 0.

Risposte

3: a) eiz + i, b) 1/z, c) Logz, d) z2 + 2i, e) 2 sinh z − z2, f) 2 sin z − z. 4: a) Sı́, b) no, c) sı́, d) no. 5:

a log(x2 + y2) + b cona e b costanti.





CHAPTER 12

Appendici

1. Decomposizione e densitá delle curve generiche.

Scopo di questa parte è di dimostrare il seguente teorema come annunciato a pagina 65.

TEOREMA 1.1. Siaω continua inΩ. Se
∫
Γ
ω si annulla per ogni contornoΓ ⊂ Ω allora si

annulla su qualunque curva chiusa e dunqueω è esatta.

Un punto doppioz(t) = z(t′) di una curvaC1 si chiamatrasversalese le velocitáż(t) e
ż(t′) non sono parallele.

La curvaC1 z(t) si dice genericase è formata da soli punti semplici o da punti doppi
trasversali.

La linea della dimostrazione del teorema è questa:
1) Ogni curva chiusa generica è somma o differenza di contorni. Dunque

∫
γ
ω = 0, ∀γ generica.

2) Ogni curva chiusaC1 è limite in sensoC1 di curve generiche (Teorema di trasversalitá).
Dunque

∫
γ
ω = 0, ∀γ ∈ C1.

3) Per ogni curva chiusaγ c’è una successioneγn di curveC1 tali che
∫

γn
ω →

∫
γ
ω. Dunque∫

γ
ω = 0, ∀γ.

Prima parte

LEMMA 1.1. Una curva generica ha al piú un numero finito di punti doppi.

Dimostrazione.Mostriamo prima che per ogni curvaC1 γ ≡ {z(t), t ∈ [a, b]} esistonoε e C
positivi tali che sia

(133) |z(t) − z(t′)| ≥ C |t − t′|, ∀t, t′ ∈ [a, b], con |t − t′| ≤ ε.

Se (133) fosse falsa, esisterebbero due successionitn e t′n in [a, b] tali da aversi|tn−t′n| < 1
n

e |z(tn) − z(t′n)| < 1
n
|tn − t′n|.

Per la compattezza di[a, b], a meno di passare ad una sottosuccessione, si hatn → t∗ ∈
[a, b]. Ma allora, per l’ipotesi fatta, anchet′n → t∗. Dal Teorema di Lagrange otteniamo
l’esistenza tratn e t′n di un puntoξn per il quale si hȧx(ξn) = x(tn)−x(t′n)

tn−t′n
e dunque|ẋ(ξn)| < 1

n
.

Ovviamenteξn → t∗.
Dalla continuità diẋ segue allorȧx(t∗) = 0. Analogamente si ricava che int∗ s’annullaẏ e

quindi ż mentre, per definizione di curva, deve essereż 6= 0. La (133) è cosı̀ provata.

137
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Osserviamo ora che, per (133), l’insiemeE delle coppie(t1, t2) che dánno luogo a un punto
doppio è contenuto nel compatto

{(t1, t2) ∈ [a, b] × [a, b], |t1 − t2| ≥ ε}.
Siaz(t1) = z(t2) un punto doppio trasversale. Poichéż(t1) e ż(t2) non sono paralleli, essi sono
indipendenti suR. Ne segue

m ≡ inf
|ρ|+|σ|=1

|ż(t1)ρ + ż(t2)σ| > 0.

Dalla formula di Taylor otteniamo d’altronde

z(t1 + λ) − z(t2 + µ) = ż(t1)λ − ż(t2)µ + o(|λ|) − o(|µ|).
Esiste dunqueδ > 0 tale che, per|λ| e |µ| < δ, si hao(|λ|) < m|λ|/4 eo(|µ|) < m|µ|/4 sicché,
ponendoρ = λ

|λ|+|µ| , σ = µ
|λ|+|µ| , abbiamo

|z(t1 + λ) − z(t2 + µ)| >
m

2
(|λ| + |µ|), per 0 < |λ| + |µ| < δ.

Concludendo, si haE ∩ {|t − t1| + |t − t2| < δ} = {(t1, t2)}. Allora E è un insieme finito
perché è discreto e contenuto in un compatto. �

Dimostriamo un risultato di decomposizione delle curve chiuse generiche illustrato dalla
figura.

(i) Ogni curva chiusa generica ha la forma

(133) γ =

m∑

j=1

δj∂Ωj , δj = ±1.
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doveΩ1, ..., Ωm sono aperti limitati le cui frontiere∂Ω1, ..., ∂Ωm sono curve sempliciC1 a
tratti ed hanno, a due a due, al piú un numero finito di punti in comune.

Dimostrazione.Seγ è semplice, allora essa sconnette il piano in due parti1 delle quali una sola,
che indichiamo conΩ, è limitata ed abbiamoγ = ±∂Ω. Procediamo allora per induzione sul
numerod di punti doppi diγ = {z(t)}a≤t≤b, (d < ∞ per il lemma precedente).

Basta provare che si haγ = γ1 ± ∂Ω e γ1 ha meno did punti doppi, poi si conclude per
ricorrenza. Siano dunquep1 =z(t1)=z(t′1), ..., pd =z(td) = z(t′d) i punti doppi diγ. Possiamo
supporre di averli ordinati in modo da averet1 < ... < td e che, per ogni1 ≤ j ≤ d, si abbia
tj < t′j .

La curva{z(t)}td≤t≤t′
d

non ha punti doppi perché[td, t′d] non puó contenere una coppia del
tipo tj , t

′
j, 1 ≤ j ≤ d − 1. Essa ha dunque la forma±∂Ω.

La curvaγ1 = {z′(t)}, con z′(t) = z(t) per a ≤ t ≤ td, z′(t) = z(t + t′d − td) per
td ≤ t ≤ b − t′d + td ha al piúd − 1 punti doppi, perchépd è semplice perγ1. Si ha allora
γ = γ1 ± ∂Ω come volevasi. �

Ogni curva generica è dunque somma o differenza di contorni.

Seconda parte

TEOREMA 1.2. (Teorema di trasversalitá)Le curve chiuse generiche sono dense nelle curve
chiuse di classeC1 nella normaC1.

Dimostrazione .Conviene parametrizzare la curva su un arco del cerchio unitarioΓ:

γ ≡ {z(σ), con σ = eiθ, |θ| ≤ π}.
Per la (133),γ ha un punto doppioz(σ1) = z(σ2) solo se|θ1 − θ2| > ε e dunque, maggio-

rando la corda con l’arco (prendiamoε < π), se|σ1 − σ2| > ε.
Poniamo

U ≡ (σ1, σ2) ∈ Γ × Γ, |σ1 − σ2| > ε

ed indichiamo con

R(σ1, σ2) =
z(σ1) − z(σ2)

σ1 − σ2

il rapporto incrementale.
Vogliamo approssimareγ con la curvaγz∗ d’equazione

ζ(σ) = z(σ) − (σ − 1) z∗, (σ = eiθ, |θ| ≤ π),

scegliendoz∗ ∈ C opportunamente.
Seζ(σ1) = ζ(σ2) è un punto doppio diγz∗ si ha

(133) z∗ = R(σ1, σ2).

1Nel caso di una curva continua, semplice, chiusa questo è unnon facile teorema di Jordan, ma, per curve
di classeC1 a tratti, dimostrare che il complementare ha esattamente due componenti connesse è cosa molto
elementare che lasciamo al lettore.
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Derivando otteniamo

(133) ζθ = zθ − z∗

donde
‖γz∗ − γ‖1 ≤ 3 |z∗|.

Poiché|zθ| > C, dalla (1) segue ancheζθ 6= 0 non appena|z∗| < C. ζ(θ) è perció una curvaC1

È allora sufficiente trovarez∗ arbitrariamente piccolo in modo cheγz∗ sia generica e cioè
cheζ(σ1) = ζ(σ2) si possa avere solo seζθ(σ1) e ζθ(σ2) nonsono paralleli.

Proviamo ora che gliz∗ per cuiγz∗ non è generica costiuiscono un insieme di misura nulla
in C. Con ció il teorema sará completamente dimostrato.

Osserviamo che si ha

Rθ1(σ1, σ2) =
zθ(σ1) − R(σ1, σ2)

σ1 − σ2

Rθ2(σ1, σ2) = − zθ(σ2) − R(σ1, σ2)

σ1 − σ2
.

Dunque, nel caso di un punto doppio, sostituendo qui la (1) e tenendo conto della (1) otteniamo

(σ1 − σ2) Rθ1(σ1, σ2) = ζθ(σ1), (σ1 − σ2) Rθ2(σ1, σ2) = − ζθ(σ2).

Ne concludiamo che il punto doppio ènon trasversale se e solo se si haz∗ = R(σ1, σ2) in
un punto(σ1, σ2) ∈ U doveRθ1(σ1, σ2) e Rθ2(σ1, σ2) sono paralleli e cioè dove si annulla il
determinante jacobiano dell’applicazioneR : U → C = R2.

Per il Teorema di Sard2 l’insieme di questi punti diC ha appunto misura nulla. �

Parte terza
Per applicare il teorema di trasversalitá a curveC1 a tratti serve il seguente risultato che

permette di approssimare quest’ultime con curveC1.

PROPOSIZIONE1.1. Per ogni curva chiusaγ, C1 a tratti, esiste una famigliaγε di curve
C1 chiuse tali che ogni intorno diγ contieneγε per ε ≪ 1 e, per ogni formaω continua in un
intorno diγ, si ha

∫
γε ω →

∫
γ
ω quandoε → 0.

Dimostrazione. Supponiamo per un momento cheγ = {z(t), t ∈ [0, a]} sia già essa stessa
C1 ma non sia chiusa e che, fissato comunque un vettorev 6= 0 in z(0), noi sappiamo trovare
una famigliaγε di curve con gli stessi estremi e che abbianov come velocitá iniziale, la stessa
velocitá finale diγ e soddisfi rispetto a questa nuovaγ le proprietá richieste dalla tesi.

In tal caso la proposizione sarebbe dimostrata perché, scrivendo la curva inizialmente data
come somma dei suoi trattiC1, possiamo approssimare ciascun tratto con una curva che ha i
suoi stessi estremi e la stessa velocitá finale ma la cui velocitá iniziale sia quella del tratto che

2”Un applicazioneC1 da un aperto diRn in Rn manda l’insieme dove s’annulla il suo determinante jacobiano
in un insieme di misura nulla.”
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la precede in modo che, congiungendo le approssimanti di ciascun tratto, si ottenga una curva
C1.

Sia dunqueγ ≡ {z(t), t ∈ [0, a]} la curvaC1 ev 6= 0 sia dato.
Prendiamo ora una funzione realefε ∈ C1([0,∞)), nulla pert ≥ ε, tale che

f ′
ε(0) = 1, |fε| ≤ ε, |f ′

ε| ≤ ε.

Per esempiofε(t) = t(t − ε)2/ε2, per0 ≤ t ≤ ε, fε(t) = 0 perε < t < ∞.
Allora zε(t) ≡ z(t) + fε(t)[v − ż(0)] soddisfa le condizioni volute.
Difatti żε(0) = v, |zε(t) − z(t)| ≤ |v − ż(0)|ε → 0 uniformemente int e |żε(t)| ≥

|ż(t)| − ε|v − ż(0)| > 0, perε ≪ 1.
Infine, seω = Adx + Bdy è una forma continua, si ha

|
∫

γε

Adx −
∫

γ

Adx| ≤
∫ ε

0

|A[zε(t)] − A[z(t)]| |ẋε(t)|dt +

∫ ε

0

|A[z(t)]| |ẋε(t) − ẋ(t)|dt.

Per il primo integrale si osservi che la convergenza uniforme zε(t) → z(t) e il Teorema di
Heine Cantor applicato adA dánnolimε→0 supt∈[0,b] |A[zε(t)] − A(t)| = 0 e che si ha|ẋε| ≤
sup |ż| + |v − ż(0)|ε. L’integrale tende dunque a zero.

Se poniamoM = supγ |A|, il secondo integrale è maggiorato daM ε3 |v − ż(0)| e perció
tende anch’esso a zero.

Ugualmente si ragiona per la parteBdy di ω. �

2. Dimostrazione del Teorema di Goursat

Richiamiamo in Teorema di Goursat a pagina 78 nel testo.

TEOREMA DI GOURSAT. Se la funzionef è olomorfa in un insieme apertoA allora f è di
classeC∞ in A.

Dimostrazione.La dimostrazione consta di due parti.
Prima parte. Proviamo che per ogni quadratoQ ⊂⊂ A, si ha

(131)
∫

∂Q

f(ζ) dζ = 0.

Questa formula va sotto il nome diTeorema di Cauchy.
Indichiamo conI(Q) il primo membro della (2). Sial il lato di Q. DividiamoQ in quattro

quadrati di latol/2. I(Q) è uguale alla somma dei quattro analoghi integrali estesi alle frontiere
di questi quadrati perché i contributi dovuti ai segmenti interni aQ si elidono a due a due. Dei
quattro quadrati deve esservene uno, il cui interno indichiamo conQ1, tale da aversi|I(Q1)| ≥
|I(Q)|/4.
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Dividendo in quattroQ1 e cosı̀ procedendo costruiamo una successione di quadrati aperti
Qn ⊂ Q di lato 2−nl tali che siaI(Q) ≤ 4nI(Qn). Sia z∗ = ∩n≥1Qn. 1 Poichéf è olo-
morfa inz∗ si haf(ζ) = f(z∗) + f ′(z∗)(ζ − z∗) + r(ζ) con limζ→z∗ r(ζ)/(ζ − z∗) = 0. Ma∫

∂Qn
[f(z∗) + f ′(z∗) (ζ − z∗)] dζ = 0 perchéf(z∗) ef ′(z∗) sono costanti e dunque l’integrando

è una forma esatta. PercióI(Qn) =
∫

∂Qn
r(ζ) dζ . Fissiamoε > 0 arbitrario. Pern suffi-

cientemente grande eζ ∈ ∂Qn si ha | r(ζ)
ζ−z∗

| ≤ ε
4l2

e dunque|r(ζ)| ≤ ε
4l 2n . Abbiamo allora

|I(Qn)| ≤ ε
4l 2n lung(∂Qn) ≤ 4−nε e combinando questa disuguaglianza con quella test è ot-

tenuta abbiamo|I(Q)| ≤ ε. La (2) è dunque dimostrata dato cheε è arbitrario.

Seconda parte.Dimostriamo la formula

(131) f(z) =
1

2πi

∫

∂Q

f(ζ)

ζ − z
dζ, ∀z ∈ Q

che si chiamaFormula di Cauchy per il quadrato.2

Ragionando come a pagina 84 del testo, vediamo che la (2) è indefinitamente derivabile
sotto il segno. Possiamo dunque affermare che

Il secondo membro della(2) rappresenta una funzioneC∞ di z in Q.

1L’intersezione di una famiglia decrescente di compatti nonvuoti è non vuota e se il loro diametro tende a0
essa si riduce ovviamente a un solo punto.

2Attenzione: Questa non è altro che la formula di Cauchy di pag 83 ma non possiamo servircene perché essa
è provata nell’ipotesi chef siaC1 cosa che ora stiamo cercando di dimostrare.
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Per avere il Teorema resta dunque soltanto da provare l’uguaglianza (2) per unoz ∈ Q
fissatoarbitrariamente. La possiamo scrivere nella forma

(131) f(z) = 2πi J(Q)

dove si è posto

J(R) =

∫

∂R

f(ζ)

ζ − z
dζ

per ogni rettangoloR ⊂ Q, conz /∈ ∂R. Sez /∈ R, allora la funzioneζ 7→ f(ζ)
ζ−z

è olomorfa inR

e le si applica perció la (2) ora dimostrata, ottenendosiJ(R) = 0. Ma allora, se invecez ∈ R,
abbiamo

J(R) = J(Q), se z ∈ R

perché dalla figura abbiamoJ(Q) = J(R) + J(R1) + J(R2) + J(R3) + J(R4) = J(R) + 0 +
0 + 0 + 0.
Del resto, sempre sez ∈ R, abbiamo

∫
∂R

dζ/(ζ − z) = 2πi perchéζ gira una volta attorno az,
e

∫
∂R

dζ = 0 perchédζ è esatta.
Ora, l’olomorfia dif in z dáf(ζ) = f(z)+f ′(z)(ζ−z)+r(ζ), conlimζ→z |r(ζ)|/|ζ−z| =

0. Sostituendo otteniamoJ(Q) = J(R) = 2πif(z) +
∫

∂R
r(ζ)/(ζ − z) per ogni rettangolo

R ∋ z. Questo dá la (2) desiderata se dimostriamo che l’ultimo integrale puó essere reso
arbitrariamente piccolo se scegliamoR molto vicino az. A questo scopo prendiamoR tale
da aversi|r(ζ)|/|ζ − z| ≤ ε per ζ ∈ R, cosicché l’integrale è maggiorato daε|∂Q| dove
|∂Q| ≥ |∂R| è il perimetro diQ. �


