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Part 1

Misura e integrale di Lebesgue






CHAPTER 1

Misura di Lebesgue

1. Generalita

Notazioni:

e \z indica lafunzione caratteristica dell'insiemg; € uguale d in £ e a zero fuori di
E.

e B, indica la palla aperta di raggioe centra0.

e I; 1 E significal; C E;;1,Vj e £ = U;E; (E; sono insiemi),

e I; | I/ significak;,, C E;,VjeE =N;E;.
Integrale di Riemann e misura di Peano JordarPer integrare col metodo di Riemann una
funzionef : R — R, che, per fissare le idee, supponiamo non negativa, limegatalla fuori
di un compatto, ci si serve di funzioni scaletta> 0 consistenti in un numero finito di gradini
a forma di parallelepipedo.

/s & dunque definito senza ambiguita in modo elementare comena di misure di paral-
lelepipedi. Siprendono allora due scalettee s, , cons_ < f < s,. llvolume dell'intercapedine
tra le due scalette s, — [ s_. Ses,. si possono scegliere cosi prossime tra loro in modo da
rendere arbitrariamente piccolo questo volume, certaenemt, . [ s_ einf,, >, [ s, sono
uguali. Il loro comune valore definisce allofaf e f € dettaintegrabile secondo Riemann
Vedremo che l'integrale di Lebesgue usa altre scalette.
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6 GENERALITA

Misura di Peano JordanAll'integrale di Riemann corrisponde la misura di Peanaldor Sia
E C R” limitato. E si dice PJ-misurabilese la sua funzione caratteristigg € integrabile
secondo Riemann e la misura di Peano Jorddh éidefinita dan(E) = [ xg.

E presto visto che la misurabilita dl equivale all’esistenza di plurintervali*, conP~
E C P, in modo che la differenzex( P*) — m(P~) sia arbitrariamente piccola.
Se E non é limitato si impone la misurabilita di N B, per ognir > 0 e si ponem(E) =
lim, 1o m(E N B,).

Questo metodo di integrazione e di misura e abbastanzeeatfc
per una sola funzione continua o con discontinuita isoldfa
e carente per lo studio di funzioni con discontinuita nsolate
e soprattutto per le successioni. Per esempio la sola dondiz
maneggevole che esso fornisce per atare[ f, = [lim f; €
la convergenza uniforme dellg. Percié non si applica allg,
qui accanto pur avendoBin [ f, = [lim f, = 0, perché lef,
tendono ay oy che & integrabilissima e ha integraleTuttavia la
nostra goffa condizione non se ne accorge.

Osserviamo che persin@ e scandalosamente non PJ-misurabile. Difatti una saalett> 0
al disotto dixgn,1) € nulla mentre una, al disopra dixgno,1) € > 1in (0,1) e quindi
J(s+ —s_) > 1. Noi vogliamo invece che siano soddisfatte le due condideguenti
1 Gliinsiemi misurabili costituiscono una-algebra.
Questo significa che un’'unione numerabile di insiemi miBilira misurabile e che il comple-
mentare di un insieme misurabile & anch’esso misurabile.

La misura d Peano-Jordan non soddisfa questa propriethgesingoli punti sono misura-
bilimaQ non lo e.

Inoltre si vuole che la misura di un insieme misurabile siamumero non negativo oppure
oo in modo che
2 La misura sia una funzione-additiva.
Questo significa che la misura dell’'uniodésgiunta di una famiglia numerabile d’insiemi
misurabili sia pari alla somma delle loro misure.

Nostro scopo € ora quello di definire una misprache soddisfi 1 e 2 e riproduca la misura di
Peano Jordan per insiemi PJ-misurabili. Insomma oltre a fiegh2diamo la proprieta

3 SeL' e PJ-misurabile allora& misurabile secondo Lebesgue e le due misure coincidono.
Questa sara la misura di Lebesgue.

Esercizio.Dimostrare che un sottoinsieme numerabile, dendk don € mai misurabile sec-
ondo Riemann.
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2. Misura esterna

Introduciamo una funziong |. definita pettutti i sotto-insiemi dR™ a valori inR* U {oo}.
| - | non sar&-additiva come vedremo a pag 16. Non si tratta dunque di ursarmaesura come
sopra prescritto.

Useremo intervallchiusi e limitati/ di R". v(7) indica il prodotto dei lati di.

Esercizio2.1. Dimostrare questi due fatti:
a) Dati/ e > 0 esistono intervalli’ e I” con” cIel cI'taliche

(1) v(I') =6 <v(I) <v(I")+ 6.
b) Sel c I U... Iy, allorasi ha
(2) v(l) <wv(ly) +...v(In).

Una famiglianumerabileP = {I;} di intervalli si chiamapluri-ntervallo (numerabile). La
sua unioneJ/; si indica anche con/P. Il peso diP € per definizione.

p(P) =Y v(ly).

Definizione. La misura esterng|. di £ C R™ e I'estremo inferiore dei pesi dei plurintervalli
che copronds. Cioe

E|. = inf p(P).
|B|. = inf_p(P)
Riassumiamo alcune proprieta della misura esterna in togopizione:

PROPOSIZIONE2.1. (i) SeE C F,allora |E|. < |F]..
(i) Sia{E;} una famiglia numerabile di insiemi. Si ha

3) |UEjle <> |Ejl.

(i) Sibha|E|. = infs5p |Al., ciOg Ve > 0, esiste un apertod D E tale che|A|. <
Bl + ¢,

(iv) Per ogniintervallo! sihal|l|. = v(I)e|dI|. = 0,

(V) Sed(E,F) > 0,allora|EU F|. = |E|c + | F|e.

Dimostrazione.

(i) e evidente.

(ii) Per ognij si prendeP; che copreF; tale chep(P;) < |Ejl. +£277. P =P, UPU...
copreUE; e sihap(P) =3 p(P;) < > |Ej|. + ¢ perched " 277 = 1.

(iii) Si prendeP = {E,} che copreF, tale chep(P) < |E|. + ¢ e poi, usando la (1), si prende

P’ = {I;} conl; CI;,v(I}) < v(l;)+c277. Dunquep(P’) < p(P)+e < |Elc+2e. A=UT]
e un aperto contenentee si halA|. < p(P’) < |E| + 2¢.
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(iv) La seconda deriva dal fatto che ogni faccia d& contenuta in un intervallo arbitrariamente
sottile. Per la prima osserviamo chié. < v(I) perchél copre se stesso. Supponiamo ora che
P = {I,} copral. Usando la (1) prendian®’ = {I}} conl; CI}, v(I}) < (1 +¢)v(l;). {I}}

& un ricoprimento aperto del compatte quindil c UY I; per N > 1. Applicando la (2),
abbiamov(I) < >V v(I}) < SSFv(I)) < (1+¢€)p(P). Quindiv(I) < |I|. per l'arbitrarieta
die.

(v) Prendiamo una famigli® = {I,} che ricopreEUF’, conp(P) < |EUF|.+¢. Suddividendo
ciascun/;, senza cambiare per quesi(@®), possiamo supporre che tutti gliabbiano diametro
minore did(E, F') cosicché nessuno di essi incontra Bi@he . Se’P’ consiste in quegli;
che incontrand” e P” nei rimanenti, allor&’ copreE e P” coprel’, ep(P) = p(P’)+p(P").
Dunque|E|. + |F|. < p(P') + p(P") = p(P) < |E U F|. + . La disuguaglianz& segue da
(3). O

Esercizio.Provare la (v) per un numero finito d'insiemi. Procedere arrenza.

3. Misura di Lebesgue

Definizione £ C R si dice misurabile secondo Lebesgoesemplicementenisurabile se
Ve > 0, esiste un apertd D F tale che sia

|A\E|. < e.
In tal caso lanisura di LebesgugF| di E € definita essere la sua misura esterna. Si pone cioe
|E] = [El.

ATTENZIONE Questa condizione non va confusa defl. < |E|. + ¢, che appare in (i) a
pag 7 e che invece & soddisfatta da qualunque insiénperchéA > FE non implicalA|. =
|E|. + |A\E|. masolo|A|l. < |E|. + |A\F]..

Gli aperti sono ovviamente misurabili

Riassumiamo alcune proprieta della misura di Lebesguaarpuoposizione:

PROPOSIZIONE3.1. e (a)Se|E|. = 0, allora E & misurabile.
e (b) Sia{E;} una famiglia numerabile di insiemi misurabili. AlloraZ; € misurabile
e siha
4) |UE;| <) |E|.

e (c) Gliintervalli sono misurabili, e sé,.. . [,y SON0 non sovrapposti si ha

(5) LU Uly|= L4+ |Iy].
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Dimostrazione. Per provare (a) si ricopr& con un plurintervalloP = {I;} conp(P) < e.
Si applica poi la (1) costruend®’ = {Ij} conI; CIj ev(l;) < v(l;) + 277, cosicché

p(P') < 2¢. LapertoA = U I contienel e si ha| A\ E|, < |A] < p(P) < 2e.

(b) Si scelgonad; > E; con|A;\E;|. < €277 e si usa l'identitdUA; \ U E; C U(A;\E;).
PostoA = UA; otteniamo|A\ U E;|. < > |A4;\Ej|. < . UE; € dunque misurabile. La
disuguaglianza (4) riproduce adesso la (3).

(c) Per provare ché e misurabile si applica (b) A= 01U }3: 01 € misurabile perché ha misura

esterna nulla (vedi (iv) a pag 7)}e‘e aperto quindi misurabile.
Proviamo la (5). PeN = 1 e owvia; la ammettiamo dunque fino &d — 1. Usando la

(1) prendiamal” con I” Clye |In| < |I"| + . La distanza tra i compatti disgiuntiy’ ' I;
e [” e positiva. Usando allora la (v) di pag 7 e l'ipotesi di intwe, abbiamd U}’ 1;| >
gu{v‘llj) U =V (7 > Y || - . La disuguaglianza opposta segue da (4).

Vogliamo ora provare che la precauzione "attenzione” dipa@ e superflua s& € com-
patto. Se il compatté e contenuto nell’apertd si ha infatti

(6) Al = [K]e + [A\K].

Questo richiede una digressione.

Digressione sui cubi diadici.

Sia K, la famiglia dei cubi chiusi dR™ che hanno latd e vertici in punti di coordinate
intere, cioe inZ™. Se dividiamo a meta i lati, da ciascuno di questi cubi ate 2" cubi di
lato 1/2. Prendiamo tutti questi nuovi cubk’; é la famiglia dei cubi chiusi dR™ che hanno
lato 1/2 e vertici in punti di coordinate semi-intere, ciog(ifa/2)". Cosi procedendo otteniamo
una famiglia numerabil& di cubi detticubi diadici.

Definizione Due insiemiE ed F' si dicononon sovrappostse non hanno punti interni in co-
mune; cioé se siha N F= (.
Si provi che due cubi diadici sono non sovrapposti oppumestduno nell’altro.

Si provi cheogni insieme aperto coincide con I'unione dei cubi diaditeé@sso contiene.
| cubi diadici sono utili per provare la seguente

PROPOSIZIONE3.2. Ogni apertoA di R™ € unione numerabile di cubi non sovrapposti.

DimostrazioneSiaS; I'unione dei cubi dilCy contenuti inA, S; quella dei cubi diC; contenuti
in A\ Sy, Sz quella dei cubi diC, contenuti inA\ (S, U S;) eccetera. | cubi considerati sono
non sovrapposti. PertantaS; & unione numerabile di cubi non sovrapposti. Inoltre ogihiac
diadico contenuto iMA e tra quelli considerati oppure € contenuto in uno di eggindi



10 MISURA DI LEBESGUE

contenuto inUS;. Per quanto osservato subito prima di enunciare la projoosiz abbiamo
dunqueAd C US;. PoicheusS; C A per costruzione, si hd = US;. O
Fine della digressione

Dimostrazione dellg6) E sufficiente provare>. Per la Proposizione 3.2 lapertd\ K &
unione numerabile di cub); non sovrapposti, in particolafed\ K| < > |Q;|. Fissiamo
N. La distanza tra i due compatti disgiuriti e UYQ; e positiva. Usando allora (v) a pag
7 e (c) a pag 8 abbiamdd U (UNQ;)|. = |K|. + 37 |Q;| e poichek U (UVQ;) ¢ A
abbiamo|A| > |K U (UYQ,)|. = |K|. + 32V |Q,|. MandandoN allinfinito concludiamo
Al = |Kle +221Q5] = | Ke + [A\K]. O

Dall’'uguaglianza (6) derivano alcuni fatti che raggrupp@in una proposizione:

PROPOSIZIONE3.3. e () I chiusi sono misurabili.
e (II) Il complementare di un insieme misurab#enisurabile.
e (Ill) Lintersezione di una famiglia numerabile di insiemi mighili € misurabile.
e (IV) La differenza di due insiemi misurabdimisurabile.

Dimostrazione.(l) Proviamo dapprima la misurabilita di un compafto Prendiamo un aperto
A D K conl|A| < |K|. + ¢. Dalla (6) abbiamdA\K| = |A| — |K|. < € come volevamo.
La misurabilita di un chius@’ deriva dal fatto ches = U(C' N B;) € unione numerabile di
compatti e dalla (b) a pag 8.

(1) Sia E misurabile. Si h&d E = CE U (E\E). PoichélE & aperto, & sufficiente provare che
E\ E ha misura esterna nulla ed & quindi misurabile. Prendigredial;, D> E con|A,\E|. <
1/k. Non e restrittivo supporre chd, & contenuto nell'/k-involucro di E, si ha dunque
d(CAg, E) < 1/k. Ne segue = NA,. Pertantovk si ha|E\E|. < |A;\E|. < 1/k. Passando
al limite rispetto a otteniamg £\ E|. = 0 come volevamo.

(1) Si puo fare per esercizio usando (l1), la relaziong; = C[U(CE;)] e (b) a pag 8.

(IV) Segue banalmente da (I1) e (lll) percli®& ' = E N CF. OJ

Si noti che dalle Proposizioni 3.1 (b) e 3.3 Il segue &ieinsiemi misurabili secondo
Lebesgue costituiscono upaalgebracome annunciato a pag 6.

La (II) permette di utilizzare chiugi’ C E per verificare misurabilita di:

COROLLARIO 3.1. E e misurabile se e solo s&: > 0, esisteC’ C FE tale che si abbia
|[E\C|. < e.

DimostrazionePer la (1) la misurabilita di¥ equivale quella di £ e cioe all’'esistenza dit ©
CE tale che|A\CE|. < e. Adesso basta porré = CA e osservare che sihd C F e
E\C = AN E = A\CE. O

Di frequente uso ¢ il seguente fatto
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COROLLARIO 3.2. (Partizione misurabile dell’'unit®&ia)’ una famiglia di aperti, non nec-
essariamente numerabile, siila loro unione. Esiste una famiglia numerabile di insiemi
misurabili e disgiunti, contenuti ciascuno in uno degli epdella famiglia)’ e tali che si abbia
urel; = A.

Dimostrazione A & unione dei compattjz € A|dist(z,CA) < 1/4,|z| < j}. Ricopriamo
ciascuno di questi con un numero finito di aperti apparter@evit La collezionel/; degli aperti
di V cosi scelti € numerabile, e ricopre La famiglia numerabile di insiemi misurabili e
disgiunti

Up =V\ U Vi
ricopreAesihal; C V; € V. O

4. o-Additivit &, continuita monotona
La proposizione che segue mostra che la misura di Lebesgtadéditiva come richiesto a
pag 6.
PrOPOSIZIONE4.1. Sia{ E;} una famiglia numerabile di insiemi disgiunti &". Si ha

@) |UE;[ =) |E).
Dimostrazione. Basta provare>. Supponiamo prima che ghi; siano limitati. Usando Corol-
lario 3.1 a pag 10, scegliamo dei chiusi C FE; tali che|E;| < |K;| +¢e277. | K; sono
compatti perché limitati. Fissiamd'. Poichéd(K;, K,) > 0 sej # h, dall'esercizio a pag
8 segued "V |K;| = |UN K;| < | U E;|. PertantoYN abbiamo| U E;| > SV |K;| >
SVE;| — e 2N 277, Passando al limite pe¥ 1 oo otteniamo| U E,| > 3. |E;| — ¢ come
volevamo.
Rimuoviamo ora l'ipotesi di limitatezza. Poniamo
Ejh - Ej N (Bh—l-l\Bh)-

Questi sono disgiunti, numerabili e limitati. Applicandoeadvolte la parte precedente abbiamo
|E5] =220 1 Enl €[ U; Ejl = [Ujn Ejnl = 325, [ Esnl = 22,02, [Enl) = 225 |5l O

Esercizio4.1 (a) Usando la proprieta di additivita ora dimostrata edentita Z¥ U F' =
(E\F)U(F\E)U(ENF)eE = (ENF)U(E\F), unioni disgiunte, si dimostri che deed
F sono misurabili si ha

(8) |[EUF|=|F|+|E\F]|,
9) |E|+ |F|=|EUF|+|ENF|.

Si badi bene al fatto che tutte le misure coinvolte appadeog|0, +oo], dunquee vietato
I'uso dell’operazione di sottrazioné!

Usare le unioni disgiunt& = (E\F)U (ENF)e EUF = (E\F)UF.
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Si noti che la (8) da
(10) FCE, |F|<oco = |E\F|=|E|—|F|.
(b) Si dimostri che sé& U Z € misurabile ¢Z| = 0, alloraF & misurabile e si hgF'| = |[EU Z|.
(Siha|Z\E|. < |Z| =0, quindi Z\ E & misurabile eZ\ E| = 0. PercioE = (E U Z)\(Z\E)
é misurabileesihét| = |[EUZ| - 0= |EUZ|.)
Si noti che la (8) migliora di parecchio la (6) di pag 9 che mponde alla situaziong = K,
F =A\K,conAD K.
Possiamo ora provare la continuita della misura estemsupeessioni crescento di insiemi.

ProPOSIZIONE4.2. SiaE; T E una famiglia numerabile crescente di insiemi anche non
misurabili. Si ha

(11) |Ejle T1E]e.
DimostrazioneéBasta provare
sup |Ejle > |E|e.
Se per qualchg é |E;|. = oo allora|E| = oo = sup |E;|.. Possiamo allora supporf&;|. <
(0.9] .

Oc;cYijiamoci prima del caso di una successione cresegnteA di aperti. Possiamo quindi
usard-| anzichd-|.. A sidecompone in una unione numerabile diinsiemi disgiumtisarabili:
A=A U(ANA)U---U(ANA, 1) U....

Dunque per la (10) abbiamo
Al = Ax| + ([A2] = [As]) + -+ + (|An] = [An-a]) + - - = lim |Aj] = sup 4|
come volevamo.

Veniamo al caso generalE.sufficiente trovarel > E con|A| < sup |E;|e + €. Scegliamo
A; D E;con|4;| < |Ej|. + 277 e consideriamo la successione crescehte= A; U Ay U
---U A;. Proviamo per induzione che si ha

j
12) ] < |Byl+e Y27
h=1

Perj = 1 questa & owvia perchd, = A,. DaA;, = A;U A;, e dalla (9) si hgA;.,| =
‘Aj+1‘ —|~— ‘AJ‘ — Aj+1 N AJ‘ 2. Ma |Aj+1 N AJ‘ > ‘E]Je perChéEj C Ej+1 C Aj+1 eEj C
A; C A;. Per linduzione ammessa abbiamo allorg 1| < [Ej]. + e2=U+D 4 |E)|, +

e _ 27" —|Ejl. = |Ejle + ¢ 325 27" Questo prova (12). Posto allorh = UA;
andiamo al limite (crescente) nella (12). Per quanto appesta per le successioni crescenti di
aperti abbiamoA| = sup |A;| < sup |E}|. + € come volevamo. O

2La sottrazione & lecita perche tutte le misure coinvaiiuguaglianza sono finite.
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PrROPOSIZIONE4.3. Sia{L£;} una famiglia numerabile di insiemi misurabili. 3g T £
allora si ha

(13) |E5 T |E],
mentre se; | £ e|E;| < oo, Si ha
(14) |E5] | |E].

DimostrazionelLa (13) € un caso particolare della (11).
Quanto alla (14), se |1&; decrescono abbiamo

Ey=EU(E\E)U---U(E\Ej41)U...
unioni disgiunte. Poicheé &;| < |E;| < oo, V7, si pud di nuovo applicare la (10) che da
|Er| = [El+ (1B1] = |Eaf) + -+ (1B)] = [Ejal) + - = [E[ 4 [ Er] — lim [E.
0]

Osserviamo che la condiziong;| < oo per la (14) € essenziale. Si guardi quest’esempio.
E; siala striscig{(z,y) € R*t.c.0 <y < 1/j}. Oviamentg E;| = co manEk; & l'asser che
in R? ha misura zero.

Naturalmente, invece, ci si puo limitare a Suppofe| < co per un qualchgy; si scartano
allora gli £; che precedono, mentre i successivi hanno necessariamesutermnita.

Sia ora{/,} una famiglianumerabiledi intervalli non sovrapposti, si ha

(15) UL =11
Difatti dalla (5) a pag 8 segueJ™ I;| = EN |1;|. Poiché la successione e crescente si pud
applicare la (13) e andare al limite. O

Ci eravamo proposti di assicurare che la misura di Lebesgdeisfacesse anche la con-
dizione 3 di pag 6. Dobbiamo mostrare cheis@& PJ-misurabile, allora € anche misurabile
secondo Lebesgue e che sihdFE) = |E|. Osserviamo intanto che cio vale banalmente
per gli intervalli e quindi anche per i plurintervafiniti. Ricordiamo poi che essendo PJ-
misurabile, per ogni > 0 esistono plurintervallfiniti IT e IT" tali da aversill C £ C II' e
m(IT") — m(Il) < e. Si ha dunque

(16) 1) = m(IT) < m(E) < m(IT) = |IT.

Ora, il compattdl’, essendo misurabile, & contenuto in un apdrtale che sidA| — |II'| < «.
In conclusione esistono un compatioC E e un apertod D E tali che|A| — |II| < 2e. E
€ quindi misurabile secondo Lebesgue, inoltrdlda< |F| < |IT'|, dalla (16) ricaviamo che
i due numeri|E| e m(F) appartengono all'intervallg|I1], |II'|) la cui ampiezza &< ¢. Essi
pertanto coincidono. O
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Avremmo potuto introdurre il concetto di misurabilita ngla il Criterio di Caratheodori:
E C R" & misurabile se e solo se si ha

|F|. = |F N E|.+|F\El., YFCR"

Tralasciamo la dimostrazione di questo criterio che nomause.

5. Misura interna

A volte fa comodo approssimare gli insiemi dall'interno admusi oppure compatti. Intro-
duciamo percid lanisura interna £|; di un qualunque® C R™. Vedremo a pag 16 che, come
quella esternaa misura interna nore o-additiva Non si tratta dunque di una misura come
prescritto a pag 6. La misura interna e definita da

def
|E|; = sup |C| = sup |K]|.
CCE KCE

La prima uguaglianza € una definizione ma la seconda va tiatas

Basta provare perché i compatti sono chiusi. SIAC E. C'N B, & una successione crescente

di compatti che tende &. L'uso della (13) da dunqug”| = sup, [C' N B;| < supgcp |K]|

perché iC' N B; sono particolari compatti contenuti i. O
Ovviamente si ha

|E|; < |E|l., VECR"

verificare.
|||+ |c €| | SOno messe in relazione dalla seguente

PROPOSIZIONES.1. Sono equivalenti questi fatti:

e (a) £ € misurabile,

e (b)Ve > 0,3C C Etale chelE\C|. < ¢,

e (C) Ve > 0, esistondd e C, conC C E C A, taliche|A\C| < ¢,
e (d)Siha|E|; = |E|..

Dimostrazione(a)=(b) € il corollario 3.1 a pag 10.

(a)=(c). SceltoA O E con|A\E| < ¢/2 e C come in (b) ma com/2 al posto dis, abbiamo

A\C = (A\E) U (E\C), dondelA\C| < e.

(c)=(a). SihalA\E| < |A\C| < . (c)}=(d). Segue immediatamente dalla definizong-dj

e da|F|. = inf 4~ |A], vedi (iii) pag 7. O
La doppia definizione di- |; e la (d) permettono facilmente di dimostrare quanto segue

Esercizio L'insieme misurabile®’ ha misura finita se e solo s&c > 0,dK C FE tale che
|E| < |K| + ¢ (oppure| E\K| < ¢).
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6. Patologia

6.1. L'insieme di Cantor.| fessi credono che un sotto-insiemeRliche abbia misura di
Lebesgue zero sia necessariamente numerabile. Linsie@andor C' serve per sbugiardarli.
Dividiamo l'intervallo [0, 1] in tre parti uguali e sopprimiamo l'intervalkpertocentrale. Resta
il chiusoC; = [0,1/3] U [2/3, 1]. Sottoponiamo i due intervalli che compongdripalla stessa
chirurgia ottenendo un chiugo, fatto di quattro intervalli di lunghezzb/9. Cosi procedendo
otteniamoC;, composto di2* intervalli lunghi3—* ciascuno.L’insieme di Canto C = NC;.

C' e chiuso perche ¢ intersezione di chiusi, e quindi & @togperche e limitato. Poiche la
famiglia {C}} & decrescente, si H&| = lim |C}| = lim(2/3)* = 0.

Proviamo ora ch&' & in corrispondenza biunivoca cdi 1] e quindi ha la potenza del con-
tinuo; percio non & numerabile. Usiamo la numerazioneatga fatta con le sole cifré, 1

e 2. Osserviamo ch€’; & I'insieme dellez € [0,1] che si possono scrivere in numerazione
ternaria senza che la prima cifra dopo la virgolalsi®er esempia/3 € ' lo scriviamo nella
forma0, 02 anziche0, 1. Analogamente gli: € C, sono quei numeri if0, 1] che si possono
scrivere evitando I' sia come prima sia come seconda cifra dopo la virgola. Pkx fmeve

C' & l'insieme dei numeri ino, 1] scrivibili in numerazione ternaria senza usare mai la difra
Adesso definiam@’ — [0, 1] in questo modo: prendiamo un e C, lo scriviamo in forma
ternaria senza gli, poi mettiamo url in tutti i posti dove dove si trova ud. Nel numero cosi
ottenuto appaiono solo le ciffee 1 percio e leggibile come se fosse un numetacritto in
forma binaria. L'applicazione — 2z’ & biunivoca. Difatti ogni numera’ € [0, 1] pu0 essere
scritto in forma binaria del tip6, . .. (per esempio "uno” si scrive, 1) Successivamente sos-
tituiamo la cifra "1” con la cifra "2”. Otteniamo un’espressione che, come numero ternario,
rappresenta um € C.

6.2. L'insieme di Vitali. Non e facile costruire un insieme che non sia misurabilerséo
Lebesgue; dopo ne spiegheremo il perche.
Prima cosa identifichiamo I'intervall®, 1) con la circonferenza’ di lunghezzal (cioé di
raggiol/(27)) mediante I'ascissa curvilineadi I'. Una rotazione, di I" & del tipos — s +
t, mod 1. r; € biunivoca, come trasformaziohe— I' e conserva la lunghezza degli archi; vista
come[0, 1) — [0, 1) manda un intervallo in un intervallo della stessa lungheappure in due
intevalli con la stessa lunghezza complessiva. Se ne pugiuaere che un insieme misurabile
(secondo Lebesguéd) C [0,1) vain un insieme £ C [0,1) ancora misurabile e della stessa
misura. Adesso introduciamo [, 1) la relazione di equivalenzgs ~ s < s — s’ € Q}.
Ciascuna classe € numerabile e il quozigaté)/ ~ non & numerabile perché altrimefttj 1)
sarebbe unione numerabile di numerabili e quindi essostegnerabile cosa che non é.

L' insieme di VitaliV' C [0,1) & costruito scegliendo un elemento in ogni classe di equiv-
alenza.

Vogliamo dimostrare ch& non & misurabile secondo Lebesgue.sSé € V' sono distinti,
necessariamente— s’ ¢ Q. Consideriamo le rotazioni cont razionale in[0, 1) e proviamo
che la famiglia numerabile d’insiemjV” costistuisce una partizione i, 1). Fissatos € [0, 1)
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consideriamo quell’esemplasédella sua classe che abbiamo inclusd’inSi has — s' € Q
perchés eds’ sono nella stessa classe. Ses’ non & giain0, 1) possiamo prendere comungue
t € [0,1) cont = s — s/, mod1, cosicché abbiame = r;s' € r,V. Dunque glir;VV coprono
[0,1). Proviamo che sono disgiunti: sg € r,V Nr,V cont,t’ € Q, avremmasy = s +t =

s’ +t' per due elementi, s’ € V e dunques — s’ =t' — t € Q, pertantos = s’ e quindit = ¢'.
Assumiamo per assurdo chésia misurabile. Gli insiemi;V pert € Q N [0, 1) sarebbero
tutti misurabili, della stessa misura Ui e costituirebbero una partizione [@i 1). Questo &
impossibile perche se fos$€| = 0 avremmol = |[0,1)] = >_gn1 I7:V| = 0, se invece
fosse|V| > 0 avremmol = |[0,1)] = >, gnpon) [TV = Diconpy V] = oo. V non e
dungue misurabile O

Si noti che quest’ultimo argomento, se applicato alle néssterneV’|. e |r,V/|., tutte tra
loro uguali, oppure alle misure interfg|; e |r,V/|;, mostra chéa misura esterna e la misura
interna non sone@-additivecome abbiamo annunciato al momento della loro definizione.

La costruzione dvV comporta la scelta di un elemento in ciascun insieme di un&gfanon
numerabiledi insiemi (le classi d’equivalenza). Ci si avvale dunqu#’ dssioma della scelta
per famiglie non numerabili d’insiemBi puo dimostrare che questo passaggio non & eludibile
per la costruzione di un insieme non misurabile secondo 4@ Insomma: Se dal sistema
assiomatico fondante della matematica togliamo I'ususdeana della scelta e mettiamo al suo
posto questi due assiomi:
primo: "Data una famiglianumerabiledi insiemi non vuoti, esiste un insieme che ha un ele-
mento in ogni insieme della famiglia” (assioma della scelieerabile),
secondo: "Ogni insieme @™ € misurabile secondo Lebesgue”,
otteniamo un sistema logico deduttivo perfettamente caerein’altra matematica.

All'inzio del secolo scorso, insigni matematici di problgbiemperamento ansioso furono
turbati assai dalla questione se si possa compiere o nofinitdnnon numerabile di atti del
pensiero. Al punto da far loro cambiare di mestiere. Ma nei cbmpiamo ogni di un’infinita
non numerabile di atti ancor peggiori ce ne freghiamo popri

6.3. Non additivit della misura esternalLa misura esterna non difetta solocdadditivita
ma anche di additivita pura e semplice: mostriamo I'esdeinR di due insiemi con queste
proprieta

E'NnE"=0, |FFUE"|.<|E'|.+|E"|.

Richiamiamo che la condizione clie sia misurabile énf 4~z |A\ E|. = 0. Percido nel caso
dellinsieme di Vitali V' questoinf deve essere un numeto> 0, cioé si ha|A\V|. > ¢
per ogni apertad che contienéd’. Del resto, per ogni insieme, e in particolare pérsi ha
|V]e = infa-y |A|. Esiste dunqued D V con |A| < |V|. + ¢. Ora scegliama?’ = V
e E” = A\V che sono certamente disgiunti ed abbiathbu E” = Al. < |V]. + ¢ <
Vl]e +|A\V|c = |E'|c + | E"|. come volevamo.

Lasciamo al lettore di trovare un esempio che mostri la naliti@da della misura interna.
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6.4. La funzione di Cantor-Lebesguéln sotto-insieme diE si dice denso in misura in
E se il suo complementare il ha misura). Indichiamo conD I'insieme dei numeri (detti
diadici) del tipom /2", conm, N € N contenuti in[0, 1].

Costruiamo una funziong : [0, 1] — [0, 1], dettafunzione di Cantor-Lebesgueontinua,
crescente e suriettiva con queste proprieta:

(a) f mandauninsieme denso in misura (e precisamente il comptane), 1]\ C dell'insieme
di Cantor) sull'insiemé che ha misura.

(b) Viceversa,f manda l'insieme di Cantar', che ha misura zero, sull'insienje 1]\ID che &
denso in misura.

(c) f e localmente costante nell’apeftg 1]\C, quindi & derivabile con derivata nulla al difuori
di un insieme di misura nulla.

(d) f manda un insieme misurabile su un insieme non misurabilé.

Costruiamo la successione di funzigfi: [0, 1] — [0, 1] come seguef;(z) = z, fy e f3
sono rappresentate nella figura di destfa,; si ottiene spezzando i tratti obliqui dfj. (che
sono in numero d@*) con la procedura raffigurata a sinistra nella quale si vedbache si ha
sup | fre1 — fx| < 27F. Pertanto la successione di funzioni crescént= f1 + Z’;(fk — fr-1)
converge uniformemente a una funzione continua, cresgeitiettore puo verificare da se che
f soddisfa (a), (b) e (c). Quanto a (d) consideriamo l'insieingtali 1V C [0, 1]. V contiene
un solo numero razionalg € [0, 1] che peraltro & scelto arbitrariamente. Sceglianobe sia
non diadicq per esempig = 1/3. Abbiamo alloraV N D = (). PostoE = f~!(V) otteniamo
E c Cequindi|E|. < |C| = 0. E é pertanto misurabile (di misura nulla) e, per costruzine
haf(E)=V.
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7. Prodotti cartesiani

Per studiare I'integrale di Lebesgue occorre qualche mézione sulla misura dei prodotti
cartesiani di insiemi. Nel seguith’, K’ e A’ saranno un insieme, un compatto e un aperto in
R" e lo stesso pek”, K” e A” in R™. La misura di Lebesgue IR™ o in R™ sara indicata con
| - |, mentre quella ilR"*™ sara indicata cofi - ||. Valgono le relazioni

(17) |E x E"||; = |E"|; |E";
|E" % E"||lc = |E'|c |E"|.

Non dimostreremo née useremo la seconda perche la suatdiziose e troppo laboriosa e non
ci serve. In sua vece ne proveremo questo caso particolare:

(18) B[ |[E e < | B x E"|le < |E|c|E"..
Se ammettiamo provvisoriamente le (17) e (18) abbiamo inexeatiente il seguente

TEOREMA 7.1. SeE’ e £ sono misurabili alloraE” x E” & misurabile e si ha
(19) |E" < E"|| = |E'[|E".

Difatti usando la (18) e poi la (17) abbiamd’ x E"||. < |F'||E"| = |E'|; |E"|; =
|E" x E"||;. O

Disgraziatamente pero le (17) e (18) abbisognano, peresimostrate, che si provi il
teorema nei casi di due aperti o due compatti.

Cominciamo con gli apertil’ e A” scrivendoli come unioni numerabili di cubi non sovrap-
posti: A" = UQ;, A” = UQy, cosicche gli intervalli non sovrapposl;, = @) x @, C
R™™ ricoprono A’ x A”. Per la (15) a pag 13 abbiamo alldfd’ x A”[| = >, [ Rl =
2oin(Q5HQR]) = (32, 1Q5) 2y 1@]) = [ATA”. O

Passiamo a due compafti’ ¢ R" e K” C R™. Prendiamone gli/j-involucri aperti
AL = {r € R", d(x.K'") < 1/j} e A7 analogo. Da quanto appena provato e dalle relazioni
A | K, AT | K" e (A x A") | (K" x K”) otteniamol|| K" x K"|| = lim[[A" x A"|| =
lm ([ A" [A"]) = [K"|[K"]. O

Proviamo ora la (17). S&" Cc ' e K" C E”, alloraK’ x K" & un particolare compatto
contenuto inK’” x K”; dunque nella (17) vale ib.
Viceversa, s&( C £’ x E”, allora le sue proiezioni’ K e 7" K suR™ e R™ rispettivamente,
sono compatti contenuti ik’ ed E”. Poiche si hak' ¢ n'K x n”K, l'uso della (19), gia
provata per i compatti, dgi || < |7’ K| |7" K| < |E'|; |E"];. O

Tocca ora alla prima delle due diseguaglianze (18). Caasigl di farsi un disegno per
seguire questa parte. Sl C £, e siad D E’ x E" tale che si abbigA|| < ||E' x E"||. +¢.
LinsiemeL = {y € R™t.c. K’ x {y} C A} € un aperto contenent&’. Si hainoltreK”’ x L C
A. Dunque|K'||E"|. < |K'||L] < |A| < ||E' x E"||. + ¢. Passando alup per K’ C F’
otteniamo F'|; |E"|. < ||E' x E"||. + ¢ come volevamo. O
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Per finire proviamo la seconda delle (18). 8e> E' e A” D E”, alloraA’ x A” € un
paricolare aperto contenent# x E”. Poiche la (18) € gia dimostrata per gli aperti possiamo
dedurne la relazionpd’| |[A”| = ||A” x A"|| > ||E' x E"||.. Passando alif perA’ O E’ e
A” D E" abbiamo la conclusione. O

Con questo termina la dimostrazione di (17), (18) e (19).

Lasciamo al lettore di ricavare da (17) e (18) questa imnedi@nseguenza:

SeE’ ¢ R" & misurabile, allora per qualunque” C R™ si ha
(20) IE"x E"|l; = [E"| [E"];, ||[E x E"||lc = |E"| [E"].
Pertanto, sé”’ € misurabile, la misurabilita di” x E” equivale a quella d&”.






CHAPTER 2

Integrale di Lebesgue

Notazioni:
e |- | indica la misura di Lebesgue R,
e || - || indica la misura di Lebesgue ! = R” x R,,

e (a < f < b)indicalinsieme{z € R" t.c. a < f(z) < b} e analoghi,
e (0 <y < f)indicalinsieme{(z,y) € R} x R, t.c. 0 <y < f(x)} e analoghi.
e /T = sup(0, f) & laparte positivadi f e f/~ = —inf(0, /) ne e laparte negativa
cosicchésihg = f*— f~el|fl=f"+f".
1. Integrale di funzioni non negative
In questo paragrafo & data una funzi®ie— R* U {4+oc0}.
Linsieme (0 < y < f) si chiamasotto-graficadi f.

Definizione. Se il sotto-graficd0 < y < f) di f & misurabile allorgf si diceintegrabilee il
suo integrale & la misura iR"*! del suo sotto-grafico:

(21) /f= o<y <Al

Dalle proprieta di monotonia (13) a pag 13 e la successida d&riva senza bisogno di
dimostrazione il seguente fondamentalissimo

TEOREMAi B.Levi. Sianofy > 0 integrabili.

e (i) Sefy 1 f, allora f & integrabilee[ fy T [ f,
e (ii) Sefy | g, allora g & integrabile e sg fy < oo, allora [ fx | [g

Non & agevole studiare le proprieta dell'integrale (m&mepio[(f +¢) = [ f + | g) a partire
da queste definizioni. Occorre approssiman opportune funzioni scaletta.
Definiamo le funzioni scaletta di cosi:

sy(z) =00, sef(zr)=oo.
Suddividiamo poi la semirett@, co) negliintervalli[m2=, (m+1)2="), m € N, di ampiezza
2~ e poniamo
sn(z) =sup{s € 27VZ, s < f(z)}, sef(x) < oo.

INaturalmente, precisazione idiota, bagtfy < oo per un qualcheV.

21
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In altre parole, sef(z) < oo, sy(x) si ottiene scrivendd (z) in forma binaria e troncando
all’ N-sima cifra dopo la virgola. Abbiamo dunque

(22) sv 1 f
(del resto & < f(z) — sy(x) < 277).
La definizione disy significa dunque

(23) sy(x) = Z M2 N X (2) 4+ 00+ Xoo (),
m=1

dovey,, € la funzione caratteristica dell'insient@2=" < f < (m + 1)27%), mentrex, € la
funzione caratteristica dell'insieni¢ = o).
Il Teorema di B. Levi ci permette dunque di affermare quaegue:

Se lesy sono integrabili allora anchg € integrabile.

Abbiamo cosi ricondotto lo studio dell'integrabilita dia quello della misurabilita del sotto-
grafico(0 < y < sy) di ciascunay .
Noi lo suddividiamo in strati disgiunti di spessare’:

(24) O<y<sy)Nm2™ <y<m+127"), meN.

f sara dungue integrabile se ciascuno di questi strati @siame misurabile.

Ma allora, guardando la (24) e osservando che il nun@étey(z) € N & strettamente
maggiore d2Vy € [m,m + 1) se e solo s8y(x) > (m + 1)27, cioé f(z) > (m + 1)27V,
concludiamo che gli strati (24) coincidono con gli insiemi

(f>m+1)2Y) x[m2™", (m+1)27"), meN

Poiché lintervallo a destra € comunque misurabile, pemgo detto subito dopo la (20) a pag
19, la misurabilita di questo prodotto equivale a quellbfaiore di sinistra che € un insieme
deltipo(f > a).

Abbiamo cosi provato il seguente
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LEMMA 1.1. Siaf > 0. Se per ogniz € R, I'insieme di dislivello(f > a) ¢ R* di f &
misurabile, alloraf & integrabile.

Il Lemma 1.1 si puo rovesciare:

PROPOSIZIONEL.1. Sia f > 0. f & integrabile se e solo se per ognic R, l'insieme di
dislivello(f > a) C R™ di f & misurabile.

Dimostrazione.La parte "se” non e altro che il Lemma 1.1.

Supponiamo dunque chgsia integrabile. Fissiamo un numeio Sea < 0 allora(f >
a) = R™ & certamente misurabile. Supponiamo> 0. Siab > « arbitrario. Linsieme
(0 <y < f) & misurabile per ipotesi. Allora lo & anche I'insieme

S=(0<y<f)NR"x[a,0))
perche intersezione di misurabili e si ha
(f >b) x[a,b) C S C(f>a)xla,b)

Nella figura,S € la zona a righe e gli altri due insiemi sono rappresentatettangoli.
Per la proprieta (20) a pag 19 delle misure prodotto podiciziamata, otteniam@ —a)|(f >
b)le < ||1Slle = 1|Slli £ (b—a)|(f > a)|;. In conclusione

[(f Z0)le <[(f >a)li, VO<a<b
Ora conviene richiamare la continuita della misura estgr@r successioni crescenti provata
a pag 12, cioe la (11) che qui riportiam@ZE; 1 E} = {|E;lc T |E|.}. Prendiamo una
successiong; | a, cosicchg f > b;) T (f > a). Passando al limite nellg@f > b;)|. < |(f >

a)|; otteniamo|(f > a)|. < |(f > a)|; € dunque f > a) & misurabileva € R*. Ma allora lo &
anche(f > a) = N;(f > a— 3). O

Esercizio Se f > 0 e continua, allora € integrabile. (Applicare la propasie precedente
considerando che gli insieraf > a) sono chiusi e quindi misurabili.)

Abbiamo visto a pag 5 che le scalette di Riemann sono comuimggegrabili ma che ap-
prossimang’ > 0 solo se questa e integrabile secondo Riemann.

Difatti f(z) > b,y <b=y< fz)ey< f(z),y>a = f(z)>a
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Viceversa, come abbiamo appena mostiatscalette di Lebesgue approssimano qualunque
f ma sono integrabili se e solo seégf. Dimostrare.

Confrontando la scaletta di Lebesgue qui rappresentatgueela di Riemann a pag 5, si
capisce come il metodo di Lebesgue permetta di integrarelaagse molto piu vasta di funzioni.
| gradini di Lebesgue ben si adattano alla formg diccompagnandone il grafico mentre quelli
di Riemann possono rimanerne molto distanti. Si pensi aliaibne caratteristica @ N (0, 1)
gia considerata all'inizio, non integrabile secondo Raem. Le scalette di Lebesgue in questo
casocoincidono tutte con la funzione stessal

SiaF C R™ un insieme misurabile ¢ una funzione definita in un insieme che contiéne
Siay g la sua funzione caratteristica.

Sexr/f € integrabile allora si dice chgé integrabile inE e [ x f si chiamaintegrale di
f esteso ad” e lo si indica anche con le notazioni

/Ef, /Ef(x)dx, /Ef(x)dxl...dxn.

Sef & integrabile ( e quindi misurabile) gliinsierfii < f < b) = (f > a)N (f < b) sono
misurabili e quindi le funzioni,,, che appaiono nella (23) a pag 22 sono funzioni carattehistic
di insiemi misurabili e disgiunti. Pertanto

le funzioni scaletta di una funzione integrabile sono fanzsemplicia norma della definizione
che segue:

Definizione.Si chiamafunzione semplice i’ una funzione del tipo
s(x) =Y ¢ x;(a),
1
dove ley; sono le funzioni caratteristiche di insiemi misurabiliglisti £; che ricopronaZ e

¢; € RT U {+o00}. Linsieme di queste funzioni si indica ca®(£). Dimostri il lettore che la
somma di due funzioni semplici &€ semplice, che esse soagrialili e che si ha

/S = ZC]' |EJ|
1
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Sef > 0 e integrabile si ha

(25) /Ef :sup{/Es, seS(E),s< f}

Difatti per le s contemplate nel sup si ha ovviamerftes < [, f e del resto esiste una
successioney € S(E) (le scalette di Lebesgue) tale cliesy — [, f.

Mediante le funzioni semplici si puo provare I'additaidlell'integrale di funzioni non neg-
ative:

LEMMA 1.2. Sef > 0 eg > 0 sono integrabili inE allora anchef + ¢ & integrabile e si
ha

(26) [E<f+g>=/Ef+[Eg.

Dimostrazione.Supponiamo dapprima che= > ¢; x; eg = > d;, x5, siano funzioni sem-
plici. Anche f + ¢ e allora semplice e quindi integrabile. ke siano le funzioni caratteris-
tiche degli insiemi del ricopriment@¥;) e le x;, di quelle del ricopriment¢G),), sicche, posto
Ej, = FyN G, e, per lasua funzione caratteristica, sihg [ Ejn| = [Gal, D2, | Ejn| = |F)l,
E]— Xjh = Xh» Eh Xjh = Xj- Pertanto si h@c +g = Ejh(cj + dh)th. Da CUlf(f -+ g) =
don(ei Fdn) Bl = 32565 200 [Ejnl + 320 dn 225 1 Ejnl = 32,5 65|yl + 32, dnlGhl = [ f +
[ 9. Nel caso generale si approssimahie g con le loro scalettefy e gy. Si applica infine
BLEVIafN+gNTf—|—g ]

Esercizi.
1. SiaE; una famiglia numerabile di insiemi misurabili, disgiuntsia £ = UE;. Siaf > 0
integrabile inE'. Dimostrare che si ha

@) L=/ s

2. Siaf > 0 integrabile. Dimostrare |Bisuguaglianza di Tshebyshev

(28) (f > a) S%/f, Va € RY.

(usare(f > a) x [0,a) C (0 <y < f)).

"Quasi ovunqugin...)’, "per quasi ogni...”.

Si dice che una proprieta e verificaQuasi ovunquéin £), e si scrive "g. 0. ink” oppure
"per quasi ognir in E”, e si scriveqVx € F, se essa vale per ognie F\Z, doveZ e un
insieme di misura nulla.

Osservazioné.l SiaFE un insieme misurabile.
e (i) Sef > 0 e integrabile inE e |E| = 0, allora [, f = 0.
(Anche sef = 400 in E!)
e (i) Siaf >0.Sihaf,f=0<« f=0g.0.inkE.
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o (iii) Sef >0einL'(E) allora f < 00 g.0. inE.

Dimostrazione(i) Sias = ) ¢;xg, < f unafunzione semplice. Poiclt§ C £ sihal|E;| = 0
equindif,s =3 ¢;|E;| = 0. Dalla (25) a pag 25 segue allofa f = 0.

(i) < VN € N per Tshebyshev sihaf > 1/N)| < N [ f = 0equindi(f > 0) = Ux(f >
1/N) ha misura nulla.

= PostoZ = (f > 0), siha|Z| = 0. Usando (i) abbiamo allory, f = fo+fE\ZO = 0+0.
(iii) PerogniN € Nsiha(f = o0) C (f > N). Da Tshebyshev segue allfg = oo)| <
|(f > N)| < « [, f- Passando al limite si H&f = co0)| = 0 O

2. Integrale di funzioni di segno qualunque
In questo paragrafo & data una funzigheR"” — R U {—o0, +o0}.
DefinizioneSe /™ e f~ sono integrabili allorg’ si dicemisurabile.

Definizione.Se inoltre[ f* e [ f~ non sono entrambi uguali-aco allora f si diceintegrabile
e il suo integrale

(29) [r=[r-[r

Notiamo che questa definizione concorda con quella giargdteasof > 0 perche in tal caso
fm=0.

Definizione. Se infine si ha anche che entrambi gli integrflf* e [ f~ sono finiti, allora
| f € R e sidice chef € sommabile che appartiene A'.

Si verifichi che la funzione caratteristica dell'insieme\itiali non € misurabile, che ogni
funzione continua & misurabifg che f(x) = = & misurabile ma non integrabile, cliéx) = 1
e integrabile, ma noi!, e che|z|=%(1 + |z|)~® & integrabile ma &.! se e solos& < 1 e
a+b>1.

Mi hanno chiesto a lezione che interesse abbiano le funensturabili quando non siano
anche integrabili, visto che non hanno integrale.
La domanda non e stupida e la risposta e che infatti le umznisurabili non hanno nessun
interesse in quanto tali, ma lavorare nel loro ambito & epiti agevole perché, a differenza
delle integrabili, le funzioni misurabili costituiscona wgruppo (anzi, uno spazio vettoriale
come vedremo tra poco) e le integrabili no. Per esempio leiémn1/|x| e 1/|x — 1| sono
integrabili ma la loro differenza e solo misurabile perciha

/<”i”_%o+:/<miu‘éo_:w

3si applichi 'esercizio a pag 23 alle funzioni continfig, f~.

Verificare.
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In corrispondenza dei quattro segni di disuguaglianza ico sdtrettanti tipi di insiemi di
dislivello. Questo non creera confusione grazie al seguen

LEMMA 2.1. e (i) Perf : R" — RU{—o00, +00} sono equivalenti queste propréet
(30) (f >a) € misurabile, Va € R,
(31) (f <a) e misurabile, Va € R,
(32) (f <a) € misurabile, Va € R,
(33) (f >a) e misurabile, Va € R.

e (ii) f soddisfa le propriet sopra elencate se e solo s@ eiccade separatamente per
ftef .

Dimostrazione.(i): (30)<(31), perch& f < a) =C(f > a), e lo stesso per (32}(33). Inoltre
(30)=(33) perch&f > a) = Nk(f > —a — 1/k) e (33)=(30) perch&f > a) = Ui(f >
a+1/k).
(i) pud essere dimostrato dal lettore tenendo conto deldpienti identita:

sea>0,siha(f >a)=(fT>a)e(f” >a)=(f < —a),

sea <0,siha(f>a)=(f"<—-a)e(ft>a)=(f" >a)=R" O

Possiamo ora finalmente dare una caratterizzazione deliéofui misurabili che ci permettera
di conoscerne le proprieta che servono.

TEOREMA 2.1. La funzionef : R® — R U {—o0,+0o0} & misurabile se e solo se i suoi
insiemi di dislivello sono misurabili, ceose vale una dell€0)-(33)

Dimostrazione.Se f & misurabile allora, per definiziong} e f~ sono integrabili e quindi, per
la Proposizione 1.1 a pag 23, soddisfano la (33) qui soprar@ per il lemma precedente,
parte (ii), anchef la soddisfa. Ma allora, sempre per il lemma precedente tgwedta parte
(), f soddisfa le (30)-(33).

Viceversa, se ci6 accade allora, per il lemma qui soprae gy, /+ e f/~ soddisfano le (30)-
(33), in particolare la (33) che, per la Proposizione 1.1@2fassicura la loro integrabilitd.
e pertanto misurabile. d

Esercizi.
1. Dimostrare che se una funzioyiee misurabile, allora le sue curve di livellg = a) sono
misurabili. (Usare il Teorema qui sopra).

2. Dimostrare che s¢ e misurabile allora il suo graficB; = {(x,y)| vy = f(z)} C R"™ ha
misurao.

Soluzione. Si hal'y U {assec} = I'y+ UT'y-. Poiche si ha|{asser}|| = 0, usando
I'esercizio 4.1 a pag 11, parte (b), abbiafjity || < |[T's+|. + |[T's-||. Basta dunque provare
| ¢+|le = [|[T's-|le = 0. Si & cosi ricondotti al casp > 0.
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Sia dunquef > 0. Postol'} = I'y N (By x R,), conBy = {z € R*,[z| < N}, si
haT'; = UyI'}. Quindi basta provargl'}'||. = 0 con N fissato. Fissiame > 0. Poniamo
Ey, = {(z,y)|lz] < N ke < f(x) =y < (k+ 1)}, cosicchd'} = U, Ey, unione disgiunta.

Ragionando come nella dimostrazione del Teorema, da

E, C(ByN(ke < f<(k+1)e) x [ke, (k+1)e)

si deduce

|Eklle <e|ByN(ke < f<(k+1)e)l.
Linsieme (f < oo) & unione disgiunta déike < f < (k+ 1)) perk = 0,1,.... Quindi
By N (f < 00)] = 24 [By N (ke < f < (k+1)e)l. Abbiamo cosi|TH |l < 3, || Exlle <
e IBy N (ke < f < (k+1)e)| = e|By N (f < 00)] < ¢|By|. Donde||T'}[l. = 0 per
I'arbitrarieta dic.

3. Applicando separatamente l'osservazione 1.1 a pag 25/~ dimostrare che questa e
valida anche senza I'ipotegi> 0, tranne I'enunciato (iix= che & falso.

3. Proprieta delle funzioni misurabili

EsempioSe f € misurabile g = f g.0., allora anche & misurabile.

Difatti (¢ > a) U (f # g) = (f > a) U (f # g). Dunque(g > a) differisce dall'insieme
misurabile(f > a) per un insieme di misura nulla ed & percio misurabile; \Eshrcizio 4.1
pag 11, parte (b).

Con la seguente proposizione dimostriamo le proprietapii delle funzioni misurabili.

PROPOSIZIONE3.1. e (i) Sef e misurabile e finita @ : R — R e continua, allora
® o f & misurabile. In particolare sono misurabdf, f + ¢, f™, e/.
e (ii) Se anche & misurabile allora sono misurabilf + g, fg €, seg # 0 g.0., anche

fl9-

e (iii) Sef; e una successione di funzioni misurabili, allora sono mabilr le funzioni
sup g, inf g;, limg; elim f;. Infine, sef; — f g.0., alloraf & misurabile.

Dimostrazione(i) Come ogni aperto dR, (¢ > a) € unione numerabile di intervalli;, 5;)
(per esempio prendendg e ; razionali). Dunque l'insiemé® o f > a) = U;(a; < f < 3))

e misurabile. .

(i) f+ g: Siaf(z) = f(x) sef(x) # too, f(x) = 0sef(x) = +oo oppuref(xz) = —oco. g
sia definita nello stesso modo. Si pA(z) + §(z) > a} < {Ir € Q, f(z) > r > a — j(z)},
dunque linsiemd f + § > a) = U,eo[(f > r) N (§ > a — r)] & misurabile.f + § & dunque
misurabile. Ne segue che+ g & misurabile perché + g = f + § g.0. (vedi esempio 2 a pag
28).

fg: Possiamo supporre clfee g non assumano i valotioo. Altrimenti possiamo ricorrere a
f e g come nel punto precedente. La funzighe= [(f + ¢) — f> — ¢%]/2 & misurabile.
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1/g: Siag(x) = g(z) seg(x) # 0, §g(z) = 1 seg(x) = 0. g € misurabile per 'esempio 2 a pag
28, inoltreg # 0. Pera > 0,siha(l/g >a) =[(g < 1/a)N(g > 0)]U(g > 1/a)N(g < 0)], e
similmente pern < 0, infine(1/g > 0) = (g > 0); in ogni caso I'insiemé&g > a) & misurabile.
1/¢ € dunque misurabile perché & uguale quasi ovunque aliadoe misurabild /g.

(i) Linsieme (sup f; > a) = U(f; > a) & misurabile perche lo sono dlf; > a) e quindi la

funzionesup f; & misurabile. Per I'inf si_usa lidentittnf f; = —sup(—f;). In particolare é
misurabileg, = sup,., f; € quindi anchéim f; = inf g;. Lo stesso per iim. Infine, sef; — f
g.o. si haf = limf; g.0.. O

Esercizio3.1. Dimostrare le seguenti cose: Sialfiee g integrabili in £, non necessaria-
mente> 0.
e 1)Sef <galloraf, f < [.g.
e 2) Se); & una successione di insiemi misurabili disgiunte= UE}, continua a
valere la (27) di pag 25 che qui riportiamo

J=X ]

e 3)Sihafcf=c/[f,VceR.
Il Lemma 1.2 di pag 25 vale anche per funzioni di segno qualanq

PROPOSIZIONE3.2. Sef e g sono integrabili inE allora f + g € integrabile inE' e si ha

[E(f+g>=/Ef+/Eg-

Dimostrazione. £ puo essere suddiviso thinsiemi misurabiliF; . .. Eg in ciascuno dei quali
ciascuna delle tre funziorfi, g € f + g ha un segno determinato. Si lavora separatamente per
ciascuno degli integraUE1 o fEG. Per quelli in cui le tre funzioni hanno segno concorde vale
il Lemma 1.2 a pag 25. Negli altri si ha, per esemgio; 0,9 <0, f + g > 0. In questo caso

si applica il lemma alle due funzioni non negatite- g e —g. Completare i dettagli. OJ

La proposizione precedente permette di eseguire il seguent

Esercizio3.2 e 1) Siaf € L' (E), |E] < oo. Dimostrare che si haf, f| <

supg | f||E|. (usare{(z, y)|z € E,0 <y <|[f(z)[} C £ x [0,sup|f])).

e 2) Siaf integrabile inE. Dimostrare che anch¢| e integrabile e che si ha/,, f| <

/1.

. é) Siaf misurabile inE. Dimostrare che ¢ € L'(E) se e solo s¢f| € L' (E).

e 4) Sef & misurabile int, ® € L'(E) e f > ® g.0., alloraf e f — ® sono integrabili
inEesihaf (f-®)= [, f— [,®.
(Difatti sihaf~ < @, quindi [ f~ < oo e f e percio integrabilef — ® e integrabile
perché & misurabile & 0. Si distinguono due casi. Sg € L'(F) allora anche
f—® e L'(E) e, per la proposizione precederfte( f — @) + [, ® = [, f. Se poi
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f ¢ L'(E)allora [, f = oo perché si e visto ch¢_ f~ < co. Inoltre f — & ¢ L'(E)
perché altrimentif = ® + (f — ®) € L'(F), ma allora, giacchg¢ — ® > 0 g.o.,
Jo(f —®)=oc0=00— [, &= [, f— [, ®)

e 5) Sef € L'(F), g € misurabile e limitata g.o. i@/, allorafg € L'(FE).

e 6) Sef € L'(FE) & g.0. non negativay, € misurabile in~F dove soddisfa q.ox < g <

g,allorasihay [, f < [ fo<p [, f.

4. Scambio di limite con integrale

In questo paragrafo studiamo la possibilita di scambiagelazione di integrazione con
quella di limite, e quindi anche di derivata. La proposizahe segue vale anche per I'integrale
di Riemann.

PROPOSIZIONE4.1. Se la successione di funziofjie L'(E) converge uniformemente ad
finEede|E| <oo,allorafe L' (E)e [, i — [, [

Dimostrazione. f € misurabile perche limite puntuale di funzioni misutglftroposizione 3.1,
(iii) a pag 28). Poichéupy | f; — f| — 0, siha|f| < |f;| + 1 perj > 1, e quindif € L'(E).
InOItre|fEfj _fEf| < fE|f] — fl <supg |f; = fIIE] = 0. [

Il concetto di "convergenza dominata” appare nel lemma awge. ¢ sara lafunzione
dominantedella successiong,.

LEMMA 4.1. (Fatou)Sia f; una successione di funzioni misurabilifhe si abbiaf; > ®
g.0. inE, con® € L'(F). Allora le f; sono integrabililim f; & integrabile inE e si ha

(34) [ty <tim [ 5,

Dimostrazione.Supponiamo dapprim& = 0. Poniamay;, = inf;>;, f; dimodochey,, T limf;.
Le g, sono misurabili perche inf di misurabili, dunque integliglerche non negative. Percio
si puo applicare loro il Teorema di B.Levi. Valgono dungeelle relazioni

hm/gk:/h_mfja gk < [
E E

/h_mszlim/gk:hﬁ/gkéhﬂ/fk
B E E E

come volevamo. Lipotesb = 0 si rimuove applicando il risultato precedente alla sudoess

f; = f; — ® e poi l'esercizio 4) qui sopra. Completi il lettore i dettiagl O

Da esse abbiamo:

Veniamo aiTeoremi di convergenza dominata di Lebesgue.

TEOREMA 4.1. (Lebesgue$e la successione di funziofjie L'(E) converge adf g.o.in
Eesiha|fj| <®q.0.inE,con® e L'(E),alloraf e L'(E)e [, fi — [, [
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Dimostrazione.Le ipotesi del Lemma di Fatou sono verificate siafdahe da—f;. Poiche
lim(—-) = —lim (+), abbiamdim [, f; < [, limf;. Ma si halimf; = limf; = f g.0. inE.

Otteniamo cosi
i [ gy< [ Tmf = [t <t [ 5,
E E E E

Ne segue la convergenza della successiong e, per i carubbaf, f; — [, f. O

Esercizio 1 Verificare che la Proposizione 4.1 non si applica #jldi pag 6 benche sia I, che

il loro limite siano integrabili secondo Riemann. Dimosé&rahe invece a talf, € applicabile
il Teorema della convergenza dominata chéida/ f, = [ lim f, = 0, come del resto si vede
subito direttamente.

Esercizio 2 Sia f; una successione di funzioni ib' (F) tali che " |f;| € L'(E). Si provi
che}" f; converge assolutamente g.0.Ahad unaf € L'(F) e che converge agl anche "in
LY(E)” ciog che si hdimy_.o, [, |f — 3} f;| = 0. Inoltre si halimy .o, [, 35 fi = [, f
SoluzionePoiche}” |f;| € L'(E) siha)_ | f;| < oo g.0. inE (vedi (iii) dell’ osservazione 1.1
a pag 25) e quind} _ f;(x) converge assolutamente per qoz E. Siaf il limite. Le funzioni

gk = Z’f f; sono dominate g.o. i da)_ |f;| € L'(E), allora, per la convergenza dominata,
sihaf = limg, € LY(E) elimy_, [, >V f; = [, f. Infine, le funzionilg, — f| € L'(E)
sono dominate d&_ | ;| + | f| € L'(E). Dunquélim [, [gx — f| = [, lim gz — f| = [, 0=0.

Esercizio 3 Il Teorema della convergenza dominata non e valido peteljrale di Riemann.
Un’esempio che lo dimostra si ottiene prendendo cgiia funzione caratteristica dell'insieme
dei primij razionali in[—1, 1].

Assoluta continuita dell'integrale di una funzione L'.

Siaf € L'(E). Per ognic > 0 esiste) tale che s¢” C £ ha misura< ¢ allora [ |f| < e.
DimostrazionePer assurdo. Se I'enunciato fosse falso esisterebberbideg E con|F;| <

277 e tali che si abblfng |f| > C > 0. Gliinsiemi misurabili&; = U2, hanno misura 277 e
quindi, per la (14) a pag 18 = NE; ha misura nulla. Dall'osservazione 1.1-(i) a pag 25 segue
allora che si hafG |f| = 0. Sipud adesso applicare il Teorema di Lebesgue alla ssicces
Xz, |f| dominata daf| e si ottieneij |f| — 0. Ma allora daC' < me If] < ij |f| passando

al limite perj — oo avremmoC' < 0 contro I'potesi. O

La condizione chef sia L' & essenziale. Lo si vede prendendo ad eserfipiop = 1/x
in £ = (0,2). Per ognia in (0,1), I'insieme F' = [a,a + 1] C E ha misural. Tuttavia
[ |f] =log(1 + %) & arbitrariamente grande se si scegligcino ao0.

| teoremi che seguono (detti anche loro "di convergenza dataf) costituiscono uno stru-
mento efficientissimo per il passaggio al limite e la deriwae sotto il segno di integrale nella
teoria di Lebesgue.



32 SCAMBIO DI LIMITE CON INTEGRALE

E data una funziong(z,t) in E x A. E C R” & un insieme misurabile ¢ c R}* un
aperto. Daremo una condizione affinche le proprieta diinaita e derivabilita dif rispetto a
inducano analoghe proprieta per il suo integrale

F(t):/Ef(x,t)dx.

TEOREMA 4.2. Assumiamo che
o () f(t,-) € L\(E),Vtc A,*
e (i) f(-,z) & continuainA per g.0.z € E,
e (iii) Siha
|f(t,2)| < ®(x), VteA qvze€FE,
con® € LY(E),

allora F'(t) € continuain A.
In altre parole,Vt, € A siha

(35) lim/Ef(t,m) dx:/Elim f(t,x)de.

t—tx t—tx

Dimostrazione. Sia t, una successione id che tende &,.. Poniamof(z) = f(tx,x) €
fo(x) = f(t.,z). Peril Teorema "ponte” & sufficiente provare chef, — [, f.. Per l'ipotesi
di continuita (ii) abbiamof, — f. g.0. in E, mentre la (iii) d&|f,| < ® q.0. in E, con
® € L'(FE). Resta solo da applicare il Teorema 4.1. O

Per la derivazione di'(¢) vale un Teorema perfettamente analogo al precedente:

TEOREMA 4.3. Assumiamo che

o (i) f(t,)) € L}(E),Vt € 4,

o (ii) f(-,o) € C'(A) perqg.0o.x € E,

o (iii) Siha

or
ot
con® € L'(F),

allora F € C'(A) e siha

(t,x)| < P(z), Vte A, qVx e E, j=1,...m,

0 of

(36) o, (t) = Lot

(t,z)dx.
In altre parole gli operatori% e fE commutano.

4f(t,-) indica la funzioner — f(t, =) della sola variabile:.
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DimostrazionePer studiar%% in t° dobbiamo riferirci alle funzioni

J
F(t),. .t ), ) e f(,... .19 ,t,t),,,...,t,) della solat, variabile in un in-
torno dlt0 Tanto vate allora studiare |I solo caso= 1 e supporre chdl sia un intervallo della
rettalR,.

Applicheremo di nuovo il teorema precedente al rapportceimentale

xXr) — OZL'
r(t,x):f(t’ Z_z;(t’ ), t#1°.

Osserviamo che, per l'ipotesi (i), pevg € E, si halim,_,o r(t,z) = D, f(t°, ).
Usando il Teorema di Lagrange e I'ipotesi (iii), abbiamo ger.z € E
r(t.2)| = |Dof(t, )] < ()

cont € A. Dal teorema precedente segue allora I'esistenza deklimit

D, F(t°) = lim [ r(t,z)dx :/ lim r(t, z) de = / D, f(t°, z) dx,
E E

t—t0 t—t0

e cioé la derivabilita df’(¢) sotto il segno di integrale.
Infine, per dimostrare la continuita fi, /" si applica ancora il teorema precedenie, (¢, x)
che &€ dominata da. O

Osservaziond.l Procedendo per induzione si puo estendere il teoremageetz alle
derivate d’ordine superiore. L'enunciato diventa:
Supponiamo
o (i) f(t,") e LY(E),Vt € A,
o (i) f(-,x) € C¥(A) perq.0.x € E,
o (iii)

a(k)f
I e v
con® € LY(E),
allora F € C¥(A) e perj, +---+ j, < ksiha
(J1t++im) (J1t+++im)
ajil . Qimt, F(t) = . ajil . Qimt,

a(j1+"‘+j7rz)
ajltl---ajmtm

(t,z)| < ®(x), Vte A qVx € E,

(37) f(t,x)dx.

In altre parole gli operatori efE commutano pej; + - - - + jm < k.

5. Integrali multipli

Oraf sara funzione di due variabitic R™ ey € R™. Vogliamo confrontarg,,.... f(z,y) dz dy
con l'integrale inR™ della funzione diy y — [, f(x,y) dz. Trattiamo prima il cas¢’ = 1.
Non sara poi difficile ridursi a questa situazione. La qguest € allora regolata dal seguente
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TEOREMA 5.1. (Fubini)SiaE' C R} x R} misurabile.
Per ogniz € R™ poniamoE” = {y € R™|(x,y) € E}.
Allora
e (i) E* & misurabile per g.a. € R",
e (ii) La funzioner — |E7| & integrabile inR™ e il suo integrale2 uguale a|E||:

(38) 1Z]l= [ [E"|da
Rn
Dimostrazionell teorema € evidente s€ € un intervallo.
Consideriamo 4 casi.
1) E = U*1; & unione numerabile di intervalli non sovrappostiRii™.

Sihak® = UI7 e gliintervalli I C R™ sono non sovrapposti. Dunqé# & misurabile in
R™ per ogniz € R"™. Consideriamo irR” la successione crescente di funzioni integrabili non
negativeu,(z) = S |I7|. Perla (15) a pag 13 si ha(z) T |E7|. Per il Teorema di B.Levi la
funzionex — |E*| € dunque integrabile e si lian [;, up = [, |E].

Sihainoltref,, u, = 31 || 7;]|. Applicando allora nuovamente la (15) otteniatino [, u;, =
||E||. Confrontando con la precedente abbiamo la (38) come voleva

Il teorema & dunque provato in questo caso, in particokafe & aperto.

2) E = K e compatto.

Certamentef’ & contenuto in un cubo aperfp = Q, x @,. A = Q\K € aperto e si ha
A* = Q,\K*. K* & misurabile perche & compatto e la funziane- |K*| = |Q,| — |A*|
misurabile perché in 1) si & visto che— |A*| & misurabile. Infine si ha

HQH—HKH:IIAH:/Q |Aﬂ=/Q<\@y|—\m>=u@||—/ K|

Qa

ciog|| K| = [, [K*| come volevamo.
3) E e limitato.

SCome nel capitolo precedente || indica la misura di Lebesgue &+, mentre| - | indica quella inR™
oppure inR™.
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Prendiamo una successione decrescente di aperti liit&tiuna crescente di compatt;
tali che siall; C £ C A; e|A;\K;|| < 1/j. Siapplica 1) allapertol;\ K& e si ha

AN || = / (43| - |K?)) d.

Il primo membro di questa uguaglianza tend@.aLl’integrando a destra € non negativo e
dominato dar — |A%| che eL! perchéA; & limitato. Quindi, per la convergenza domi-
nata, il limite dell'integrando e non negativo ed ha inedgmullo. Ne concludiamo che si ha
lim; |A7] — lim; [K7[ = 0 per g.0.z. Poiche|K¥| < |E®|; < |E*|. < |Af|. Passando al limite
abbiamo E*|; = | E*|., per g.0x € R" e possiamo affermare che, per qup E* € misurabile e
che sihg E*| = lim; | A7|. Infine, se indichiamo cof il sotto-grafico della funzione — | E7|,
abbiamo

1550 = [ 1851 < 18 < ISk < [ 1471 = .
Poiche||4,|| — || Kj|| — 0, al limite otteniamo che5 & misurabile (e quindi — |E*| &
integrabile) e[ |E*| = | S| = lim || A;]| = || £|| come volevamo.

4) Caso generale.

Applichiamo il teorema agli insiemi limitatt; = £ N {|z| < j,[y| < j}. PoicheEy T E7,
E* e misurabile per g.0z; la funzioner — |E?®| = sup |E7| € misurabile per il Teorema di
Levi che da anche

|E|| = sup | E, | = sup / E?|di = / sup | B2 dx = / E*| da

come volevamo. O

Applichiamo ora questo teorema per ricondurre I'integragidi una funzione di piu vari-
abili a successive integrazioni di funzioni di una variatsbla. Come al solito intenderemo
R? x R = R™m

TEOREMA 5.2. (Fubini-Tonelli)Sia f una funzione integrabile iR"*™. Si ha
e (i) Perg.o.z € R" f(z,-) & integrabile inR™.
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e (i) La funzioner — [ f(z,y) dy € integrabile inR™ e il suo integralez espresso da

@ { [t dy} io= [ f.pyaray= [ { [ 1) dx} dy.

o (iii) Se poif € L'(R**™), allora per g.ozx la funzionef(z,-) & in L'(R}") mentre
[f(y)dy &in LN(RY).

Dimostrazione.(i),(ii). Basta provare la prima delle due uguaglianze (88)che nell'ipotesi
non c’e preferenza tra le due variahile y.

Separandg™ e f~ ciriconduciamo al cas$ > 0. L'enunciato del presente teorema viene a co-
incidere allora con quello del teorema precedente se irgestrpretiama? come sottografico

di f. Vedi figura.

(i) la grandezza (39) e ora per ipotesi finita. Osservdieiperessione di sinistra concludiamo
subito che[ f(-,y)dy € in L'(R?). In particolare, per q.@, si ha [ f(z,y)dy < co. Cid
significa appuntdf (z, -) € L'(R}"). O

Esercizio. Si enunci e si dimostri il teorema precedente nel caso di unzadne integrabile in
un insiemeE’ C R™*™ misurabile.
Un’altra conseguenza molto utile del Teorema di Fubini€lb® il seguente

TEOREMA 5.3. Nell'insieme misurabile C R”™ siano date le funzioni integrabili non
negativey e h. Si ha

(40) /E gh = /R . { /(g>a)mEhd9:} da.

Dimostrazione.Sia G(z, a) la funzione caratteristica dell'insieme misurabfler,a) € E x
R|0 < a < g(z)}, cosicche per ogni € R* si ha

/ h(z) G(z,a) dx = / hdzx.
n (g>a)NE

D’altro canto, per q.a. € F, si ha
/ h(z) G(z,a) da = h(zx) / da = g(x) h(x).
R+ (0,9(=))

La funzioneh(x) G(z, a) & integrabile inE x R* perché prodotto di funzioni integrabili.
Integriamo le ultime due relazioni, la primadia, la seconda ilz. Per il Teorema di Fubini-

Tonelli otteniamo la stessa grandezza. Questo da la (40¢ smlevamo. O
Nel casoh = 1 la (40) diventa
(41) /gdx:/ (g > a)NE|da
E R+

valida perg integrabile inE e non negativa.
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Lintegrabilita di f in R™*™ e un’ipotesi essenziale nel Teorema di Fubini: il fatto che
f(z,-) sia integrabile iRR™ Vz e chexr — [ f(z,y) dy lo sia inR™ non bastano ad assicurare
la validita di (39). Lo mostra il seguente
Esempiol quadrati della figura sono suppoaperti.

f : R? — R & definita in ogni),, come segue: vale/|Q,| in Q! e inQ3, mentre vale-1/|Q"|
in Q% ein@?. In tutto il resto diR? f valeO.

Ovviamente si hg f(z,y)dy = 0, Va, mann fr= an fm=1/2,quindi [ fT = [f" =
. Perciof, pur essendo misurabile, non € integrabile e dunfqyieron esiste.

6. Integrazione e diffeomorfismi

In questo paragrafo si studia I'effetto di un diffeomorfisswla misura di un insieme op-
pure, cosa equivalente, il modo di valutare un integralendifunzione che sia espressa rispetto
a coordinate curvilineg (per esempio polari) anzicheé nelle coordinate cartesiamespetto
alle quali abbiamo sviluppato finora la teoria. Dallalle y si passa con un diffeomorfismo
y = ®(x) di matrice jacobian®, e la morale & che, per passare dall'integrale nekequello
nellez, al differenzialedy = dy; . . . dy, va sostituitg det @, | dz.

La dimostrazione e alquanto laboriosa. Questo e dovutati che ci troviamo a dover
sviluppare questo argomento non nel suo contesto naturalé quello della derivazione della
misura di Lebesgue il quale non fa parte di questa trattazion

Proviamo innanzitutto chan’applicazione® : X — Y di classeC" tra aperti di R"
manda ogni insieme misurabilé C X in un insieme misurabileSi considerino i soliti aperti
X; ={z € X|dist (z,CX) > 1/4, |z| < j}. SihaX; CC X, in particolared ha derivate
limitate in X;, e X; T X quindi & sufficiente provare che sono misurabili gli insidmiZ N X ;)
perche®(X) = UP(E N X;). Tanto vale allora supporre direttamente chetessa abbia
derivate limitate inX e che sigE| < co. Sey;(z1,...x,) sono le equazioni dd abbiamo
dunqueldy;/0z,| < C. Ne segue

sup |y;(z") — y;(a”)] < Csup |af, — af|, Va',2" € X.
J h
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Pertanto, per ogni intervallb C X esiste un intervalld’ ¢ R" tale che sia
I'>®(1), |I'l<C™|I.

Ne segue che si ha

[B(F)[e < C"|F|., VFCX.
Ricorrendo all’Esercizio di pag 14 possiamo prendere unpadto X' C F tale che sigE| <
|K|+e. Sihaallord®(E)\®(K)|. < |P(E\K)|. < C"|E\K| < C"e (sieusatab(E)\®(K) C
®(FE\K)). Questo assicura la misurabilitad{ ) perched(K), essendo compatto, & chiuso.
(vedi condizione (b) a pag 14).

Diffeomorfismi

Definizione. Un diffeomorfisma : X — Y tragliapertiX C R} eY C R} e un’applicazione
bijettiva di classe”"! la cui matrice jacobiané, € non degenere in ogni punto.

Richiamiamo intanto il
Teorema delle Funzioni Inverse. Sk C R"™ un aperto eF' : X — R"™ un’applicazione di
classeC'. Se per® € X sihadet F,(z°) # 0, allora z° ha un intorno apertd? C X tale
cheF (W) & aperto eF' : W — F(W) & un diffeomorfismo.

Definizione Un’applicazioned : X — Y si dicesemplicese le rette congiungenticon ®(z)
sono tutte parallele.

Se scegliamo coordinate con I'asseparallelo alle rette per e ®(x), I'applicazione sem-
plice assume la forma

r = (21, .., 1, (X)), Tjx1, ..., Ty).
LEMMA 6.1. | diffeomorfismi semplici generano localmente tutti i cbffeorfismi.

Cio significa che ogni punte” € X ha un intorno apert® tale che esistano diffeomorfismi
®; . V; — Vi, 7 = 1,...n, tra aperti diR", che coinvolgono una sola variabjléali che si
abbial; =V, V.1 =®(V) e

d=P,0---00,.
Dimostrazione. Siay = y(z) I'equazione vettoriale d. Sianor; le righe della matrice
jacobiana®, (2°) ed¢; i vettori della base canonica &™. A meno di riordinare le vari-
abili y; possiamo supporre che teple (r1,...,r;_1,¢€;,...,¢e,) siano formate da vettori in-
dipendenti per ognj = 1,...n + 1. Indichiamo conR™(y,...,y,;_1,%;,...,x,) |0 spazio
R™ delle variabili scritte nella parentesi. Consideriamonle- 1 applicazioniv,; : X —
R™(y1, ..., Yj-1,;,- .., T,) di classeC" date da

y1=wy(x),... yYji—1 = yj—l(x)a
Lj=Tjyeeu, Tn = Tp.

Abbiamo riordinato le variabili in modo che tutte le; abbiano determinante jacobiano non
nullo in z°,
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Dal Teorema delle Funzioni Inverse segue allora:chba un intornol’ tale che ciascuna
delle ¥; & un diffeomorfismo diV' su un apertd’; C R(yi,...,yj-1,2;,...,2,). Poiché
U, =identita e¥,,.; = @, sihal; =V, V,;; = ®(V). | diffeomorfismi cercati sono

Q=W o0V, - Vi, j=1,....n
®; hala forma
Y1 =Y. | Yj—1 = Yj-1,
Y; = yj[\I]]_ (yb ceey Yj—1, Ly e e 7'1:”)]7
Lj41 = Tj41y- -+ Tn = Tn
ed e quindi semplice. Si ha per costruzidne- ¥, ; = ¢,0---0®;, perche &l;;; = ®,;0V,
j=1,...,n. [

Il resto del paragrafo e consacrato a dimostrare il seguent

TEOREMA 6.1. Siano® : X — Y un diffeomorfismoE C X un insieme misurabile e f
una funzione i} (®(E)). Siha

(42) f(y)dy = / (f 0 ®)(x) | det @, ()] d.
B(E) E

DimostrazioneSeparandg ™ e f~ possiamo supporre sistematicamente
f=0.
La dimostrazione consiste in quattro passi (a)-(d).

(a) La formula(42) e invariante per composizione di diffeomorfismi.

Cio significa che, s& : Y — Z e un altro diffeomorfismo tra aperti &" e se la (42) vale per
® e perV, allora essa e anche validapep ¢ : X — Z.

Dimostriamo (a).

Applichiamo la (42) al diffeomorfism@ e alla funzionef € L'{¥[®(FE)|} e, successivamente,
al diffeomorfismo® e alla funziond f o ¥)(y) - | det ¥, (y)| che L' in ®(F). Otteniamo

/ f(z)dz = /(f oWod)(x)-|det U, [®(z)]| - |det Py(z)|dz

(Tod)(E) E

che e cio che volevamo perché la regola di derivazionk dehzioni composte da (con no-
tazione matriciale}¥ o @), (z) = ¥, [®(x)] ®,(z). (a) € dimostrato.

(b) La(42)e valida pern = 1.
Dimostriamo (b).
In questo caso si hdet &, = ®’. Dimostriamo prima la (42) pef = 1. Cioe la

(43) B(E)| = / ' (2)] d.
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SeF e unintervallo, la (43) si riduce al Teorema Fondamentalladeoria dell'Integrazione.
Ma allora (43) e valida per ogni apertd in quanto esso € unione numerabile di intervalli
disgiunti.

Gli aperti A’ C Y contenenti®(E) sono tutti del tipoP(A), conA D E. La (43) risulta

allora da
|®(E)| = inf |A|= inf |®(A)| = inf / |D| :/ |D|.
A'SD(E) ADE ASE [, 5
Dalla (43) e dall'identity f > a) N ®(E) = ®[(f o & > a) N E] otteniamo
(fanem=[ (@]
(fo®>a)NE

che integrata pet € R*, e usando la (41) di pag 36 a primo membro e la (40) al secordo, d
la conclusione. (b) € dimostrato.

(c) La formula(42) e valida seP & semplice.

Dimostriamo (c).

Possiamo supporre che le rette pex &(x) siano parallele all’asse,.
Poniamar’ = (zo, ..., x,), cosicché & = (x,2'). ® ha ora la forma

(I)(.Z’) = (@(xlu JI/), JI/>-
Sihadet ®, = D,, . Useremo la notazionB” = {z; € R|(x1,2’) € E}. Siha
(I)('v x/)Exl = (I)(E)xlu f(‘,ﬂf/) ° (I)(v l’/) = (f © (I))<7'T/>

Fissiamar’ € R" 1.
Applichiamo il risultato pem = 1 al diffeomorfismo®(-,z') : X* — Y* tra aperti
dell’asser; e alla funzionef (-, z’) di z;. Si ha

[ gt = [ e eata) g
@(.2)(B) B
cioe
/ lf(xl,x/)dxl :/ /[(fo®)~ | det @, |](z1, 2") dxy.
(E) E®

La (42) risulta allora integrando i due membridn’ e applicando il Teorema di Fubini-Tonelli.
(c) e dimostrato.

(d) Conclusione.
Se F e contenuto in un apertd nel quale® e la composizione di diffeomorfismi semplici
allora la (42) risulta immediatamente da (c) ed (a).
Per ricondurci a questo caso ricorriamo al Lemma 6.1 a pag88o assicura che gli apevii
con questa proprieta ricoprono.

E allora, per il corollario 3.2 a pag 1X si pud ricoprire con una famiglia numerabile di
insiemi misurabili disgiunti contenuti ciascuno in un qered apertd’; di quelli sopra nominati.
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E e unione disgiunta degli insiemi misurabili = ENU; C V;. Anche i®(E;) sono misurabili
perchéd e C'! e disgiunti perch@® é iniettiva.
Abbiamo dunque

/ f(y)dy:/ (f 0 ®)(x) | det B, (2)| dz.
O(Ey) E;

Sommando sy otteniamo la (42). O






Part 2

Funzioni Olomorfe






CHAPTER 3

Richiami di analisi elementare

1. Limiti superiore e inferiore

Non tutte le successioni numerichg hanno un limite ma tutte hanno un limite superi-

orelim,,_,..a, € Uno inferiorelim,, .__a,. Sea, non & limitata superiormente alloraliinite
superioreo massimo limite per definizione

lim,,_sa, = co.

Altrimenti & ben definita la successione decresceni€u, as, . .. ), sup(as, as, . .. ), sup(as, aq, . . .

Come tutte le successione decrescenti questa ha un limitdeugl suanf (eventualmente-oo)
che si chiamdimite superioredi a,,. Dunque e

lim,,_sa, = lim (sup a;) = inf(sup az).

Omettiamon — oc. o
Per esempid—1)"(1 + 1/n) non ha limite ma il sudim e 1. Dimostrare.

Dimostrare chéima,, € 'unico numero con questa proprieta:
Seb < lima, < ¢, alloraa, < c pern > 1 e esiste una sottosuccessiang > b.

Siaa, limitata superiormente. Un numebasi chiamamaggiorante definitivali (a,,) se si
hab > a, pern > 1. Sia.M l'insieme dei maggioranti definitivi. Dimostrare che si ha

lima,, = inf M.

(Sea, non e limitata superiormente, allofal = (). Pud succedere che questé sia un min-
imo oppure no. Per esemgion(1/7) = 0 non € un minimo diM mentre invecéim(—1/n) =
0 si.

Dimostrare che si ha
lima,, = sup(limiti delle sottosuccessioni convergenticj)

e che questo € un minimo.

I limite inferiore 0 minimo limitesi pud definire cosi
lima, = —lim(—a,).

45
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Dimostrare che si ha

fiman = sup(juf ax) = fitn (o] o)

chelima, € I'unico numero tale che da< lima, < c seguea, > b pern > 1 e |'esistenza
di una sottosuccessione tale ahg < c. Dimostrare anche chéna,, € il sup dei minoranti
definitivi e che esso & il minimo dell'insieme dei limiti dekottosuccessioni di, .

2. Successioni e serie di funzioni

Pery € RM indicheremdy| = (3_7, y2)!/2. Sianof,,(x) funzioni (vettoriali) da&' ¢ RY
aRM. Si dice chef,, converge uniformemente gd(f : £ — RM) se si ha

sup | f — f| — 0.
E

La convergenza non comporta la convergenza uniforme. Berge inE = (0, 1) sihaz™ — 0
ma non uniformemente.

Dal criterio di Cauchy segue ch& converge uniformemente il (a una qualchg) se si
ha

sup [ fn — fm| — 0, perm,n — oo.
E

Valgono i seguenti teoremi
1 Se lef,, sono continue irEy e la convergenza uniforme allora il limitef & anche continuo.

SiaA c RY un’aperto. Poiché una funzione continua su ogni compiétio A & continua
in A abbiamo

2 Se lef, sono continue iM e la convergenza uniforme sui compattt A, allora il limite f

e anche continuo.

questo secondo enunciato, a differenza del primo, si applicc”) in (0,1) perchéz™ —

0 uniformemente sui compatti dD, 1). Per Cauchy, la convergenza uniforme sui compatti
equivale a

sup | fo — fm| — 0, perm,n — oo, ¥ compattok C A.
K
Per scambiare I'operazione di derivazione con quella didisi usa di solito questo Teorema

3 Sianof,, € C*(A), conA c R" aperto. Se I¢f,, e tutte le derivate fino alla&-ma convergono
uniformemente sui compattidie f,, — f allora f € C*(A) e

ak1+"'+k1\r akH—---—l—kN
o /

pern — oo,
dxkr . okN pakr . gk

perk, +---+ky < k.

Serie di funzioni
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La serie} ) g;(x) € sistematicamente identificata alla successione dettersoparziali
folz) = E; 0 9i(z) e le definizioni (convergenza uniforme ecc...) si trasten® da questa
a quella. La condizione di convergenza uniforme sui compet esempio, diventa

sup | Zgj| — 0, perm,n — oo, V compattok C A.
K

j=n

4 Se leg; sono inC*(A) e le serie delle derivate fino allezma convergono uniformemente sui
compatti di4, allora la sommag in C*(A) e ogni operatore di derivazione d’ordine k passa
sotto il segno di serie.

Spessissimo si usa la stima con una serie numericg; seC*(A) e per ogni compatto
K C Asihasupglgj] < ¢jconc; € Re) ¢; < oo, allora la convergenza uniforme &

assicurata perché si ha
m m m
sup D gl <sup Y lgl <D ¢
K Jj=n K j=n j=n

e l'ultima somma tende a zero per,n — oo per via della necessita del criterio di Cauchy
concernente le serie numeriche.

A conclusioni analoghe si giunge ge€ C*(A) e una simile stima vale per tutte le derivate
d'ordine< k. Allora la somma e irC*(A) e si ha

8/€1+ +kN i orittkn

k- 92y Zgﬁ ;ax’fl~-.ax§fva 90

perky +---+ky <k

3. Misura e integrale di Lebesgue

Al lettore che ha gia letto la prima parte consigliamo dia& questo paragrafo. Esso e
stato inserito allo scopo di rendere indipendenti le dué gaguesti appunti, cosicché alcune
definizioni (per esempio quella di misura) sono in appareatdgrasto con quelle gia date nella
prima parte.

Misura

Un rettangolar di RY & il prodotto di/V intervalli aperti o chiusi o mezzi aperti e mezzi chiusi,
non fa niente. La sua misura(R) é il prodotto delle lunghezze dei lati. Un’unione finita
P di rettangoli si chiamalurirettangola Lo si pub decomporre (in vari modi) nell’'unione di

rettangoliRy, ..., R, disgiunti ma la sua misura(P) = m(R;) + ---m(R,) non dipende

dalla decomposizione. Prendiamo dapprima solo insiémwntenuti nel cubd) = {0 < z; <

1, j=1,...,N} che hamisurd. Per ogniEl C @ si chiamamisura esternali E il numero
m*(E) = ;g%m(P).

Si ha ovviamenten*(E) < 1 perchéE C Q.
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E si dicemisurabilese si ha
m*(E) + m"(Q\E) = 1.
In questo caso lenisuram(E) di E € per definizionen*(F).
Questa nozione di misura ha la seguente fondamentale @l additivita infinita:Se

E,, E,,... sono contenuti inQ), a due a due disgiunti e misurabili, allord’ = U°, E, &
misurabile e si ha

(44) m(E) =Y m(E,).

Per passare ad insiemi non necessariamente contenutbesiadivideR ™ in cubi@,,, ..y =
{m; <z; <m;+1,7=1,...,N},con(my,...,my) € Z". Allora E C R" dicesimisura-
bile se lo sono tutte le intersezioRiN Q,,,....m, € Sipone

m(E) = Z m(E N th...,mN)'

(m1,....,mn)EZN

In questo caso, naturalmente, pub essef&) = oo. La (44) continua a valere.
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Integrale
Indichiamo conmy.; la misura di Lebesgue iRV*!. SiaE c R misurabile ef una
funzionenon negativan E. f si dicemisurabile(in F) se il suo sotto-grafico

S={(z,y) eRY xR|z € E, 0<y< f(z)}
& misurabile (inkRV*1) e si pone
/f = my1(9).
Sia oraf di segno qualunque. Scrivianfo= f*— f~ conf* =sup(0, f) e f~ = —inf(0, f),

cosicchef™ >0, f~ > 0el|f| = f* + f~. f sidicemisurabilese f* e f~ sono integrabili e
integrabilese ha senso, finita o infinita, la somma

Ji-[r-]s

che definisce I'integrale df. Questo accade precisamente quaifigo™ e [ f~ non sono en-
trambico. Se i due integrali sono entrambi finiti, cioé quandpf| < oo, allora f si diceL' in
E e siscrivef € L'(E). Siusano anche le notaziofy, f, [,, fdz ecc...

Sef & definita in un insieme pil grande & allora conf,, f intendiamo[ ¢z f, dove¢y e
la funzione caratteristica di.

Anche quandg’ e solo misurabile ma non integrabile, pu6 succedere/chsia definibile
in modoimproprio. Per esempio, s& e illimitato, pud accadere che esig’fgmgﬁ f < oo per
R > 0 (Br = {|z| < R}) allora, se il limite esiste, si pone

f= lim f
/ R—oo JpnBg

sin x
der = .
T

La funzione non & integrabile perché=22)*dz = [(222)~dzx = oco.

Tale € ad esempio il caso di

Analogamente pub accadere chepur essendo misurabile, non sia integrabile in nessun
intorno di un dato punto (prendiamo l'origine) ma sia benrdtefifE\Bg f<ooper0<e<x1

ed esista il limite
= lim .
/f el0 Jp\B. d

Questo integrale si chiamalore principaledi [ f e spesso € indicato con v.pf. E il caso di

tooq 1
/ —sin —dx = 7.
e T T

La funzione non € integrabile in nessun intornd@gerchéve > 0 si haffe(i sin 2)* dz =
S5 (Esin 1)~ de = oo,
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Teoremi di convergenza dominata

Questi Teoremi (di Lebesgue) servono per passare al linper derivare sotto il segngp.
Sono continuamente applicati in analisi. Una propriet i verificata inF tranne eventual-
mente nei punti di un insieme di misura nulla si dice che wlasi ovunque irF e si scrive
q.o.F, oppure per quasi ogniin E e si scriveq.Vz € E.

Successioni.

Nel seguitoE C RY & sempre suppostuoisurabile
1 Sianof, € L'(E), con E misurabile e siaf,, — f. Se esist® ¢ L!(F) tale ched > f,
g.0.nE,allorafe LY(E)e [ f=lm [ f,.

® e ladominantedelle f,,.
2 SeFE ha misura finita si pud prendere spesse- ("
SeL'(E)> f, — f,m(E) < xelf,| < C,qoinE, alloraf € L'(E)e [ f, — [ f.
Serie
Nel caso delle serie i teoremi precedenti danno:
3 Se leg, sono integrabili inE' e quasi ovunque 0, si ha

[Xu=3fa
1 1
Quest'ultima grandezza potrebbe essgereDa questa si ottiene immediatamente:

4 Seg, € L*(E)e [ > lgxl (=327 [|gx]) < oo, si hala stessa conclusione.

QuandoFE ha misura finita le costanti sord (E£). Frequentissima & la possibilita di dominare
gi con costantt,, la cui somma converga. Si ha allora

5 Sem(E) < oo €e|gr| < cpcond e, < oo, allora” g, € LY(F) e di nuovo abbiamo

/ingi/gk (< 00).

Continuit e derivazione

Nel seguitor c R" & supposto misurabile4 c RM aperto.f : A x E — R* & assegnata
e, per ogni € A, la funzioneFE > x — f(t,x) € supposta integrabile (se € a valori vettoriali
supponiamo integrabili tutte le componenti). Pertante® déefinita inA la funzione

0 = [ ft.a)d.

Le proprieta dif (¢, z) si trasferiscono &'(¢t) mediante i seguenti teoremi di convergenza dom-
inata.
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6 Set — f(t,r) & continuaind perqvxr € F ed esistéd € L'(E) (dominante) comf(t,z)| <
d(t), Vt € A, qVx € E, allora F' & continua inA e i limiti rispetto at passano sotto il segno.

Per le derivate si ha un teorema perfettamente analogoovdominate tutte le derivate fino
all'ordine che si vuole derivare sotto il segno:

7 Siat — f(t,z) diclasseC™ in A perqvz € E e ogni derivata rispetto alle di ordine < m
sia maggiorabile quasi ovunque ifi con una® € L'(F) (dominante). AlloraF € C™(A) e
perk, +---+ ky <msiha

okt etk oFt -tk
ERTa—Y v t) = S o f(t,x)de.
e Oty - Oty
Anche qui, s&% ha misura finita si pud prendere come dominante una costdapplicazione
pil usata del teorema prcedente e questa:

8 Siam(F) < o et — f(t,z) di classeC™ in A perqVz € E e ogni derivata rispetto alle

t di ordine < m sia limitata quasi ovunque i&, indipendentemente da La conclusione la
stessa dell’enunciato precedente.

Teorema di Fubini

Questo teorema da una condizione per scambiare due ap@rdzintegrazione rispetto a
variabili diverse:

9 SianoX C R™eY C R™ misurabili nei loro rispettivi spazi e sig(x, y) una funzione in
X x Y eventualmente a valori vettoriali. AllorAappartiene aL.!(X x Y') se e soltanto se la
funzioneX > z — f(x y) appartiene aL' (X) per quasi ogniy € Y, ey — [, f(z,y)dx &
una funziond.!(Y’). In tal caso si ha

/Xfo /(/fxydy)dx_/y</xf($,y)dx)dy.






CHAPTER 4

Funzioni complesse di variabile complessa

1. Numeri complessi e funzioni complesse

1.1. Numeri complessi.Si pud aggiungere al corpR dei numeri reali uninita immagi-
naria 7, definita dalla condizion& = —1, e poi tutte le somme e prodotti ottenibili in questo
nuovo insieme rispettando le proprieta dei cotpi b6 = b+a, ab = ba, (a+b)+c = a+(b+c),
(ab)c = a(bc), a(b + ¢) = ab + ac). Si ottiene cosi il corp& deinumeri complessi

Ogni numero complesso si scrive in modo unico nella forma

z=x + 1y, conx€eR, yeR,

sicchéC viene rappresentato sul pia®3. = edy sono rispettivamente [parte realee laparte
immaginariadi z. Cio si scriver = Rz, y = Sz.

Postoz; = z; + Y1 € 29 = To + 1Yo, Si ha21 + 29 = (1'1 + 1'2) + z(yl + yg) € 2129 =
(1122 — y1y2) + i(212 + T231).

A differenza diR, il corpoC & dotato di automorfisrtidiversi dall'identita. Uno di essi &
il coniugia Il coniugato diz = = + iy € 2 = x — 1y. Verificare che ha; + z, = 2; + 2, €
Z1Zy = Z123. 2 — Z € dunque, appunto, un automorfismo.

Il prodotto scalare:;xs+1y1y» di 21 = x1+1iy; €22 = x1+1iys € uguale & (z;2;). Il modulo
|2 a2 + y2 di z € la lunghezza del vettorer, y) e si hazz = |z|> e |2122] = |21]|22]-
Verificare.

| vettori z; e z; sono paralleli se e solo se i numeri compless 2, sono dipendenti siR
e cioeé se sihaz; + uzy = 0, con, u reali non entrambi nulli.

La distanza euclidea di; da z, € |2; — 2»|. Pertanto, in virtd del criterio di Cauchy, la
successione, converge se e solo $e, — z,,| — 0 quandon edm tendono a infinito.

ICorrispondenze biunivoche: C — C tali chef(a + b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a) f(b).
53
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Le funzionie?, sin z e cos z sono definite dalle serie

» def 1 5, 134 _ SO: 7
) def 1, 15 B L (—1)i 2t
(46) sinz = z—gz —l—gz —l—"'—jgzom
def 1, 1, _ - (_1)j22j
47) cosz = 1—52 _'_IZ +~"—j§:0W

Esse convergono assolutamente e uniformemente sui corgainuti inC.

Difatti, se nella prima serie prendiamg < R, il modulo del termine:-mo & maggiorato da
R™/nl, e3> ,(R"/n!) = ef! < oo, abbiamo quindi convergenza uniforme sui compatti (vedi
in appendice 4 a p. 47). Quanto alle due derivatee D,, la serie dei loro moduli riproduce
quella della serie di partenza. Stessa convergenza dueqlegerie delle derivate prime e, per
ricorrenza, di tutte.

Veniamo alle altre due. La serie dei loro moduli & costitwiai termini dispari e pari rispetti-
vamente della serie dei moduli di (45) e quindi soddisfadsst disuguaglianza e se ne trae la
stessa conclusione. Lo stesso per le derivate. Verificare.

Concludendo:

Le serie die?, sin z e cos z convergono uniformemente sui compatti assieme a quelie ldeb
derivate d’ogni ordine. In particolare esse sono indefimtnte derivabili sotto il segno.

Vogliamo provare che per ogni coppia di numeri complessiv si ha
(48) T = e,

A questo scopo fissiamoe w.
Applicheremo il Teorema di unicita per il seguente prokdetnCauchy

(49) fft)—wft)=0,  f(0)=¢"

cont € R.

Derivando sotto il segno la serie lj(t) = ¢**' otteniamo chef, soddisfa (49) (verificare).
In particolare, quande = 0, e’ soddisfaf’(t) — wf(t) = 0, f(0) = 1. Quindi f(t) = e*e™
soddisfa (49) com¢,. Dunquef, = f;. Pert = 1 abbiamo la (48) richiesta. OJ

Dal confronto di (45), (46) e (47) si ottiene immediatamdiiguazione di Eulero

e” = cosz + 1 sinz

da cui otteniamo

e* = e*(cosy +i siny),

] eiz _ e—iz eiz + e—iz
(50) smz = ——, COSZ2 = ————
21 2
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Esercizio. Verificare le relazionjcosy + isiny| = 1, pery € R, * = ¢, |¢*| = ¥,

(51) e“=1 & z=2kmi, conk€Z.

Argomento principale, radici.

Passiamo a coordinate polgpi #). Ovviamente si ha = |z|. Se 'anomali& si fa variare
in (—m, 7] allora essa viene chiamasegomento principalee si indica comrgz.
La funzionez — Argz, definita in tuttoC\ {0}, & discontinua sulla semireti&x con disconti-
nuita2z se la si attraversa salendo. Verificare.

Sihaz = = + iy = p(cos @ + isin §) e dunque dalla (50) risulta

z = pew.
Questa e la rappresentazione polare che useremo. Periesgimpsiemi {z = z, +
re, 0 <r <R, —7m<0<n}e{z=z+Re’ —7 <6 < r}rappresentano rispettivamente

il disco aperto ed il cerchio di centrg e raggioR.
Dapiet - pyet® = pip, 1192) (ottenuta dalla (48)) segue che

Nel prodotto si moltiplicano i moduli mentre si sommano gj@amenti. La moltiplicazione per
¢’ consiste in una rotazione d’'un angdlo

Da:" = a, a # 0, segue percitz|” = |a| en Argz = Arga, mod 2. Dunque I'equazione
2" = a han soluzioni e una di esse &'|a| e*129)/", Questa si chiameadice principalen-ma
di a perché e ottenuta usando I'argomento principale. Essawertice di unz-gono regolare
con centrd) e raggioq/m i cui rimanenti vertici sono le altre radici di In particolare

def ;2 .
v et =01, n—1

sono len radici dell'unita. Si noti cheyy = 1.
Siaz, € una qualunque radieesima dia. Per ogni radice siha(z/z)" = 1. z/z, & dunque
radicen-sima dell’'unita. Pertanto la totalita delle radicsime dia &

205 Y1205+« -5 Yn—120-

Esercizio La radice cubica principale di1 non e—1. Trovarla e disegnarla.

Logaritmi
Fissatoz # 0, diremo chew & unlogaritmodi z se si ha
e = Z.
Mediante I'argomento principale introdotto a pagina 55mafno, perz # 0, il Logaritmo
principale

(52) Log z = log |z| + i Argz.
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Si tratta a buon titolo di un logaritmo perché si #las* = elosl=l eitrez — |2|(cos(Argz) +
i sin(Argz)) = z.
w € un logaritmo diz se e solo se¥~'°¢* = 1. Per la (51) ci6 equivale & = Logz + 2ki,
conk intero. z ha dunque infiniti logaritmi.
La funzioneLogz € definita per ognt # 0 ma & continua (anzi, di clasg&*) solo inC\R~
perché ha una discontinuitazdi: SUR™ a causa della gia vista discontinuitadigz. Verificare.
La presenza della discontinuita non e eliminabile con omgliore scelta del logaritmo.
Dimostriamo questo fatto:
Non si pud definire una funzionecontinua in tuttaC\ {0} che soddisf?*) = z, qualunque
z € C\{0}.
Infatti, per quanto visto aviemmg(z) = Logz + 2k(z) i, conk(z) € Z. In C\R~, g e Log
sono continue. Percib(z) e continua nel connes$d\R~, e dunque costante perché a valori
interi. In conclusioné.ogz = g(z)—2k wiin C\R~. Maallora, contrariamente a quanto appena
visto, Log si estenderebbe con continuita a tufto{0} perché differisce per una costanteqda
che, per ipotesi, ha questa proprieta. O

Potenze con esponente complesso
Possiamo definire ragionevolmente qualunque potenza essgti base complessa fissata
w # 0 cosi

(53) w® = s,

Questa si chiamdeterminazione principaldella potenzav*. Perz = 1/n ritroviamo la radice
principale.

Usando gli altri possibili logaritmi.ogw + 2kmi otteniamo altre determinazioni.

Vogliamo contarle. Confrontiamo le determinaziefif-°s*+27) e e*logw || |loro quoziente
e*?k™i @ uguale d se e solo sek € Z. Sez non & razionale ci6 & impossibile e dunque abbiamo
infinite radici distinte. Se invece = p/q conp e q interi, primi tra loro, la coincidenza delle
due radici in questione si ha quande@ multiplo diq.

Concludendo, pet = p/q € Q, abbiamo precisamentedeterminazioni diw®*. Esse
sonOegL"g“’w,j =0,...,¢— 1. Indicando dunque, secondo I'uso, cgfw la determinazione

principale diw'/? possiamo scrivere le nostre determinazioni nella forma
(Vo Vw)P, -+ - s (Vg1 Vw)P.

1.2. Descrizione qualitativa di alcune funzioni di variable complessa.w = 2%
Ogni settore con vertice i € C, va in un analogo settore idi,, di ampiezza doppia. Biunivo-
camente se il primo ha ampiezzar. Rette orizzontali e verticali vanno in parabole come da
figura.

Lo 0 va nello0 e oo in oco. Lasciamo al lettore di condurre uno studio analoge'djanche
pern < 0).

w = 1(z+1). (Funzione di Joukowsky).
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Dalla (50) a pag 54 segue(c?) = cosf). Pertanto, quande percorre il cerchio unitariow
va e torna dd a —1 lungo il segmento. Il cerchiby di centro0 e raggioR va nell’ellissi Er

di centro0 e semiass{R + 1/R)/2 e |R — 1/R|/2. Del resto, poiché si ha(z) = w(1/z2),

i cerchil'y eI';/r devono avere la stessa immagine. Perd essi sono rap@esemt versi
opposti: mentre gira sul pit piccolo dei due cerchi; descriveE'; nello stesso verso. Cio non
accade per il cerchio pit grande.

w = e?

E una funzione periodica di perio@ari. Tuttii valori di w sono dunque gia assunti quando
z varia nella striscia-m < y < 7 nella quale la funzione e iniettiva. La retta verticale- =, va
nel cerchio di raggi@® e centro I'origine mentre la retta orizzontale= y, va nella semiretta
per I'origine di anomaliay,.
La funzionee® non si estende al punto all'infinito perch& (cioelim|.|_.., €*) non esiste. Si
noti tuttavia cheya < m/2, nel settorgArgz| < « si hae* — 0 perz — oo, verificare.
puntooo € una discontinuita molto singolare: si verifichi che iralyunque intorno dic, cioe
{]z] > R}, VR > 0, la funzionee* assume tutti i valori possibili escluso il salo

Perz > 0 ey > 0 laretta{tz},cr ha per immagine una spirale che quando—oc tende
a 0 compiendo infiniti giri in senso negativo, mentre quandp +oo, e* tende acco girando
positivamente. Veda il lettore ci6 che accade se inweeel e/oy < 0.

Adattando quanto appena visto il lettore pud studiarenaifinee: .

2. Esercizi

Gli esercizi indicati cort sono di natura teorica e/o sono applicati successivametite n
teoria.
e 1 a) Dimostrarez + z = 2Rz, z — 2 = 20 32. b) Siaz = = + iy # 0. Calcolaré)%% e

3L in funzione diz ey. c) CalcolareRt, 1t
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e 2* Provare|z — (]* = |z|* — 2R(¢2) 2, mettere in relazione con i Teoremi di

Pitagora e di Carnot.

e 3* Provare che, sefa| < 1e|z| < 1, allora|7=%| < 1, e che si hql—P §R<+z
per|¢| =1e( # =

e 4 Sianoz e { complessi, non nulli. Dimostrare

|2+ ¢l = |2[ +[¢] & Argz = Arg,
|2+ ¢l = [z = [Cl] & Argz = — ArgC.

e 5 a) Scrivere in forma trigonometrica3 + i. b) Calcolare(1 — i1/3) usando la
forma trigonometrica e controllare con il calcolo direttd Calcolare le seguenti radici

principali: v/8i, /2 — 2.

e 6 Usando la (50) e la (48) dimostrare le formule di addizign€z+w) = sin z cosw+
cos z sinw € cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw

e 7 Controllare che I'applicazone — % e l'inversione rispetto al cerchio unitario
(p.0) — (L.0).

e 8 Sianoa # b dati, z = x + iy variabile. Descrivere i luoghi:
aQR2 <0, b)|lz—il=y, C)|lz—a|l+]z—-0]=]a—10,
d)|z—a|—|z—bl=|a—0b (a#Db), €)|z—a|+]|z—b=a(a>0),
f)\|z—a| lz—0b|=a(a>0), 9)|lz—1]— \z+1|>1
hyRL=2 (a>0), i) RE7 =0 ) I =0.m) R=

a’ z+1 z+1

=0, (a>0).

z+a

e 9* Dimostrare che non sempré.ég(a;as) = Loga; 4+ Logas (provare conyy = ay =
1 — 1) ma che invece, per qualunque logaritmsi ha

glaraz) = gla1) + g(az), (mod 27).
e 10* Al posto dell’argomento principale si scelgeg = variabile in[0, 27) e si dimostri
che
logz =log |z| + iarg z
e un logaritmo diz, discontinuo siR* e che si hdogz = Logz sey > 0, logz =
Log z 4+ 2mi sey < 0.
e 11* Siaz(t) continua e non nulla ifw, b]. Si provi la diseguaglianza

|/ dt|</|z )|t

e si dimostri che vale I'uguaglianza se e solo:&¢ descrive un tratto di una retta per
I'origine, cioe seArgz e costante e dunque sibg@) = C'-|z(t)| doveC' e una costante
complessa non nulla.
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e 12* Usando(e?)" = ¢™ provare la formula di Moivre

[n/2] o
_ 1k n—2k g .2k g2
cosnf = ,;_0( 1) ( n ) Cos 0 sin®" 6.
e 13* Siaf # 0 mod 27. Provare le formule

sin "THH ne

- sin —.
0
§ 2

1 sin(n + )0
— +cosf +cos20+ -+ cosnf = M

-9
2 281115

Consiglio Trovare la somma della progressione geometriga® + e + - . . + e,

sinf +sin26 + - - - +sinnf = -
sin

e 14* Dimostrare che i vertici di un generico-gono regolare sono rappresentati da
ay* + b, dovey = ™/ & la radice principale di.

e 15* Siap un polinomio di grado:. Provare che, sex > n, la media aritmetica dei
valori assunti dg nei vertici di unm-gono regolare € uguale al valore assunto nel
centro.

e 16* Siaz(t) derivabile e non nulla. Dimostrare

d z d z d oz z z
—|z| = |2| R—-, —argz =8—, —— =i— 3.
dt =1 2 oar e z’ dt|z] |z| =
Risposte 10 b) %5, —%s, ©) 0,1, 5 @)2¢'s, b) =8, ¢) V3+i,1+4, 8 a)lz] < |y,

b) Parabola con fuocbe direttrice I'asser: y = %xz + % c) Segmentda, b], d) Semiretta contenuta nella
retta pera e b, con origine ina € non contenentg, e) Sea < |a — b, §. Sea = |a — b|, segmento (vedi
c)). Sea > |a — b|, ellissi di fuochia e b e semiassiv/2 e \/a? —|a —b|2/2, f) Sea > |a —b|, ). Se
a = |a — b|, retta pera e b meno il segmento aperia, b). Sea < |a — b|, iperbole di fuochiu e b e semiassi
a/2 e /la—0b> —a2/2, g) Una delle tre regioni determinate dall'iperbole che ka gssi gli assi coordinati
e semiassil /2 e v/3/2: quella di sinistra, h) Il cerchio che ha [0,a] per diamefpdyato del puntc, i) Il
cerchio|z| = 1, I) L'asse reale, m) Il cerchi¢z| = a. 11: Postod(t) = Argz(t) e©® = Arg f: z(t)dt, si ha
[lzldt — | [ zdt| = [|z|(1 — € @=®N)dt = [|z](1 — cos(d — ©))dt > 0. Lultima uguaglianza segue dal fatto
che l'integrale & reale. Se 'ultimo integrale € nullotégrando deve annullarsi identicamente ...

%Pera € R, [a] indica la parte intera di, ciog il piti grande interec a.






CHAPTER 5

Curve, forme, buchi

1. Curve orientate

Unacurva~ di classeC" & una funzione complessé ), continua nello intervalldu, b], con
derivataZ(t) continua e non nulla ifu, b].

Due curve{z(t),t € [a,b]} e{z(7),T € [a, §]} SONO detteequivalentise esiste un cambi-
amento di parametrb= () di classeC!, condt/dr > 0, t(a) = a, t(3) = b, tale da aversi
2(1) = z[t(7)], VT € |o, B].

La classe d’equivalenza dit) si chiamacurva orientatg(di classeC'!) e z(t) ne € ungarametriz-
zazione.

Se invece:(t) & continua, mé(t) ha un numero finito di discontinuita di prima specie, dove
esistono ciog, finiti @ non nulli, i suoi limiti destro e stio, alloray si dicedi classeC! a tratti.

Una curvaC! a tratti ha I'aspetto di una spezzata con lati curvilinei.

E sempre sottointeso che una curva sia di claSse tratti.

| punti z(a) e z(b) si chiamanaestremidella curva. Se essi coincidono allordicesichiusa
Quando il secondo estremo-di coincide con il primo diy, rimane definita nel modo ovvio la
curva sommay + 7s.

Il puntoz(t), t € [a,b], si dicepunto semplicee corrisponde al solo valotelel parametro,
oppure, sey e chiusa, se esso proviene dai due valori estregti del parametro e non da altri.

Se tutti i punti sono semplici, alloradicesicurva semplice
Una curva semplice chiusa si chiac@ntorno.

Un contornal” € sempre la frontiera di un’aperto limitafg cioel” = 0A.
Tralasciamo la dimostrazione di questo facile risulta®wbn va confuso con il ben pit difficile
Teorema di Jordan concernente le curve continue.
In generale pero la frontiera di un aperto limitato € dogt da pit di un contorno: si pensi alla
corona circolare.

Il contornol” = OA siintende percorso in modo da lasciaksalla sinistra. E dunque, visto
cheA e supposto limitatd, € percorso in senso antiorario.
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Eserciziol.1 Sianof) C C un aperto & C 2 un compatto. Esiste un aperfola cui
frontiera consiste in un numero finito di contorni tale daraiv® c A cc Q.1
Consiglio: La distanzad = inf{|z — #/|,z € K,2’ € C\Q} di K dal complementare d2 &
positiva. K e ricoperto da un’unione finit®; U - - - U D,, di dischi con centro inK e raggio
d/2. D, U---U D, €un buon candidato pé¥.

Non tutte le curve chiuse sono contorni. Dimostri il lettolee una curva a forma di otto &
del tipoo<2; — 02, ma non & un contorno. Ancora peggio per la curva chiusa cetapiai due
trattiz(¢t) =¢,0 <t <1lez(t)=1-1t0 <t <1cherappresentail segmento1] dell'asse
reale percorso due volte e non € neppure rappresentabie somma o differenza di contorni.

Nel seguito necessiteremo di qualche nozione elementaopaliogia del piano che ora ci
procuriamo.

L'aperto Q2 pub contenere la frontiera dell’aperto limitatoA senza per questo contenere
A stesso. In figura 1 cid accade d@érma non pef” perché questo circonda un bugodi 2
(2 consiste nell’ellissi meno il disco piccolB).

Passiamo ora a definizioni rigorose.
Si chiamabucodi 2 ¢ C ogni componente connessa limitata del complemeriiate di 2.2
Un insieme del piano si dice essea®mplicemente connesse non ha buchf il suo comple-
mentare insomma deve avere solo componenti connesseali@ni

Quanto prima accennato si pud precisare con il seguent@deah quale premettiamo un
esercizio.

EsercizioUna curva che non incontra la frontiera di un insieme e curtgenell'insieme oppure
ne sta completamente fuori. Dimostrare.

14 cc B silegge "A relativamente compatto iB” e significa che la chiusurd di A & compatta (cioél &
limitato) ed & contenuta if?. Se B € aperto ci6 equivale ad essetdimitato e contenuto irB e la sua frontiera
non tocca quella dB.

2Componente connessgadi un puntoa di un insiemeE C C & I'unione di tutte le curve continue contenute
in E ed uscenti da. C & la componente connessa di ogni suo punto. Verificare.

3Questa definizione di connessione semplice & corsettanel piano.
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LEMMA 1.1. Sianof) e A sottoinsiemi diC, A limitato. Se la frontiera diA & contenuta
in €, allora A & contenuto irf2 oppure contiene almeno un bucofdi In particolare, s&
semplicemente connesso, allatA C 2 = A C Q.

Dimostrazione.Useremo l'esercizio precedente. Escludiamo chesia €2 e cerchiamo un
buco dif2 contenuto inA. Scegliama: € A\(2. SiaB la componente di in C\{2. B consiste
nell'unione di tutte le curves C C\{2 uscenti daz. Poiché la curva non incontradA (v non
incontral) che contienéA), essa non esce dadunque €3 C A. B e limitato perché tale e
A che lo contiene. Esso e dunque un buc@di O

Esercizi.1 Costruire un insieme connesgadel piano che abbia un’infinita non numerabile di
buchi. Si pub imporre ch&' sia aperto?
2 SiaB un buco dell'apertod. Dimostrare che3 € compatto e chd U B € aperto.

2. Forme differenziali
Unaforma differenzialen un apertd) C C e un’espressione del tipo
w = Adx + Bdy,

dove A e B sono funzioni continue ifR a valori reali o complessi.
L'integrale diw su una curvay = {2() }+c[a,) € definito da

/ w = / [A[(6)(8) + Blz(®]g(0)}dt.

SeA e B sono realif7 w e dunque il lavoro che compie un punto che percorsatto I'azione
di una forza posizionale di componeft, B).

Il valore di fV w non dipende dalla parametrizzazione della curva orientata

Siainfattiz(7), o < 7 < un’altra parametrizzazione di. L'integrale che definiscg’7 w
pud essere valutato con la sostituzigne> ¢(7). Allora, tenendo conto che si Hg[t(7)] =
4 1t(7)] % (1), * otteniamo perf, w I'espressione di partenza ma con, § al posto dit, a, b.

fw” dipende invece, nel segno, dall'orientazione (verso diqgreenza) diy. Si ha infatti
S w=— f’v.w' Inoltre si haf%m w= [ w+ f,yg w. Verificare.

Una forma differenziale di uso molto frequenté2= dx + idy.

Esercizio2.1. Sef & continua sulla curva di classeC" a tratti, si hal f7 fdz| <sup, |f|-
lungh (7).

4Evitiamo qui di indicare la derivazione con il punto perda@resenza di due diversi parametri renderebbe
ambigua questa notazione.
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Forme esatte
L'esempio pil comune di forma differenziale e appuntdiflerenziale
(54) df = fadx + fydy

di una funzionef € C'(Q2). Una forma di questo tipo si chianfiarma esatta irf>.
Immediatamente si ha

b
(55) / if = / [0V + £ 10150} dt

(56) = [ Gl = JE0) - fl)

Ne concludiamo che
I'integrale su di una curva di una forma esatta dipende umeate dagli estremi della curva
stessa.

Cib6 equivale a dire chi¢ suo integrale su una qualsiasi curva chiugaullo. Difatti, sey e
chiusa ¢(a) = z(b)), aIIorafyw = f[z(a)] — f[z(b)] = 0. Viceversa, se; e, hanno gli stesi
estremi alloray; — +, € chiusa ...

Cominciamo col rovesciare quanto test e osservato.

LEMMA 2.1. Una formaw, continua in un’apertd? e esatta irf2 se e solo se si ha

/w:O
¥

per ogni curva chiusag C €.
In tal caso infatti si ha

z
w = df, con f(z) E/ w, 2z € (2 fissato arbitrariamente.

20

Con f;o w s'intende l'integrale esteso ad un’arbitraria cura) C €2 che va daz, a .
Esso, per ipotesi, non dipende dalla scelta(di. f & dunque ben definita.

DimostrazioneSiac il segmento orizzontale d’estreme z+ Az, vedi figura 2.0 ha equazione
z(t) = z+tcont € [0, Az]. Possiamo sceglierg z+Ax) = v(z)+o. Ricordiamo la notazione
w = Adz + Bdy e scriviamoA = u + iv separando le parti reale e immaginaria.
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flz4+Az) — f(z) 1 1
Az - A—x(/wz)ww_/y(z)w) C A,

Ma dal teorema della media integrale abbiaghof, w = <= [ A(z + t)dt = u(z + \Az) +
iv(z + pAx), con |\, |u| < 1. Sostituendo e passando al limite pgxr — 0 otteniamo
fz(2) = u(z) +iv(z) = A(z). Analogamente si h§, = B. O

Si ha

A pagina 137 dell’appendice dimostriamo il seguente

TEOREMA 2.1. Siaw di classeC' in Q °. Se [ w si annulla per ogni contornd’ C €,
allora si annulla su qualunque curva chiusa e dunque esatta.

In conclusione, tenendo conto del lemma abbiamo che

COROLLARIO 2.1. Una formae esatta i) se e solo se il suo integrale si annulla su ogni
contornol’ C €.

Conosciamo dall'analisi elementare il seguente

TEOREMA DI GREEN. Sef) é Iimitato_e la sua frontiera consta di un numero finito di
curve allora, sed e B sono inC'(Q) N C°(Q), si haf,, Adx = — [, Aydxzdy e [,, Bdy =

fQ B.dxdy.
Questa formula, nella nostra notazione, si puo riscrices?
(57) / w = /(Bw — A,) dx dy.
o0 Q

Forme chiuse

La formaw si dicechiusao localmente esattae ogni punto ha un intorno ristretta al quale
essa e esatta.

A differenza delle forme esatte, le forme chiuse non hannibaai [integrale nullo sututti i
contorni, ma solo su quelli che non circondano buchi.
Questo ¢ il senso della seguente proposizione.

PROPOSIZIONE2.1. Siaw = Adz + Bdy una forma di class€" in 2. Sono equivalenti
queste tre propriet:

() w e chiusa,
(i) sihaA, = B,,

SMa il teorema vale anche seé solo continua.
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(i) siha

(58) /Mw _

per ogni apertaA\ cc 2 con frontiera di class€"! a tratti,

(iv) siha
/w =0
r

per ogni contornd” C €2 che delimiti un aperto contenuto §&, e cicé che non circondi
un buco di2.

Si noti che (iii) e (iv) sono diverse perclag\ pub essere formato da pil contorni.
Dimostrazione (i) = (ii). Localmente abbiama = df conf € C!, cioe A = f,, B = f,.
Ma per ipotesid e B sonoC', dunquef € C? e pertantad,, = f,, = f,. = B..

(i) = (iii). Segue immediatamente dal Teorema di Green (57).

(iii) = (iv). Owvio.

(iv) = (i). Ogni punto di2 ha un’intorno semplicemente connesso contenuft) jper esempio
un discoD. Bastera mostrrare cheristretta aD € esatta. Per il Corollario 1.1 a pag.63, ogni
contornol’ C D & frontiera di un aperto contenuto it e quindi inQ. Dunque [, w = 0.
PoichéD e semplicemente connesso, possiamo applicare il Cdm#dk a pagina 65 cob al
posto diQ2 concludendo che € esatta inD. O

Poiché gli insiemi semplicemente connessi sono queltiadénchi, dal confronto del Corol-
lario 2.1 e di (iv) qui sopra segue immediatamente il seggjdahdamentale Teorema.

TEOREMA 2.2. Ogni formaw chiusa, di class&€'" in un aperto semplicemente connesso
Q C C & ivi anche esatte

Dimostrazione.Per il Corollario 2.1 a pag.65 basta mostrare e¢hiea integrale nullo su ogni
contornol’ = 0A C (). Ma per quanto visto nel Corollario 1.1 a pag. 63 sitha (). Pertanto
il Teorema segue dalla caratterizzazione (iv) delle forimase data nel teorema precedeffe.

Esercizio2.2. Siaw una forma chiusa definita if2. 1l valore dell'integrale diw su un
contornoy C 2 dipende solo dai buchi d@ circondati day. In altre parole, se & = 0A e
~'=0A" C , e seA e A’ contengono gli stessi buchi i, allora si haf,y W= fw, w.
Consiglio: Si costruisca un contorng’ = 0A” C 2, contenuto inA N A’ in modo cheA”
contenga gli stessi buchi. — +” & il bordo diA\A” che & contenuto if. Applicando la (jii)
della proposizione si hﬁ7 W= fy,, w Analogamentg[y, w= [, w.

8 risultato vale anche se & soltanto continua. Non solo, ogni aperto in cui forme shied esatte coincidono
€ semplicemente connesso.
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Un esempio tipico di forma chiusa ma non esatta € il famiget@
Qui 6 e 'argomento principale o qualunque altro argomento.

Prendiamo inC coordinate polarip, 8) in modo che ogni punte € C\{0} si scriva nella
formaz = pe®. Si puo scegliere indifferentemente= Argz € (—x, ], che &0 in C\R~,
oppured = argz € [0, 27), che @0 in C\R™.
La funzionef) = (z) € comunque definita i@\ {0} e ha in entrambi i casi una discontinuita di
27 suU una quanche semiretta.
Il suo differenziale invece & una fornd&® in tutto C\{0}.

Infatti differenziando rispetto ala relazione

z = peie,
otteniamo
dz = e dp +ipe” df = é d|z| + iz df,
donde
(59) df = j—j + idlog|z|.

df & chiusa in ogni punto dC\{0} per definizione, visto che iG\R~ essa ¢ il differenziale di
Argz e inC\R™ di argz.
Ma malgrado la notaziondf noné esatta inC\{0} (¢ non & continua itC\{0}).

Difatti, per il corollario 2.1 di pag 65, basta prendere untoono che fa il giro dell’origine e
mostrare che ¢ ha integrale non nullo. Per esempio il cerchio unitarie {e?? 0 < § < 27},
esihaf.df = 02” df = 27 # 0.

Esercizio2.3. Applicando I'esercizio 2.2 pag.66 & si dimostri che, dato un contorno
v = 0A con0 ¢ ~, f7 df € uguale 27 se0 € A, uguale a zero altrimenti.

3. Indice d’avvolgimento

Siay = {z(t),t € [0,1]} una curvachiusache non passa per un punio Non & qui
necessario supporre che la velocitd) sia non nulla, come invece sempre facciamo. Prendiamo
coordinate polari centrate incosicchéy e rappresentata da

2(t) = a+rt)e?, 0<t <1
er(t) > 0 ed(t) sono funzioniC' a tratti in[0, 1]. Non & detto ché(¢) copra un intervallo
di ampiezzar. Per esempio, per la curva chius@) = ¢ abbiamod(t) = 4=t che va da

0 a4n. La ragione e che questa curva com@iggiri attorno allo0. In ogni caso, siccome e
2(0) = z(1), ilnumerod(1) — #(0) & un multiplo intero (positivo, negativo o nullo) 2ir e

7
2T <
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rappresenta thumero di girio indice d’avvolgimentali ~ relativo ada (o di a rispetto ay).
L'indice d’avvolgimento si trova usando la (59) pag.67 dmtendiamo ché sia 'argomento
con centro ina, poniamo cio& = a + |z — ale? e quindiz — @ in luogo diz. Poiché
J,dlog|z —a| =log|2(1) — a| —log|2(0) — a| = 0, otteniamo
1 dz
(60) n,(a) = 5—

271 yZ—a

Definiamo una deformazione continuaomotopiatra due curve chiuse: siat, \) una
funzione continug0, 1] x [0,1] — A dove A C C & un aperto. Supponiamo che, per ogni
A € [0,1], ¢ — z(t, A) rappresenti una curva chiusae che le derivaté siano anche continue
in \ dove sono definite. In questo caso la famiglia di curyg} si chiamaomotopiatray, e v,
che diconsi pertantomotope inA.

Di regola questa nozione e quella di indice d’avvolgimertioe sono puramente topo-
logiche, vengono date per curve soltanto continue ##4a\) & anche supposta solo continua.
Ma questo esula da questa trattazione.

Osservazion8.1
(i) Lafunzioner — n,(a) € costante nelle componenti conness€dy,
(i) (Invarianza omotopica dell'indice d’avvolgiment&®e~, e 7, sono omotope iC\{a}
allora si han.,(a) = n., (a).

Dimostrazione (i) Sep e ¢ sono nella stessa componente connes$a\di vuol dire che c’é
una curvac = {a(t)} che li congiunge senza incontraye Pertanto, se € o e z € ~, deve
esserda — z| > C' > 0 cosicché l'integrando in (60) € dominato d4a/C'. Dal Teorema della
convergenza dominata segue allora che l'integrale cheisiedin, (a) dipende con continuita
daa(t) quando questo varia i, cioe dat. Ma poiché si tratta di un multiplo dini, esso e
costante. In particolare, (p) = n.(q).

(i) Questa volta &y che varia ma in ragionamento € lo stesso. ia)) 'omotopia in
guestione. Bastera dimostrare la continuita di

1 0z(t,\)
o / 4z / o g
2 a 0 2(t,N) —a

Ma anche questo segue dalla convergenza dominata perdoé@zi@ane continuat, \) —
|2(t, \) — a|, positiva nel compattf, 1] x [0, 1], € minorata da una costante positiva. [

Esercizi

1. Siay = A un contorno. Dimostrare che siha(z) = 1 sez € A, n,(z) = 0sez ¢ A.
Vedi Esercizio 2.3 a pag.67.

2. Controllare che i numeri d’avvolgimento indicati nelegioni di C\~ della figura 3 sono
esatti.
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4. Logaritmi e potenze di funzioni, differenziale logaritmico.

Vogliamo studiare la possibilita di definire un logaritmantinuo di una funziong continua
e non nullanell’aperto connessd C C.
Abbiamo visto a pag 56 che ci6 non & possibile fier) = z e A = C\{0}.

Cerchiamo insomma una soluziopeontinua inA dell’equazione

(61) e = f(2).

Notiamo intanto che sg¢é una soluzione, allorfy + 2kwi, k € Z} & la totalita delle soluzioni.
Difatti, seg; & un’altra soluzione, iml deve aversi 9 = 1 cioeg;(z) = g(z) + 2k(z)mi, con
k(z) € Z ek(z) e costante perché continua in un connesso e a valori.interi

Inoltre f ammette comunque degaritmi locali. Cioé ognia € A ha un intorno connesso
U dove (61) ha una soluzione continua. Difattige) ¢ R~, scegliamd’ tale che sigf(z) ¢
R~, Vz € U e prendiamgy(z) = Log f(z) in U. Se invecef(a) € R~ facciamo la stessa cosa
ma prendendd(z) ¢ RT, Vz € U e usando invece dillog” il logatitmo "log” introdotto in
10* pag 58.

Adesso supponiamo chfesiaC* in A. Dungue anche lg ora costruite son@'! nei rispet-
tivi U.
Differenziando la (61) irV si hadf = eYdg = f dg, dunque

_¥

dg 7

Pertanto

f pub avere o non avere un logaritmo continuo globaledirtuttavia, sef € C'!, i suoi logaritmi
locali hanno tutti lo stesso differenziadg/ f cheé una forma continua in tuttd.

A buon titolo dunquelf/ f si chiamadifferenziale logaritmicali f.

Vediamone ora il significato geometrico.
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Prendiamo una curva chiuse= {z(t)} C A. f manday nella curva chiusgy = {((t) =
flz(t)]} e dalla (60) a pagina 68 applicatg @) otteniamo
(62) i ﬁ

”
Dunque
L'integrale del differenziale logaritmico df lungo la curva chiusa e pari a2 volte I'indice
di avvolgimento attorno all’origine della curvéy immagine diy tramite f.
A conclusione delle considerazioni fatte e con l'uso delréeta 2.1 a pag. 65 raccomandi-
amo il seguente esercizio.

Esercizio4.1 Sia A un aperto connessoge C*(A) non nulla.
Sono equivalenti i seguenti enunciati:

(i) f haun logaritmo inA,
(i) Il differenziale logaritmicaif/f & esatto inA,
(iif) Nessuna curva chiusa contenutadneé mandata dg in una curva che gira attorno
all’origine,
(iv) Per ogni contornoy C A si hafV df /f = 0.

In queste condizioni, fissato ad arbitrio € A 7, la totalita dei logaritmi di f & data dalle
funzioni

*d
g(z) = Logf(a) + / Tf + 2kmi, ke€Z.
Inoltre seA e semplicemente connesfba certamente un logaritmo iA.

Solo (ii)=(i) non segue immediatamente da quanto precede. Ma bagtssaell’'esattezza
di df / f per prenderg € C'(A) tale che sialg = df/f, ed osservare chge indeterminata a
meno di una costante additiva, le si pud dunque imp@fu¢ = Log(a) per un qualche € A.
Sihaallorad(fe™9) = e~9df — fe~9dg = 0. Perciofe™9 = f(a)e ™9 =1, ciog f = ¢ in A.

Radici delle funzioni.

Dati f € C'(A)em € N,m > 1, ci si pu0 chiedere se esigtes C'(A) tale che sia™ = f
in A. Se una tale radice esiste allora, per quanto visto a pagsSé,han determinazioni che
si ottengono da una qualunque di esse moltiplicandola perridici m-sime dell’unita.

La radiceh non esiste in generale. Per esempimse- 1, f(z) = z non ha una radice
m-mah in tutto C. Difatti non pub aversh™(z) = z in un intorno dell’origine dove: siaC* ®
perché differenziando otterremmeh™'dh = dz e, ponenda = 0, aviemma) = dz perché
h(0) = 0.

’In realtaa & sottoposto alla condiziona) ¢ R~, ma se per disgraziAA C R~, basta sostituir€oga con

loga.

8. ..ma neppure continua.
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Pero, in un aperto dové ha un logaritmag, allorah = e9/™ & una radicen-ma di f.
Verificare.

Tuttavia pub esistere la radice senza bisogno che esistmaHogaritmo Se prendiamo
ad esempiof(z) = 2, che certo ha una radiee-sima, si haf.d(z")/z™ = m [.dz/z =
m2mi # 0 (I' = {|z] = r > 0}) e dunque, per I'Esercizio 4.1 (|v}m non ha un logaritmo in
C\{0}.

Del resto, sé esiste, certamente si Wi/ f = m - dh/h, verificare. Per ogni curva chiusa
v C A, il numeron,,(0) d’avvolgimento dif~ attorno all’origine € dunque pari@a volte
quello dih~y. In particolare esso € multiplo dh.

Si pub in effetti dimostrare che, $g.(0) € un multiplo dim, ¥, allora la radicen-ma di
f esiste.

5. Esercizi

1 a) Si calcolino gli integrali; = fcj w,conj = 1,23, dovew = (1 + 17— 22)dx + (i —

1 — 2iz)dy e C; sono curve che vanno dea 1 + i: C; e il segmento(; I'arco della parabola
y = 22, O3 la spezzata coordinata che passa per il puntd) Senza fare nuovi integrali si
calcolino le aree delle tre figurg,;, 1 < j < k < 3, doveA,; ha per frontieraCy, — C.
Applicare Green.

2 Calcolare[(32* 4 2z)dz, doveC & I'arco di cerchio passante per l'origine che valda i
al+ 4 in senso antiorario.
Consiglio Si applichi il Teorema di Green (57) a pag 65 per scegliereanmgino pil comodo.

3 Calcolare[,(2* — |z|?)dz, doveC & il semicerchiofe”®,0 < 6 < 7}, sia direttamente, sia
applicando la Green.

4 Calcolaref,, z dz, doveC & una curva che va daab.
5 Calcolaref,, |z| dz. a) SeC e il segmento che va dai as, b) Il semicerchidz| =1,z > 0

che vada-: a:.
/ |z — 1] |dz].
|z|=1

|dz| = |2|dt = /&% + 9?2 dt & 'elemento d’arco.
7 Calcolaref,, zsin z dz, doveC ¢ il segmento che va daa.

6 Calcolare

8 Dimostrare che, pdn| < r, si ha

na. | 2m sen= -1 Cldel . omr?
2 ‘f'z':TZ de = { 0 sen € Z,diversoda-1, b) fl |=r Jz=al® — P2—]a?"

9 Dimostrare che, s¢ & continua su una cunv@ di lunghezza finita, si ha |, f(z)dz| <

Jo lf(2)lldz|.
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10* Provare il seguenteemma di JordanSiaf continuain{|z| > C,y > 0} e sialim. ... f(z) =
y>0
0. Allora, postol'y = {|z| = R,y > 0}, siha

lim |f(2)e | d|z| = 0, Va > 0.
R—o0 Tr
Consiglio Usare la stimaf;’ e=*s"df < (1 — e~*)/b, ¥b > 0 che si ottiene scrivendo

I'integrale nella forma2 fo”/2 e~t<s9dp ed usando I'ovvia disuguaglianzas® > 1 — 260/7
per0 < ¢ < 7/2 dovuta alla concavita del coseno(in 7/2).

11 Ponendof(z) = g(iz) e usando I'esercizio precedente dimostrare che &&ontinua in
{|z| > C,x >0} elim. ., g(2) =0, allora, postoyg = {|z| = R,z > 0}, siha
y=0

lim g(z)e”¥dz =0, Va > 0.
R—o0
R

12 Sia f continua nel semipiang > 0 e soddisfi|f(z)| < M]|z|™. SiaTx il semicerchio
intersezione del semipiano col cerchi¢ = R. Dimostrare che si ha

| f(2)e”dz| < atMR™.
'r

Consiglio Vedi Eserciziol 0.

13* Sia f continua nel settoreArgz| < a, con0 < « < 7, e sial'g I'arco intersezione del
settore con il cerchi¢:z| = R. Dimostrare che dim, ., zf(z) = A segue

lim / f(2)dz = 2iaA.
R—o0 Tr

14 A c C e un aperto non conteneriieDimostrare che id e definito un logaritmo di se e
solo se) non si trova in un buco di.

Consiglia Tappare tutti i buchi dA e definire il logaritmo nell'insieme cosi ottenuto.

15 Questo e un po tosto. Sfa = {|z] < 1,2 < y < 1}, w = d,/y. Provare che si ha
fm w = 2. Eppurew € per definizione un differenziale! C’e contrasto con ir@lario 2.1 di
pagina 65?

16 SiaD c R? il disco di centro(1, 1) e raggiol. Si consideri la forma differenziale

_2 do +2v2 —xdy.
—x

w =

Dimostrare che I’integralgfaDw e ben definito (attenzione al punt®, 1)!) e provare che da
—18v2 Eppurew = d(2yv/2 — )!...
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17 Siap(t) = 3.5 a,t™ un polinomio. Studiare il comportamento della funzione
f0)= [ pea
|z|=r

18* Sef & continua sul cerchib, = {¢| | — z| = r} di centroz e raggior, il suo valor medio
inl, e

1 1 f(©)
(63) e T, /r,f<s> ds = 3t 5 C_ch.

In particolare, s¢ € continua vicino a si ha

1 f(Q)
4 = — :
(64) fle) = limo | 525
Difatti I', ha equazione parametri¢a= 2+ re? dunqued¢ = ire®df = i(¢ — 2)df. Das = r0
segue allorals = @dg. Sostituendo otteniamo la prima formula. Laltra ne e unaia
conseguenza.

19 Sianoa e b punti distinti del piano congiunti da una curva continuaAllora in C\c &
definito un logaritmo della funziong(z) = =%, discontinuo solo su. Attraversandar in
senso orario rispetto adesso subisce una discontinuita-e27i. Pertanto inC\o & definita

anche una determinazioneglz‘“ che cambia segno quando si attraversa

z—b
Difatti f mandaa nello zero & allinfinito. Quindi o va in una curvar’ che va da a oo (cioé
o' ={w(t), t €[0,1)} elim;,; |w(t)] = c0). DunqueC\o’ non pud contenere una curva che
gira attorno &. Si applica allora I'Esercizio 4.1 pag 70.

Risposte

1. a)ly =2i—2,I, = —-2+4i/3, I3 = —2. b) PoichéB, — A, = —4i, Green da-4i aready; = I, — I;.
Dunqueaready = 1/6, areads; = 1/2, areadsy = 1/3. 2 : 8i. 3: Direttamente:; (e*? — 1) ie” df = 4/3,
con Green, poiché B, — A, = —2ix + 2y, fol foﬂ(—%p cos + 2psinf)pdpdd = 4/3 e l'integrale della forma
sul segmentd—1, 1] & nullo, si ritrova4/3. 4: (b®> — a?)/2. 5: a)i, b)2i. 6: 8. 7: —i/e. 15 Il corollario
presuppone che sia esatta in un aperto contenente la curva chiusa mefgtreon eC'! in nessun intorno di<2.
Verificare. 16: Situazione simile alla precedent&Z: f(r) = 2wia;r?.






CHAPTER 6

Funzioni olomorfe

Si dice che la funzione complesga& differenziabile irnz, se si ha

f(2) = f(z0) + f(z0) (@ — z0) + fy(20)(y — w0) + 0]z — 20]).*
Il differenziale dif in z, € la forma

(65) df (20) = fu(20) dx + fy(20) dy.
Sostituenda = = + iy, Z = x — iy otteniamo
£(2) = flaa) + 51(an) = o))z = 20) + 5 a(an) + iy a0))(5 = 7o) + (]2 = o).

Perpura analogia formaleon I'espressione precedente poniamo allora

(66) fo= Uiy fo= 5 tiy)

in modo che avremo

(67) f(2) = f(z0) + f2(20)(z = 20) + f2(20) (2 — Z0) + ol|z — 20]),
e la (65) diviene

(68) df = f. dz+ f: dz.

Notiamo subito chef, € solo una notazioneron ha il senso di una derivata in senso comp-
lesso:
©9) Fe) — tim 1) =S G)

Z2—2Z0 Z— 20
che in generale non esiste neppure per le funzioni pitu aggohd esempio, per la funzione
f(z) = z, il limite (69) divienelim,_., =2 e da i valoril se calcolato sulla successione
20 + % , € —1 se calcolato su, + % , €SS0 non pud dunque esistere.

DEeFINIZIONE 0.1. Lafunzionef si diceolomorfanel puntoz, se esiste il limite (69)f’(zo)
si chiama allora derivata in senso complessg‘dn z,.

Sef & olomorfa inz, allora f,(z,) & davvero il limitef’(z,) di un rapporto incrementale.
Vale infatti la sequente

Un generale(t) indica una funzione che, divisa pera limite nullo pett — 0.
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PrROPOSIZIONEOQ.1. Condizione necessaria e sufficiente affinchi sia olomorfa inz,
che f sia ivi differenziabile e che si abbja(zy) = 0. In tal caso si haf.(z) = f’(20).

Dimostrazione.Sia f olomorfa inz,. Dalla (69) si ha%ﬁo(m) = f'(z0) + o, doveo — 0
perz — z,. Ponendo: = z; + Ax e passando al limite pekx — 0 si haf,(z) = f'(z0),
mentre ponende = z, + Ay e passando al limite peky — 0 otteniamof,(z,) = if’'(2o).
Da queste relazioni e dalle (66) otteniamo appufitay) = f'(z0) € f>(z0) = 0. Se viceversa
quest'ultima e verificata ¢ & differenziabile inz, allora dalla (67) si ricava subito I'esistenza

del limite (69). O

Insomma, i punti di olomorfia sono quelli dove si ha
(70) df = f'dz
Significato infinitesimale della propri@di olomorfia.

Le funzioni olomorfe furono introdotte simultaneamentelXalembert e da Eulero alla
meta del XVIII secolo.

Quest’ultimo, studiando questioni di meccanica dei flisdgerviva delle funzioni olomorfe
indicandole come quelle che trasformano cerchi infinitéginourve infinitamente somiglianti
a cerchi, percorse nello stesso verso.

Nei successivi lavori di cartografia invece, le designavaeauelle trasformazioni che
rispettano gli angoli ("somiglianti”).

Veniamo alla prima caratterizzazione. $iéz) una funzione_! nell'intorno diz,, dunque
w(z) = w(zy) + w,(20)(z — 20) + ws(20)(z — 20) + o(|]z — 20|). Introduciamo coordinate
polari (p, 0) nel pianoC, con centro inz, e (r, ) in C, centrate inw(z,) cosicchéw(z) &
rappresentata da

re” = pe” [w.(z0) + e wz(20)] +o(p).

Trascuriamo gli infinitesimi superiori e supponiamo eh@on sia punto critico div(z) (w,
ew, e quindiw, e w; non entrambi nulli irx).

Al cerchio p = cost # 0 corrisponde un cerchip = cost # 0 se e solo se la parentesi
quadra ha modulo indipendente &la non nullo.

Ci6 pub accadere solo se. o w; si annulla inz,. Ma se si annulla il primo non pub
annullarsi il secondo & girerebbe in senso negativo.

La condizione che — w mandi{ cerchid+— {cerchio+ infinitesimo} conservando I'orientamento
del cerchio equivale dunque all’olomorfiadiin zy: ws(z9) = 0.

Veniamo alla caratterizzazione mediante gli angoli. Dadlazione precedente abbiamo
0 ~ 0+ Arg[w.(z0) + e w5 (2)]

vediamo che I'angolo tra due direzioni resta invariatg ¢ ¢, = 6, — 6;) se e solo se
Arglw.(z0) + e ?*w:(z)] non dipende d4 e ci6 di nuovo equivale a-(z;) = 0.

Concludendo, possiamo affermare che
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Le funzioni olomorfe con derivata non nulla coincidono corlte applicazioniC! tra regioni
piane che conservano I'angolo di incidenza tra due curveuugue.

A queste, che si chiamano ogh@iasformazioni conformidedicheremo un capitolo.

Si studi intanto il comportamento degli angoli nella figura & pagina 57.

Esercizio0.1 1. Non tutti i polinomip(z,y) sono polinomi nellez. Per sapere se

(71)

11.

p(z,y) lo &, si pud sostituirer = (z + 2)/2, y = (2 — z)/2i e verificare sez
scompare. Ma piu spedito € dimostrare e poi applicareglisete enunciato: "Un
polinomio delle variabiliz edy € anche un polinomio dellase e soltanto se esso e
una funzione olomorfa in ogni punto del piano complessoftifidare.

Dire quali dei seguenti polinomi sono polinomi detl¢e dunque funzioni olomorfe
in tuttoC)
T, v+ z — 2iy, 3x% — 3y? + Gizy — 22 — iy + 1, 2% — 22 + y? + 2ixy.

. In quali punti la funzionez|?> = 22 + y* & olomorfa?
. SianoA un sottoinsieme dC e O(A) l'insieme di tutte le funzioni olomorfe in ogni

punto diA. Provare ch&(A) & uno spazio vettoriale complesso.

. Si provi con un esempio c@ non e il coniugato d% ma che invece si ha sempre

af _ of
0z = 0z’

. . - - - . - . 8 . -
. Si provino le usuali regole di derivazione per gl opena% e 5 €, per la derivazione

della funzione composta ddw) e w = f(z), si dimostrino le formule

DG = G L6) + ol T.02),

DG = all ) 1C) + oslf ) o).

Sef e g sono olomorfe ire, alloralo € fg e, seg(z) # 0, anchef/g. Se poih e
olomorfa inf(z,), allora anché o f € olomorfa inz,.

. Le funzioni

€®, sinz, cos z
definite dalle (45), (46) e (47) a pagina 54 sono olomorfe ftotipiano complesso.

. Nei punti dovef e olomorfasihg’ = f, = —if, = f., f, =if..

Sef e olomorfa in un aperto connesso e assume ivi solo valoli alara essa e
costante. (Consiglio: d¢g = f seguef, = f; = 0 e dunquef, = 0. Percid
Je = fy =0.)

Si ha

1 _ 1 .
D, = Z(pr —iDy), D; = ﬁ(pr +iDy),

1
D, = ~(zD. + 2D:), Dy = i(zD. — zD>).
p
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Per ottenere queste formule basta differenziare I'identjt, §) = pe e la sua coniu-
gata. Poi inserire il risultato nell§f = f.dz + f:dz = f,dp + fodb.

12 Le formedz e dz sono linearmente indipendenti. Difatti, poicthidz + Mdz =
(L+ M)dz +i(L — M)dy, daLdz + Mdz = 0 sequel. = M = 0.

Noi studieremo soltanto funzioni che sono olomorfe in insi@perti. Per esse vale |l
seguente fondamentale

TEOREMA DI GOURSAT. Se la funzionef € olomorfa in un insieme aperté allora f e di
classeC™ in A. 2

Per la dimostrazione rimandiamo all’'appendice a pagina 141

Il risultato € alguanto sorprendente se si pensa che efsmafche la funziong’ per |l
solo fatto di esistere €.

Possiamo dunque affermare che le funzioni olomorfe in untapeincidono con le soluzioni
C! dell’equazione differenziale

of
72 2L =0
( ) 82 )
e che esse sono automaticamente di classe
Questa equazione si chiarBguazione di Cauchy Riemann

Esercizio0.2 Interpretiamo la funzionew = f(z), olomorfa nell'apertad4, come appli-
cazione diA sul pianaC,,.

Separiamo le parti reale e immaginaria scrivende= u + v, sicchéf e I'applicazione
(z,y) — (u(z,y),v(x,y)). Dimostrare che la forma reale dell’equazione di Cauchgriinn

S

e

Up =y
(73) { Uy = —Ug.
E per il determinante jacobiano dlisi ha
a(uv U) /2
det = i
oy

L'ultima relazione giustifica il nome dioefficiente di dilatazionger la grandezzgf’|2.

Rispetto all'inversione le funzioni olomorfe si comporteim modo analogo alle funzioni
reali di variabile reale. Lo mostra la seguente osservazion

2|l teorema originale in verita afferma soltanto la conifaulella derivata compless#, ma la sua stessa
dimostrazione permette di ottenere questo risultatoquiie f
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Osservazion8.1 Sew = f(z) & olomorfain un intorno di, edé f'(z,) # 0, allorac’@ un
intorno U di 2, tale chefj; abbia un'inversaz = g(w), che si abbia cié g[f(z)] = z,Vz € U
e flg(w)] = w, Yw € fU. Inoltre fU & aperto nel piano delle e g & olomorfa infU. Infine
sihag (w) = mﬁ’w c fU.

Dimostrazione. Per I'Esercizio 0.2,/ ha jacobiano non degenere ip e allora dal teorema
delle funzoni inverse segue I'esistenza di un intofhdi z, tale chefU sia aperto ed;; abbia
un’inversag : fU — U diclasseC'.

Restringendd/ possiamo supporre che ivi si ablfia#£ 0. Usando la regola (71) di pagina
77 deriviamo rispetto @ e aw la relazionef[g(w)] = w ottenendogg(w)f/[g(w)] = 0 e
gw(w) f'lg(w)] = 1 da cui segue l'asserto perchgéw) € in U quandow € fU e dunque
Flg(w)] # 0. O

Esercizio0.3. Le derivatef’, f,, e f, di una funzione olomorfa in un apertb sono olo-
morfe in A. Quindi, per ricorrenza, tutte le derivate di ogni ordinagolomorfe.

Esercizio0.4. La formula dell’esercizio 9 a pagina 77 si pud estendeeeddtivate d’ordine
superiore quandg e olomorfa in un aperto. Si ha

(74) DPDY f = 9 for9)
In particolare

ortaf
7 — | fleta)|
(75) o el A
Seg € olomorfa inA e si ha
g =f inA4

allora diremo che e unaprimitivadi f in A.

Sia f olomorfa in{2. Studiamo la forma differenzialfd=.
Se poniamgfdz = Adx + Bdy otteniamoA = f, B =if e quindiB, — A, = 2if; = 0. Dalla
Proposizione 2.1 (ii) a pagina 66 possiamo concludere che

Sef e olomorfa allora la formafdz & chiusa.
Se inoltref ha una primitivay in €2, avremo in2 fdz = ¢'dz = dg e dunque
Sef ha una primitiva in(2, allora la forma fdz e esatta ir.
In particolare, per il Teorema 2.2 a pag 66,
In un aperto semplicemente connesso ogni funzione olorhartaa primitiva.

In generale pero I'esistenza della primitiva non & asasieucome mostra I'esempio della
funzione! olomorfa nell'apertaC\{0} non semplicemente connesso. G\{0} infatti 1 dz
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non pub essere esatta visto che, per quanto sappiamadigéid’avvolgimento (vedi (60) a
pag 68), il suo integrale su una curva chigsa C\{0} & pari a27i moltiplicato per il numero
di giri chey compie attorno 8 e che questo pud non essere nullo: per esempjasg cerchio
con centro ir.

Gli enunciati precedenti concernelfitiz possono essere rovesciati anche seffgési limita
a supporre la sola continuita. Si tratta del seguente

TEOREMA 0.1. (di Morera.)Sia f continua inA.
Sefdz e chiusa, allora £ olomorfa e se, in fi, fdz € esatta, alloraf ha una primitiva inA.

Dimostrazione Proviamo prima la seconda parte. Per definizione di formtaesaistey €
C1(A) con fdz = dg. Confrontando con l'identitdg = ¢.dz + g-dz, per I'indipendenza
lineare didz e dz (Vedi Esercizio 0.1, 12 a pag 78) otteniamo due cose. Prime: 0, e quindi

g € olomorfa inU. Secondo:f = g, (= ¢’), e quindif & olomorfa perché & la derivata di una
funzione olomorfa ed ha come primitiva.

Quanto alla prima parte, basta provare che ogni punio di A ha un intornoU dove f &
olomorfa. Ora, per definizione di forma chiugdya un intornd’/ dovefd: & esatta. Applicando
allora la seconda parte del teorema ¢éoal posto diA, abbiamo chef € olomorfa inU come
volevamo. U

1. Esercizi

1* Sulla linea dell’esercizio 2.2 a pag 66: Siafioc O(2) eI" = 0A C Q un contorno.
L'integrale fF fdz dipende solo dai buchi d circondati dd” (cioé contenuti imA).

2* Usando I'esercizio 11 a pagina 78 provare Ehegz elog = sono olomorfe irC\R~ e C\R*
rispettivamente. Usarieog(p e®) = logp + if.

3 Mostrare che s¢ = u + v e olomorfa si hau,v, + u,v, = 0 e dedurne che le curve
u = cost € v = cost sono ortogonali dovg’ # 0. Mettere in relazione con le considerazioni
che precedono I'esercizio 0.1 di pag 77.

4 Per ciascuna delle seguenti funzioni olomorfe dire quateepdel piancC, viene dilatata e
guale compressa. (Usare I'espressione dello Jacobiano):

a) e*, b)Logz, ¢) 1, d)z3

5 Siaf = u+ iv olomorfa in un aperto connessb Provare che se una delle seguenti funzioni
e costante allorg e costante.

u, au+ bv, (a,b costanti non entrambe nulle)|f|, Argf.

6 Siaf = u-+iv olomorfain un aperto connesgoed F' : R — R differenziabile e strettamente
crescente. Dimostrare che d&) = F'[v(z)] segue ch¢g é costante.
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7 Mostrare che le seguenti funzioni olomorfe non hanno pnmainhelle regioni indicate in
parentesi

LE#0), oy o<l <),
7 (J2] > 1), A=) (0 < |z[ <1).

8* Sia f olomorfa nell’aperto convesso A. Dimostrare che si ha

(76) | f(21) = f(22)] SSgp|f/||21—Zz|7 Vz1, 20 € A.

9* Sia f olomorfa nell'apertoA semplicemente connesso. Pgr z; in A indichiamo con
da(z1, z2) 'estremo inferiore della lunghezza delle spezzate carngein A che congiungono
21 CONz,. Dimostrare che si ha

|/ F(:)d2] < sup |f| - da(ar, ).

10* Sia f olomorfa nell’aperto convesso, limitath Sianoz; e z; punti di A. Dimostrare che
si ha s
| f(z)dz| 2i2f%f-|zl—z2|.
21
11* Dimostrare che nell’'esercizio precedente la costarfteRf pud essere migliorata met-
tendo al SUo PoStep ¢ [ o (inf 4 N(e' f)).

12 Sianoa, b € O(C). Siaf € C'(C) tale da aversi
() +a(2)f(2) +b(z) =0,  VzeC.

Dimostrare chef € olomorfa in tuttaC.

SoluzioneDerivando rispetto & si ha chef & olomorfa nell'apertd2f + a # 0}. Inoltre f
e olomorfa nei punti interni dell'insieme chiu§@f + a« = 0} perchéa & olomorfa. Maf; &
continua ...

13 SiaF'(z) olomorfa inC tranne un insieme discreto di punti. Si dimostri che la fanei di
A(r) = f‘z‘:r F(z)dz € costante a tratti.

14 Sia f(z,t) continua per(z,t) € C x [0, 1], olomorfa in tuttoC per ognit € [0, 1] fissato.
Dimostrare chd’(z) = fol f(z,t)dt & olomorfa in tuttaC.

15 Dimostrare che lintegrale dell’'esercizio 7 a pag 71 noredige dal cammino e ripetere
I'esercizio calcolando e usando la primitivaztéinz. Viene pil facile.

Risposte 4 a) Il semipiano superiore si dilata e quello inferiore si goime, b) Il disco unitario apert®
(esclusa l'origine) si dilata €\ D si comprime, ¢) Come b), d)|z| < 1/v/3} si comprime{|z| > 1/+/3} si
dilata.






CHAPTER 7

Formula di Cauchy e sue conseguenze.

In questo paragrafd2 C C sara sempre un aperto limitato con frontiera costituita da un
numero finito di curve chiuse di claség a tratti.

Sia f di classeC" in €, continua inQ. Consideriamo la forma = fdz e poniamoA = f
eB=if.SihaB, — A, = 2if;. La Formula di Green (57) a pagina 65 da allora

(77) fdz = 2z'/ Iz dx dy, Ve Q)N Q)
o0 Q
e, se f e olomorfa if,

(78) fdz =0.

o9
Vogliamo mostrare che la (78) permette di rappresentanediante la sua traccia sul bordo
o0

TEOREMA 0.1. (Cauchy)Siaf2 C C come sopra precisatg, olomorfa in2, continua fino
al bordo. Siha

(79) fo) = L [ L9 veq

2mi 0 C — 2

DimostrazioneFissiamoz € (2. SiaD, il disco{(¢ | |¢ — z| < r} il cui bordo & il cerchid”, =
{¢||¢ — 2| = r}. Prendiamd < r < 1 cosicchéD, C €. La funzione di¢ f(¢)/27i(¢ — 2)
soddisfa le condizioni richieste per applicare la (78)'apértoQ\ D, perché abbiamo tolt®,
e dunque non puo essefe= z. Poiché il bordo di2\ D, & 9Q — dD, otteniamo

R (S S A9
27ri/FrC—de—27ri/aQ§—de'

Il primo membro e la media df sul cerchiol’, (vedi esercizio 18 pag 73) quindi tend¢ &)
perr — 0, passando allora al limite otteniamo la (79). O

La formula di Cauchy (79) € prodiga di importanti applicadi Eccone una.
Ricordiamo che pefunzione razionalsi intende il quoziente(z)/q(z) di due polinomi nella
z. Vale il seguente teorema di approssimazione.

83
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TEOREMA 0.2. (Runge.)Una funzionef olomorfa in un intorno di un compatta” si pud
approssimare uniformemente slicon funzioni razionali.

In altre paroley= > 0 esistono polinomp e ¢ tali da aversif — p/q| < ein K.
Dimostrazione.Siano A 'intorno di K ed f la funzione. Usando 'esercizio 1.1 a pag. 61
costruiamo un apertd limitato da un contornad’ tale che siak’k ¢ A cc A. Applichiamo
ora la formula di Cauchy (79) & € O(A). Approssimiamo l'integrale che vi compare con
funzioni costanti a tratti. Per ogni > 0 dividiamoJA in n = n(d) curvey;, 1 < j < n di
lunghezza< 4. Sianoz’ e = gli estremi della j-ma di esse.

La funzione
/

/!
cj T

/ j—
Zj z

— 1 . /
") = 5= f(E)
7=1
€ razionale.

Poich'ef% d¢ = zj — z;, dalla (79) si ha

F 1) = 53 [ (L - M

—Z

Ma f(¢)/(¢ — z) € una funzione continua dt, ¢) nel compattax’ x 9A C C x C.
Fissiama: > 0. Per il Teorema di Heine Cantor al variare(di z) in ; x K l'oscillazione
di f € minore die seé € scelto abbastanza piccolo. Ne segue che ciascunordegégrandi
qui sopra &< ¢ e il corrispondente integrale si maggiora dangh(v;) - €. Pertantd f — r| <
e lung(0A) /27 SUK. O

La formula di Cauchy(79) e indefinitamente derivabile sotto il segno.
Difatti, sez varia in un arbitrario disc® cC Qe € 09, siha|( — z| > d, per un certo
d > 0. Allorala (75) di pag. 79 da

(p+q)

1 1
P N4 —
DD T ¢ — zfpretl

V(-2 (—z
Ne segue che tutte le derivateme (rispetto ar e y complessivamente) dell’integrando sono
maggiorate inD dak!sup,, | f|/d**! e allora, per il Teorema di Lebesgue, I'integrale & indefini
tamente derivabile sotto il segno.

E derivando appunto sotto il segno otteniamo che la dera@tgplessa k-ma e data da

(81) ) = o [ A

271 —2)

(80)

— p+q
_ ‘ Dr

La (81) si chiamdormula di Cauchy per le derivate.

La formula di Cauchy (79) da immediatamente il seguente
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TEOREMA 0.3. (della media)Sia f olomorfa nel discd di centroz, e raggioR, continua
sulla chiusura. Allora il valore dif nel centroe uguale alla media integrale dei valori sulla
frontiera del disco. Si ha c®

(82) flz0) =

doves e l'ascissa curvilinea s@D.

1

1 [7 4
- - ds = — 160 do
lung 0D Jop, fds 27 /_7r f(z0+ Re™) do,

Dimostrazione.Si applica la formula di Cauchy (79) cdny al posto dif2. Sostituendad =
zo + Re' otteniamof (z0) = 5= ["_ f(zo + Re')do. O

Osserviamo che I'argomento della dimostrazione precedapplicato alla formula delle
derivate (81) da piG in generale

k! T o
(83) FO) = g [ ot R o,
2rRF J_ .
da cui deriva la possibilita di stimare le derivate di unazione olomorfa limitata con la fun-
zione stessa perché, prendendo i moduli, otteniamo leritaptissime
DISUGUAGLIANZE DI CAUCHY

(84) P90 < A suplfl, 0<k.
RF b
Si noti che queste continuano a valexeche sef none supposta continua al bordo di. Basti
osservare che in questo cag@ continua inD(zy, ), Vr < R, e dunque (84) vale se al posto
di R mettiamovr < R. Allora si passa al limite per T R.
Immediata conseguenza sono i due seguenti teoremi.

TEOREMA 0.4. (Liouville). Una funzione olomorfa in tutto il piano complesso e limitata
costante.

DimostrazioneSe|f| < M, dalla (84) sihdf'(z)| < M/R,Vz, € C,YR > 0. Passando al
limite per R — oo, otteniamof’ = 0. O

TEOREMA FONDAMENTALE DELLALGEBRA Ogni polinomio a coefficienti complessi non
costante ha almeno una radice complessa.

Dimostrazione. Sia p(z) un polinomio non costante. Se, per assurgdaon si annulla per
alcunz € C, alloral/p & una funzione olomorfa ift. Poichélim._,., |p(z)| = oo, possiamo
scegliereR > 0 tale che sidp(z)| > 1 per|z| > R. Inoltrem = min. < |p(z)| > 0. Pertanto
vale|1/p| < sup{l,1/m}intuttoC. 1/p, e dunque, sarebbe allora costante in contraddizione
con l'ipotesi iniziale. O

Un’altra utile conseguenza della (84) e la seguente, fordale disuguaglianza.
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Se K e un compatto contenuto nell'apetfoC C, si ha
(85) sup |[fM] < Gy sup|f], Vf e O(A),
K A

La costante”;, dipende solo d&, K ed A.

Dimostrazione.Ogni puntoz, € K & centro di un disco apertd di raggiodist(K,C\A)
contenuto inA. Allora, postoC;, = k!/[dist(K, C\A)]*, dasupp, | f| < sup, | f| e dalla (84) si
ha la tesi. 0

La disuguaglianza test &€ dimostrata permette di ottenerdile risultato di convergenza.

TEOREMA 0.5. (Weierstrasspia f,, una successione di funzioni olomorfe nell’apefta
C convergente uniformemente sui compatti ad una funzfodlora f € olomorfa inA e tutte
le derivate dellef,, convergono, uniformemente sui compattidialle omonime derivate di.

Dimostrazione.Sia K un compatto inA e A CC A un aperto contenent&. Per la (75) a
pagina 79 e la (85) qui sopra, per ognj si ha

s?(pwng fo = DEDJ f)| = sup |D2 (fr = fin)] < Cprgsup | fn — fml-
A

Sen, m — oo, per la necessita del criterio di Cauchy, I'ultimo termdiguesta disuguaglianza
tende &. Dunquesupy [DEDY f, — D?D? f.,)| — 0 e la tesi discende dalla sufficienza del
criterio di Cauchy. In particolare il limite @ e la sua olomorfia si ottiene passando I'operatore
0/0z sotto il segno di limite. O

Terminiamo il paragrafo con due osservazioni, molto sechpia un pdé meno terra terra.

a) Diamo unTeorema di compattezzhe ci sara utile nel seguito. Cosi si chiama un risultato
che stabilisce I'esistenza di una sottosuccessione opentr per una successione di funzioni
che soddisfa opportune ipotesi. Il pit noto teorema di cai@zza concerne una successione
f» equilimitata di funzioni continue su un compaftoC R™. La f,, dicesiequicontinuase, per
ognie > 0, esistey > 0 tale che dgdz — y| < Jd sequalf,.(z) — fu(y)| < €,Vn. Vale allora il
seguentdeorema di Ascoli—Arzélper la cui dimostrazione rimandiamo ai libri di analisi eal
elementare.

Se la successiong, e equilimitata ed equicontinua sul compa#tq allora essa ammette
una sottosuccessione uniformemente convergemte in

Nel caso dif,, olomorfe le diseguaglianze di Cauchy rendono I'equicantanconseguenza
dell’equilimitatezza: vale il seguente risultato di cortipaza.

TEOREMA 0.6. (Montel) Siaf,, una successione di funzioni olomorfe in un apetta C.
Se lef,, sono equilimitate sui compatti contenuti4h allora f,, possiede una sottosuccessione
convergente uniformemente sui compatticad una funzione olomorfa.
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Dimostrazione.La (85) assicura che su ogni compaitoC A siha|f!| < C. SeK & anche
convesso dalla (76) a pag 81 segue allgréz;) — f.(z2)| < C'|21 — 22|, V21,20 € K, Vn. f, €
pertanto equicontinua ski e per Ascoli-Arzela ha una sottosuccessione convergerfiaoe-
mente ink.

Se K non e convesso, siha ¢ C; U---UC(C,, conC; C A compatti e convessi. Estratta
allora una sottosuccessione che converge uniformemeriig, sla questase ne estrae una che
converge uniformemente €1 e quindi anche s@'; U C, e cosi via. La sottosuccessione finale
converge uniformemente 9 ma dipende dd&. Per trovarne una buona per tutfki poniamo
K, = {|z| < n}n{z e Aldist(z,CA) < 1}. | K, sono compatti, soddisfans,, C K, e
UK, = A. Prendiamo una sottosuccessisn&onvergente uniformemente 4. Da questa
possiamo estrarre una convergente uniformemente #(; e cosi via. La sottosuccessione
che cerchiamo si costruisce prendendo il primo elementg,di secondo dis, eccetera. Ora,
ogni compattoX C A e contenuto in urk,,, su di esso converge dunque uniformemente
sne- Ma dal suo termine,-mo in poi, s diventa una sottosuccessionesglj e quindi anche lei
converge uniformemente . O

b) Mostriamo ora una generalizzazione della formula di @guwcuna sua applicazione.
Dalla (77), con la stessa dimostrazione della formula dicGgwtteniamo

1 f(¢) 1 / f=(¢) 1 00
- _ = Q Q
) 1) = 5 | Lhac— [ Hlaean.  viec@nc@, vien
con( = £+in. Questa restituisce la solita formula di Cauchy seolomorfa. Questa utilissima
formula permette, per esempio, di rappresenfageando questa sid' e a supporto compatto

in C (scriviamof € C}(C)) mediante la sua sola derivata Difatti in questo caso se scegliamo
(2 contenenteupp f, dimodochéf = 0 sudf?, otteniamo

_ 1 [ £Q
87) fe) = — | 72

dove l'integrale si intende esteso a tutto il piano commes3uesta permette di risolvere es-
plicitamente I'equazione di Cauchy Riemann

(88) fz =

nell'incognita f quando il secondo membrp sia a supporto compatto e di classé, k£ =
1,2...00 e la soluzione sara della stessa classe.
Mostriamo che

1
©9) 16 = 1 [ 2 deay
m (—=z
e una soluzione. Con la sostituziome= u + iv = ( — z la precedente diventa

(90) flz) = -+ /Mdudv

™ w

dédy,  VfeCYT), VzeC
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e questa si pub derivare sotto il segno perchés®ia in un disco fissato, I'integrando e le sue
derivate prime sono a supporto compatto e maggiorate/da| che & integrabile sui compatti.
Derivando dunque rispettozaed applicando la (87) @aabbiamo

fole) = -+ /Mdudv:—l ) e an = o(2). 0

s w ™) (—=z

Naturalmente la totalitéa delle soluzion{é + h} doveh & un’arbitraria funzione olomorfa
in C.

In realta si pub dimostrare che lipotesi chesia a supporto compatto non serve perché
I'equazionef; = g € anche risolubile in un aperto dandog € C*°(f2), con soluzionef €
C*>(2). Questa e una delle formulazioni del classico Teorema ttalgliLeffler.

Tornando al caso in cyie a supporto compattnpne detto che 1¢88) abbia una soluzione
f anch’essa a supporto compatio.questo caso infatti, applicando Greelfi en un aperto che
ne contiene il supporto avremnjof; dx dy = 0 perchéf & nulla al bordo dell’aperto, e quindi
per g avremmo la condiziong g dz dy = 0 che non € a priori verificata: prendere ad esempio
g reale> 0 non= 0.

Invece inC™ conn > 1 I'equazione di Cauchy Riemann

=95,  J=1...n

ha una soluziong a supporto compatto se lo sonodg ma naturalmente queste dovranno
soddisfareD;, g, = D>, g; perché possa esselg -, f = D, f come decenza vuole. A questa
differenza traicasi = 1 en > 1 € dovuta la profonda diversita tra I'analisi complessana

e in pit variabili. La distinzione sta nel fatto che mentradunzione olomorfa di una variabile
e definita dalla sola equazione differenzigle= 0, quella inn > 1 variabili € data dal sistema
fs =---= fz, = 0 che e sovradeterminate:equazioni in una sola incognita.

1. Esercizi

1 Dimostrare che le funzioni olomorfe godono della progrigella media non solo rispetto ai
cerchi ma anche rispetto ai dischi. Cioé: fse olomorfa in un discd di centroa e continua
in D, allora si ha

fla) = — /D f(2) dedy.

area D

2 Scopo di questo esercizio & di mostrare che una funziammaamfa nel disco unitario che
mandiO in p ma la cui immagine eviti una retta a distanzaa p, ha derivata ir) che e in
modulo< 2d. Noi ci riferiremo af /d. -
Sia f olomorfa nel disco unitari@, continua inD e si abbiaf(0) = 1. Si calcoli I'integrale

1 e~ia dz

5 [2 4 ez + | f(z2)—, aé€eR,
e |z|=1 z z
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con la formula di Cauchy per le derivate (81) di pag.84 e tiraente in coordinate polari e
eguagliando i risultati si deduca 'identita

/ f(e?) cos? d9—2+e_“’f()

Usare questo risultato per dimostrare che se indlife> 0, allora|f'(0)| < 2.

3 Di nuovo con la formula di Cauchy per le derivate, provare skf € O(C) soddisfa
|f(2)] < C(1+ |z|™) conn intero positivo, allorgf € un polinomio di grade< n.

4 Dimostrare che la somma

0 1 —1 1
IO=2mpt X oy

rappresenta una funzione olomorfaGnZ. (Usare il Teorema di Weierstrass, pag.86.)
5 Dimostrare che la serie

nz
n=1

definisce una funzione olomorfa {r > 1}. Si tratta della famigerata di Riemann che tante
pene da ai matematici.






CHAPTER 8

Sviluppo in serie di potenze e sue applicazioni.

1. Sviluppo in serie di potenze

Sianoz, e ag, ai, ... humeri complessi.
Una serie del tipo

(91) a0+a1(z—ZO)+a2(z—zo)2+--- = Zan(z—zo)n
n=0

si chiamaserie di potenze di centrg.
Nel caso reale sappiamo ché - a,(z —x()" converge iz, — R, zo + R) e diverge fuori
di [z — R, z¢ + R], dove
e 1
(92) RY _— — 1

1
n

mn—>oo|an
si chiamaraggio di convergenzali (91), e che la serie data e proprio la serie di Taylor della

funzione che ne e la somma. Con la stessa dimostrazionamedira che, analogamente, si ha
convergenza nel discBr = {|z — z| < R} che si chiamalisco di convergenza ¢91).

Per esempio la serie geometrica

1 = .
(93) EZ;Z, 1Z] <1
ha raggio di convergenza uguale ad (La (93) deriva dalla ben nota identi}a: 2" =

m+1 . . .
I_IZ—Z+ che si ottiene per ricorrenza).

Il Teorema che segue mostra che le funzioni olomorfn,, R) e le serie di centre, e raggio
di convergenza> R sono la stessa cosa.

TEOREMA 1.1. (Cauchy—Hadamard). (ila serie(91) converge uniformemente sui com-
patti e assolutamente, con tutte le derivate, nel suo dis@mulvergenzaDy a una funzione
olomorfaf e si ha

_ F™ ()

n!

(94) an, , Vn > 0.2

1selim = 0 siintendeR = oo e selim = oo si intendeR = 0. In questo caso (91) converge solozin
2Qui, come sempre nel seguito, si intend® = f.

91
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Inoltre essa non converge in alcun punto@ D .
(i) Viceversa, s¢ e olomorfa inDy si ha

™ (2
f (' )(

n.

(95) fz2) = >

n=0

zZ — Zo)n, Vz € DR-

Dimostrazione.(i) Fissiamor, con0 < r < R. In {|z — z| < r} la serie & maggiorata
dalla serie numerica_ |a,|r™ e quest'ultima converge per il criterio della radice perchha
Ty —oo (|| ™) 7 = 7 Ty o] an|® = 7/R < 1.

Dunque (91) converge uniformemente sui compattDip. Poiché le sue somme parziali
sono funzioni olomorfe, dal Teorema di Weierstrass a pagg6ano I'olomorfia dif, la con-
vergenza delle derivate e quindi la derivabilita sottetiso di serie.

La (94) si ottiene allora derivandovolte sotto il segna@g + a;(z — z0) + - - - an(z — 20)" + - - -

e ponendo pot = z,. All' n-ma derivata non contribuiscono i termini di gragon. Quelli di
grado> n, derivatin volte danno monomi che hanne — z,) a fattore e quindi si annullano
quando poniame = z,. Resta sola,,(z — z)" la cui derivataz.-ma & appunta! a,,.

Se poiz € C\Dg, cioé|z — z| > R, allora, per le proprieta déim, esiste una sottosucces-
sionea,, tale chea,, (z — z)™| > 1. Non si pud allora avere, (= — z,)" — 0 come invece
occorrerebbe per la convergenza di (91).

(i) & dimostrato. In particolare possiamo ora dire che lEesgeometrica (93) converge uni-
formemente nei compatti contenuti{iz| < 1}.

Per provare (ii) useremo il seguente Lemma che dimostredapo.

LEMMA 1.1. (Integrali di Cauchy)Siag continua sul cerchid’, = {|z — 2| = p} e sia
D, = {|z — 2| < p}. Le due funzioni

1 9(¢)

o) = —

(96) O R W eseL SEEEL

VN T I(9 -
(97) g (2) = 5 /FPC_ZdC, ze C\D,
sono olomorfe i, e inC\ D, rispettivamente e si ha
(98) g+(2) = Zan (Z - ZO)nv z € Dpa

0

con
(99) a, = L & d¢
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e

i =, -
(100) g (2) = —;m, z € C\D,,
con
(101) b = 5 OG0

gt e g~ si chiamandntegrali di Cauchy interno e esterno rispettivamente, della funzigne
continua sul cerchic®
Dimostrazione d{ii). Fissiamoz € Dy e prendiam@ con|z — z,| < p < R. La formula di

Cauchy da
1 f(©)
zZ) = — dC.
16 = g [ 25k

2mi Jp, C— 2
Dunque se applichiamo il lemma c¢fr, al posto dig, g* corrispondera ag. Da (98) e (99)
segue allorgf (z) = > " a, (2 — 2)" con

(102) 2m/f o)l de, n=0,1,...

Confrontando con la formula di Cauchy per le derivate di pa@4 otteniama,, = £ () /n!
e quindi la (95). O

Dimostrazione del Lemm&.1 Non é restrittivo prendergy = 0 e p = 1. Fissiamoz, con
|z| < 1. PostoZ = z/(sihalZ| <1e quindi I'integrando della (96) diventa

9(¢) n N an 900
CZ—l ZZ Z ¢+l

Mentre( varia in{|(| = 1}, Z varia nel cerchlo di ragglbz\ < 1 che & un compatto. Dunque
si ha convergenza uniforme della serie e conseguente gitagil integrare sotto il segno di
serie. Ne seguono immediatamente (98) e (99).

Simile e la dimostrazione di (100) e (101):
Questa volta fissiamo inveeecon|z| > 1 e poniamoZ = g/z cosicché l'integrando di (97)

2O 1o Z Z g0 L

Poiché adessd varia sul cerchio di raggld)/|z| < 1, si pud di nuovo integrare sotto il segno
di serie e si ottengono (100) e (101). O

3Non bisogna farsi fregare dal fatto ch& e g~ sono apparentemente rappresentate dallo stesso integrale
perché questo & discontinuo propriolsye la discontinuita & proprig. Vedi esercizio 2.3 a pag 97.
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Esercizi

1 Nelle ipotesi del teorema, parte (ii), provare che il ragdjiconvergenza di (95) 2 R.

2 (Teorema di Abel) Dimostrare che se (91) convergeatiora converge uniformemente nei
compatti diD(zo, |z — zo|).

3 Siag olomorfa in tuttoC, ¢(0) # 0. Trovare il raggio di convergenza della serie di Taylor di
f(2) = g(2)/z con centro ingy = 3 + 4i.

Il Teorema di Cauchy—Hadamard non da informazioni sul comi@nento delle serie di
potenze sul bordo del cerchio di convergenza.

Si considerino le serie . .
n z" 2\ 2"

Esse hanno tutte raggio di convergenza uguale ad

Tuttavia, mentre la prima non converge in nessun punt§di = 1} perché il termine
generico non tende a zero, la seconda notoriamente nonrgerperz = 1 ma converge per
z = —1 (vedremo anzi che essa converge per ag#il che abbia modula).

La terza infine converge uniformemente{gu| < 1} dove & maggiorata dg_ 1/n?.

Oltre agli sviluppi in serie (45) a pagina 54 e ai successi¥) (e (47) aventi raggio di
convergenzao ed a (93) pag 91, valgono i seguenti sviluppi

1 - n n
1+ 22 :Z(_l) 227 |Z|<1
n=0
che si ottiene da (93) ponendb= —2>.
Integrando quest’ultima otteniamo

o _1 n
arctan z = Z 2(731 PR |z| < 1.
n

n=0

Se cony/w indichiamo quella delle radici div che ha parte reale non negativa (radice princi-
pale), abbiamo

1 = (2n - .
27(271)” 22" |z| <1

V1—22 B —
ed integrando
N S O LR
arcsinz = ; Gl 2n 1) At |z] < 1.

Come prima applicazione dello sviluppo in serie vogliamoaltrare questo fatto: se due
funzioni f; e f, sono olomorfe in un aperto connesse@ in un punto esse e tutte le loro derivate
hanno lo stesso valore, allora le due funzioni sono idem&ge uguali inA.
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Cio accade in particolare se le due funzioni coincidononirsattoinsieme aperto d.
Riferendoci alla differenzd = f, — f», si tratta del seguente

TEOREMA 1.2. (Principio dell’'unicita del prolungamento analifjcSe f € olomorfa in un
aperto connessd e in un puntaz € A sihaf™(a) =0,vn > 0, allora& f = 0in A.

DimostrazioneConsideriamo l'insieme
E = {z€A t.c. f=0, vn>0}

E e non vuoto perché contiene

Data la connessione di e sufficiente provare che e simultaneamente aperto e chiuso in
A per averely = A e quindi la tesi.

E & chiuso perché sih = N {2 € A, t. c. f™(2) = 0} e gliinsiemi tra le graffe sono
chiusi per la continuita dell¢™ .

Se poiéz, € EeD C A e undisco di centray, allora in D la funzionef ammette lo
sviluppo di Taylor (95), ma tutti i coefficienti si annullan®i ha pertantg = 0 in D e dunque
D cC E. Cib prova chel e aperto quindi il teorema. d

. . . . .. ., . L1
Si noti che le funzionC'* non hanno una simile proprieta. Ad esempio la funziene o, se

1

preferiamo la variabile complessa, -, a cui imponiamo il valor® nell’origine, €C*, ha
tutte le derivate nulle i ma si annulla solo .

Esercizio Sia A un aperto connessg,e g olomorfe inA. provare che dd(z)g(z) = 0,Vz € A,
discende che ¢ o g € identicamente nulla.

2. Molteplicita

Abbiamo visto che la derivata di una funzione olomorfa enéggsa olomorfa.
Vediamo ora che anche il rapporto incrementale ha questaipta.
Nel caso dei polinomi si tratta insomma del Teorema di Ruffini

PROPOSIZIONEZ2.1. Sia f olomorfa, non costante nell’aperto connes$e siaz, un punto
di A. Esistono un’unica funziorne € O(A), conu(z,) # 0, ed un unico interen > 0 tali che
sia

(103) f(z) = f(z0) + (2= 20)" u(z), z € A

m € I'ordine della prima derivata dif che non s’annulla irx, e si chiama molteplic&di f in
20

DimostrazioneSiaD C A un disco di centra, e siaf™(z,) la prima derivata dif che non
s’annulla inzy. Per il principio del prolungamento analitico deve essere- 0 altrimenti f
sarebbe costante.
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Poniamo al solita,, = f™(z,)/n! sicché, per € D, la serie di Taylor da

o0 o0

f(z) = f(20) + an (2= 20)" = flz20) + (2= 20)" ) amsj (z— 20).

n=m 7=0

Pertanto la funzione
S oams (=) inD,
(f(2) = f(20))/(z = 20)™ In A\{z0}

e ben definita perché le due espressioni coincidond in (A\{z}). Essa & olomorfa i,
soddisfa la (103) e si ha(z)) = a,,, = f™ (z)/m! # 0.

Veniamo all’'unicita. Dalla (103) e da&(z,) # 0 segue chen € I'ordine della prime derivata
di f che non si annulla iny. Quindem € unico. Allora la (103) da che i\ {2} u & dato dalla
seconda delle equazioni qui sopra. Quindi & unico peeatintinuo inz,. O

u(z) =

Dall'ultima proposizione ricaviamo immediatamente che
feA € connesso, allora l'insieme degli zeri di una funzione adain A € un insieme discreto.
Difatti, se si haf(z,) = 0, e, con riferimento alla (103), prendiamo un intofiioC A dove &
u # 0, ovwviamentex, € I'unico zero dif in U.

Da questo fatto si ricava facilmente che ee f, sono olomorfe in4 e nei punti di una
successione,, € A convergente ad un punto dile funzioni coincidono, allorg; = f, in A.
Dimostrare per esercizio.

Una funzione olomorfa non pu6 avere in un punto isolato useostinuita di prima specie.
Vale infatti il seguente fondamentale teorema.

TEOREMA 2.1. (di prolungamento di Riemanria A un aperto ez un suo punto. S¢ e
olomorfa e limitata inA\{a}, allora essa olomorfa inA. °

DimostrazionelLa funzioneg(z) = (» — a)*f(z) € olomorfainA\{a}. Vediamo ora che, se le
assegnamo il valore zero in essa € olomorfa id ed ha derivata nulla in.
Difatti, per ipotesi f| < M in A\{a}. Dunque si ha

lim 93 =90 _ lim[(z — a)f(z)] = 0.

zZ—a Zz— Qa zZ—a
Per la Proposizione 2.1 si ha allog&:) = (z — a)?h(z) perz € A, conh € O(A). Con-
frontando con la definizione stessayditteniamof = h in A\{a}. Quindi f € O(A). O

4Lo stesso pud dirsi ovviamente di qualunque insieme diltivdi una funzione olomorfa.
SDovremmo dire: "allora si pub assegnarejadn valore ina in modo che essa divenga olomorfadid
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Esercizio2.1. Siaf € O(]z| > R) Dimostrare chef (1) & olomorfa in0 < f & limitata in
{|z| > r} per qualche (o, equivalentemente, tutti gli R < esiste il limitelim,_.., f(z) €
C.

Esercizio2.2. Siaf € O(|z| > R)NC%(|z| > R) e siabbidim,_., f(z) = 0. Dimostrare

che, pelz| < R, siha
/ 19 4o — .
(=R G — %
(Prendiamo per semplicitA = 1. Per Riemanrf(1/z) € olomorfa in{|z| < 1} e, per ipotesi,
e nullain0. Per il Teorema della molteplicita siifd1/z) = zg(z) cong € O(|z| < 1). Con la
trasformazion& = 1/Z l'integrale dato diventa- f‘Z|:1 Zg((lz_)fg) che si annulla grazie alla (78)
pag 83 perché l'integrando & olmorfofhZ| < 1}).

Esercizio2.3. (Teorema di PlemelijCome accennato nella nota a pié di pagina 93, I'integrale
di Cauchy e discontinuo attraverbg e la discontinuita € proprig. In relazione al Lemma 1.1,
pag 92, ponendov, = 0 e p = 1, provare che si ha infatti

lim (571 = £)e”) = g™ [(1 +2)e)) = g(e”).

E un facile calcolo diretto.

Esercizio2.4. (Teorema di Morera-Walsh)Provare che, data continua sul cerchid' =
{|z| = 1}, questa si estende olomorfa nel digése e solo sg~ = 0, cioe se e solo se

/g(z)zkdz:o, k=0,1,2,...
r

Sey si estende l'ultima relazione segue da Green e quindi agichke 0. Se viceversg™ = 0,
allora dall’esercizio precedente segue ghied I'estensione.

Esercizio2.5. SiaA c C un aperto con frontier&! a tratti, Si consideri I'integrale

() = 1/ g(C)dC.

- 2mi 946 — 2

a) Valutaref(z) nel caso in cup sia olomorfa in un intorno di e siaz ¢ A.

b) Dimostrare che sgé continua swA allora f € olomorfa inC\0A.

c) Nel caso precedente provare la possibilita £sa discontinua s A.

Soluzione a) Perz ¢ A, h(¢) = ﬁg & olomorfa in un intorno did e dunquef(z) = 0
per Green. Per b) basta controllare la derivabilita sdtt@gno come gia fatto molte volte e
derivare rispetto a@. Quanto a c) si pud prendere= {|z| < 1} eg(z) = 1. Con Cauchy si ha

subito chef(z) = 1in A, maf(z) = 0in C\A per la (78) pag 83.
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3. Principio del massimo e sue conseguenze

Il modulo di una funzione olomorfa non pué assumere masslhativi in un aperto.
Vale infatti il seguente

TEOREMA 3.1. (Principio del massimdia f olomorfa in un aperto connesst. Se vié
un puntoa € A tale che siabbidf(z)| < |f(a)| per ogniz € A, allora f & costante.

Dimostrazione.Possiamo evidentemente suppoffe) # 0. SiaD C A un disco di raggio
R con centro ina. Fissiamo ad arbitrie con0 < r < R. Dal teorema della media si ha
fla) = 3= [ f(a+re?)do.

Ne segue

o fl@)
Ora, la frazione nell’integrale ha per ipotesi moddld e quindi anche la sua parte realg €.
In conclusione la parte reale dell'integrando € non nggatia allora, avendo essa integrale
nullo ed essendo continua deve essere identicamente Gidka.

fla+re?)
o 7!
Ma allora dall’ipotesi
f(a+re?)
Tw

segue immediatamente che la frazione & uguale &bncludiamo cioe
fla+re®) = fla), V0, con0<6<2r, ¥r,con0<r<R.

Dunquef = f(a) & costante inD. Per il Principio del prolungamento analitico deve allora
esseref = f(a) nel connessal. O

Esercizio: Vale il principio del minim@ (con analoga formulazione).
Lasciamo al lettore di vedere che il Teorema precedentetsiifarmulare cosi:

SECONDA FORMULAZIONE DEL PRINCIPIO DEL MASSIMO Sia f € O(A) N C°(A) non
costante el limitato. Allora il massimo dif in A & assunto solalla frontiera diA

Questa formulazione del Principio del massimo cessa dieaked non e limitato.

Consideriamo infatti il settor®| < /2« di ampiezzar/« e usiamo coordinate polari
(r,0).

La funzione olomorfa*" ha modulol sulle due semirette che costituiscono il bordo del
settore ma non & limitata nel settre

Sperz@ siintender®(cos(af) + isin(af)).
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Questa funzioneresce il minimo possibilall’ co perché il modulo di una funzione olomorfa
in un settore d’ampiezza, continua e limitata sulle rette che delimitano il settoreaouna
crescenza e” oppure non cresce affatto.

Per esempio (petr = 1): una funzione olomorfa in un semipiano, limitata sullaaethe lo
delimita, o & limitata oppure cresce all'infinito non mene/d.

Tutto cib e espresso dal seguente

TEOREMA 3.2. (Phragmén-Lindelof)Sia f olomorfa nel settored| < 7/2«, continua
sulla chiusura.
Sesiha

If(re®)] < Ce™,  per [0] < 21 r> 0,
(6%

cona < « e, al bordo,
fl< M, perf=o_,
200

allora si ha|f| < M in tutto il settore|d| < 7/2a.

DimostrazioneFissata, cona < b < «, e > 0 arbitrario, poniamo

fo(2) = f(z)e.
Poiché pel) = +r/2a si haRz® = r’cos(br/2a) e per ipotesios(br/2a) > 0, abbiamo
|fe] <|f] < M al bordo{# = +m/2a}.
Sull'arcoT’, di raggior nel settore abbiamo per ipotesi

|fa| < Cer“—arb cos(b6)

ecos(bf) > cos(22) > 0.
L’esponente tende percid-aso perr — oo. Abbiamo dunquéf.| < M sul’, perr > 1.
Applichiamo af. il Principio del Massimo nel settore limitats) = {|z| < r, || < 7/2a},
r > 1. Per l'arbitrarieta di- otteniamg f.| < M nel settore infinitdd| < 7/2a.

Si ha dunque
1f| < M ™) injg| < 7/2a, Ve > 0.
Per l'arbitrarieta di concludiamo che si hgf| < M. O

Dalla seconda formulazione del Principio del Massimo semuzhe un utile risultato di
convergenza.

PROPOSIZIONE3.1. Sia f,, una successione di funzioni olomorfe nell'aperto limitatp
continue inA. Se la successione converge uniformemente sulla frordieda allora converge
uniformemente iM e il suo limitee olomorfo inA.

DimostrazioneDal principio del massimo segue

sup |fn - fm‘ = sup ‘fn - fm‘
= 9A
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Per la necessita del criterio di Cauchy e l'ipotesifsula parte destra della uguaglianza tende
a0 quandon edm — oo. Per la sufficienza dello stesso critefipconverge uniformemente in
A. L'olomorfia del limite segue dal Teorema di Weierstrass ginea86. O

Tra le funzioni olomorfg; che mandano lo zero nello zero e sono in moduld/ nel disco
D(0, R) ci sono le funzioni lineariZ = (|c| = 1).

Il teorema che segue afferma che queste ultime sono le aidgdi tutte e anche che sono
quelle che hanno la pil grande derivatairStudiamo questo fenomeno:

TEOREMA 3.3. (Lemma di Schwartz.yia f olomorfa, non identicamente nulla nel disco
D di centro0 e raggioR, nullain0 e limitatain D: |f| < M. Si ha

(109 f@ < Gl D,
, M
(105) o < X

e, se per qualche € D, vale l'uguaglianza i104)o se vale l'uguaglianza i{L05), allora f
e del tipoc’s z, con|c| = 1.

DimostrazionePer la (103) di pag 95 si h&(z) = z h(z) conh € O(D).

Scelto ad arbitrio’, con0 < r < R, applichiamo il principio del massimo nella seconda
forma alla funzione: nel disco di centr® e raggior. Poiché al bordo | < M /r otteniamo
|f(z)] < M|z|/r in D, YO < r < R da cui segue la (104), e la (105) se si pensa che &
f'(0) = h(0).

Per terminare la dimostrazione bastera provare che, s¢wguaglianzain (104) o in (105),
allorah e una costante di moduld/ R.

Ma se in un punto dD vale la prima uguaglianza, ivi siha| = M /R e poichgh| < M/R
questo & un massimo interno geche ¢ allora una costante di modulty R.

Per la (105) siragiona nello stesso modo: se vale I'uguazgiallora h| assume il massimo
in 0. 0

4. Automorfismi del disco

Ciinteressa studiare quelle funzioni olomorfe che mandé@mavocamente il disco unitario
D = {|z| < 1} in sé. Queste funzioni si chiamaAatomorfismi del discovedremo subito che
I'inverso di un automorfismo € una funzione olomorfa. Duagli automorfismi formano un
gruppo. Sono relativamente pochi perché dipendono daregarametri reali, e semplici nella
forma. Il prossimo teorema li descrive completamente.

TEOREMA 4.1. (Automorfismi del disco). Gli automorfismi del disco sono le funzioni
w = f(z) del tipo

Z—a

(106) w = c , a€D, |c]=1,

1—az
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con inversa olomorfa
1 w+ca

l+caw
Dimostrazione. Osserviamo intanto che $¢ = 1, allora anchéw| = 1 perché si haw| =
lw|/|Z| = |||z — a|/|Z — @] = 1. Allora dal principio del massimo seglig < 1 = |w| < 1
(oppure usare I'esercizitf a pag 58).
Le funzioni definite da (106) sono certamente automorfisirdideo perché I'inversa I'abbiamo
esplicitamente esibita (sostituire per credere). Esdaraarfa in D perchécaw| < 1.

Per provare che non ce ne sono altri occupiamoci dapprimaediighe mandano lo zero
nello zero. Siaw = f(z) uno di questi. Per il Lemma di Schwartz, pag. 100, applicato c
R = M = 1 abbiamojw| < |z|. Maz = f~!(w) manda anche lei lo zero nello zero e quindi
|z| < |w| e quindi|w| = |z|. Vediamo dunque che la (104) del Lemma di Schwartz & vetifica
con il segno =", Dal lemma stesso segue allof&z) = cz con|c| = 1.

Siaorainvecer = f(z) un automorfismo del tutto arbitrario, componiamolo conttemorfismo
w — 2O che mandaf(0) in 0, ottenendo cosi I'automorfismo — Lf@) che, per

(107) z =c

1—f(0)w 1-£(0) f(2
costruzione, lascia fisso lo zero. Da quanto si e detto sstgugo di automorfismi segue
allora

—f(z);f((]) = cz, le| =1
1= f(0)f(2)
e dunque, poiché™! = ¢, abbiamo
z+7cf(0
f(z) = cif_(),
1+ cf(0)z
che & proprio del tipo (106): basta poref(0) = a. O
5. Esercizi

1 Siaf olomorfa nel discqz| < R, non costante, sia/, = supy,,_, | f(z)|. Provare cheé\(r)

e strettamente crescente(ih R). (Usare il principio del massimo).

2 SianoP;, - - - , P, punti del piano e si& vincolato a restare in una regione limitataProvare
che la funzionef (P) = | P, P| - | P| - - -|P,P| ha massimi solo alla frontiera di.

3 Siap un polinomio di grado< n e C' > 0 una costante. Provare che I'insieme
p(z)| < C

ha al piln componenti connesse. (Dimostrare per assurdo che ogniamnie contiene
almeno una radice. Altrimenti in esgaavrebbe anche un principio del minimo, m4d e
costante al bordo della componente e allora lo sarebbe aleeitn. Ma sép| € costante in un
aperto connesso allora, Esercizio 5 pag.80, essa e idmestina il principio del prolungamento
analitico...)
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4 Siaf olomorfainD = {|z| < R} e sia|f(z)| < M in D. Dimostrare che si ha

£() - O] < 2 lel, VeeD,

(usare Schwartz). Servirsi di questa diseguaglianza penatéaltra dimostrazione del Teorema
di Liouville.

5 Siaf olomorfa nel disco unitarid e soddisfi|f(z)] < 1in D. Dimostrare che per ogni
a € D sihanno le disuguaglianze
|f(2)—f(a) z-a

S —
1= f@f) ~ 1-az

F@l 1
1=1[f(a)}> = 1—laf?
Che succede se in una di queste vale il sega®@”(Indicando con- S, la funzione (106) di pag

100, conc = 1, applicare Schwartza= S_;, o f o S, e, osservando chg, o S, e l'identit,
dimostrare e poi usare la relazione S, = S¢) o f.

6 Dimostrare che pae| < 1 siha

z > "
(1 - 2)2 - an :
n=1

7 . Supponiamo chg_ > a,z" ey b,z" convergano i{|z| < R} a f ey rispettivamente.
Dimostrare che allora anche~  c,z", conc, = >, _, axb,_, cOnverge in{|z| < R} e che
la somma €&f g.

8 Trovare la serie di potenze dicos z. (Usare I'espressione esponenziale del coseno).

9 Trovare il raggio di convergenza dl(z) = ) .-, 2*" e mostrare ch¢ & la sola soluzione
dell'equazionef (2) = (1 + 2?) f(2?) con la condiziongf () = 2.

10 Trovare la pil generale serie di potenze, coinvolgeneeabstanti complesse arbitrarie, la
cui sommaf soddisfaf” + f = 0. Calcolare il raggio di convergenza

11 Sappiamo ch¢ e olomorfa in un intorno di e soddisfa I'equazione differenziatg¢” (z) +
f'(z) + zf(2) = 0. Trovare la serie di potenze dicon centro0, provare chef si estende
olomorfa a tuttdC dove continua a soddisfare la stessa equazione.

12 Mostrare che s~  a,2" ha raggio di convergenza positivo, allxg~ , % 2" ha raggio
di convergenza infinito.

13 Dire per quali valori reali di € definita una funziong, olomorfa in un intorno dell’origine
tale chef(1/n) = n® e trovare la funzione.
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14 Siaf olomorfa in un apertod C C limitato e connesso, continua . Provare che, se
D & un disco chiuso contenentéA), allora f(A) N 9D C f(0A). (Applicare il principio del
massimo g (z) — wy, dovewy € il centro del disco).

15 Diseguaglianza di Lindéf (Caso particolare). Si# olomorfa nel discd) = {|z| < 1}

dove &|f| < 2. Sia|f| < 1 sullasse reale. Dimostrare che si|fda)| < v/8 per|a| < 1+1ﬂ.

ConsiglioSi provi dapprima che i punti per i quali &|a| < fﬁ sono centro di un quadrato
@ C D con un lato sullasse reale. Si applichi poi il principio deassimo alla funzione
g(2) = f(2) - fla+ e™%(z —a)] - fla — (2 — a)] - fla + e"/?(z — a)] in Q. Sinoti che &
g(a) = f(a)".

Invece del quadrato si pub usare un generico poligono aeg@ procedere in modo analogo.
Cosi si ha la disuguaglianza di Lindeldf generale.

16 Una funzionef(x) si chiamaanalitica realein x, se in un intorno di;q essa & uguale a una
serie di potenz& "~ a,(x — zo)". Questa & necessariamente la serie di Taylgridiz,. Le

a, saranno reali o complesse a seconda ke reale o complessa. Si intenda 'agseome
asse reale del piano complesso. Dimostrare i seguenti fatti

a) f e analitica reale iny se e solo se essa ¢ la traccia sui reali di una funzione ofarimoun
disco di centrar,. (usare Cauchy Hadamard).

b) f e analitica reale in ogni punto dell'intervallcse e solo se essa € la traccia di una funzione
olomorfa in un intorno di in C (Usare il Teorema del prolungamento analitico).

c) Se laf disopra e periodica di periodor anche la sua estensione olomorfa € periodica dello
stesso periodo.

d) Sef € analitica reale in tutt®® e 27-periodica, allora la funzioné’ sul cerchio|z| = 1
definita daF'(e¢") = f(t) si estende olomorfa a una corona circolare del tipo< |z| < ¢ con

¢ > 1. (usare b) e c)). Viceversa, $&e olomorfa in un intorno diz| = 1, alloraf(t) = F(e®)
definisce una funzione analitica reale-periodica inR.

e) Siaf lipscitziana &r-periodica siR cosicché la sua serie di Fourigft) = %+ " (a, cos nt+
b, sin nt) converge uniformemente ad | coefficienti sono

1 2T 1 2m
a, = — / f(t)cosntdt, pern >0, b,=— / f(t)sinntdt, pern > 1.
T Jo T Jo

Osservando che la serie si pu6 scrivere nella fopife,_ A,e™ con Ay = ao, 4, = =5 e
A, = wtia p > 0, dimostrare ch¢ (¢) lipscitziana x-periodica inR & analitica reale se e
solo se i suoi coefficienti di Fourier soddisfano la disediaaga asintotica

la,| <, |ba] < 7 conc < 1.

f) f € C*(R) & analitica reale in tutt®® se e solo se, per ogni compattv C R, c’'é una
costanteC' tale che siasupy |f*)| < C*K! il che equivale asupg | f*)| < C(Ck)* (perché
k/(ENVE — e).
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g) Data unaf € C*(R), il raggio di convergenza della sua serie di Taylowri® r(x) =

(lim(f™ (x)/k!)/*)~1. Esso pud essere positivo senza g¢gheia analitica reale in, fare

un esempio. Tuttavia se(x) > ¢ > 0 perz in un intervallo, alloraf & analitica reale in
quell’intervallo, dimostrare.

Risposte

8 Y00 2"/2 cos BE. 100 Yo% (—1)" (5% + i) 2" R = 00, 1L f(2) = 307 gpayz 2" € olomorfa in
C perché il raggio di convergenza, infine zf” + f' + zf &= 0 in tutto C perché & ivi olomorfa e nulla in
un intorno di0 (prolungamento analitico).13: Solo sea = —m conm = 0,1,2,... e in tal casof(z) = z™.

Infatti sea > 0, f(1) = n® — oo pern — oo, quindi f & discontinua ir). Percio deve essere< 0. Allora
z7% f(z) — 1 & nullasu{1/n} e quindi (prolungamento analiticg) z) = z* purché questa sia olomorfa vicifo
z® ha discontinuita**>™* suR~, percib occorre 27 = k 27i, k € Z, cioéa € Z. 14 Poniamqy(z) = f(z)—wo
e siaR il raggio di D. D O f(A) significalg| < Rin A. w € f(A) N dD vuol direw = f(a) = g(a) + wo con
a € Aelg(a)] = R. Da questo, per il principio del massimo, segue 94, quindiw € f(9A).



CHAPTER 9

Serie bilatere, Singolarita

1. Lo sviluppo di Laurent

Abbiamo visto come il Teorema di Cauchy Hadamard a pag 9lifaenle funzioni olo-
morfe in un discaD di centroz, con le serie di potenze centratezine convergenti irD.

La stessa cosa vogliamo fare adesso identificando le funaiemorfe in una corond =
{r < |z — 2| < R} = Dg\D, con le serie del tipo

a_9 a_q

... — — )2 ...
+ (Z — 20)2 + (z — Zo)l +g0 + &1(2 ZO) —|:ra2(Z Zo) -+ )
~~ X+

che scriviamo nellaform@_ > _ a,(z — z)" dette seridilatereo di Laurent

Y1 si chiama parteegolaredi 3 perché rappresenta una funzione olomorfa vicine >~
partesingolareperché non converge ip. Anche si dicono, impropriamente, parte positiva e
negativa.
Si intende ch& & convergente se convergono separatamgnte Y.

Con Dg, indichiamo al solito il discq |z — zy| < R} e conl'g la sua frontiera.

Lo schema della situazione & questo:
(i) Sia data>. Allora

YT convergedentroil disco apertaDr,
>~ convergeguori del disco chiusd,,

doveR edr sono dati da
1 T, 1
(108) R = T r = hmn_,oo\a_n|n .
lim,, oo |an |7
Ser < R allora, ovviamente. converge nella corona
L = {’f’< ‘Z_Z(]‘ <R} = DR\ET.

r ed R si chiamano rispettivamentaggio di convergenza interno ed estertio™.
105
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(i) Sia assegnatainvegec O(L). Supponiamo per ora cheé continua nella chiusura. La
formula di Cauchy da

10 = o [ - - [ M

21 Jr, C— 2 2mi Jp, (— 2
) )
Ebbene, dimostreremo che si ha
fr=3%

{ _f_ = 2_7
dove i coefficienti d> = ¥ + ¥~ sono individuati dgf tramite la
(109) = / f(¢ =L, Vn € Z.

2ri

E la stessa espressione dei coefficienti di (102) a pag 9% &fsso pud assumere valori
negativi. Prima no.

Gran parte di tutto cid6 e gia stato dimostrato. Riassumia& completiamo ora questa
guestione con un enunciato preciso.

TEOREMA 1.1. (i) Data, ser < R allora ¥ converge uniformemente sui compatti a una
funzione olomorfa irl..
(i) Viceversa, datg olomorfainL, si ha

(110) flz) = Zan(z —20)", Vz e L,

e i coefficientin,, sono dati dalla(109), e non dipendono da € (r, R).

(iii) Seinoltref & anche continua nella chiusuig allorasihaf* = XtinDpe—f~ =
in C\D,.

Dimostrazione. (i) La convergenza dE* in Dy, risulta dal Teorema di Cauchy Hadamard.
Quanto &, sostituendovl = 1/(z — %) essa diventd_ - a_,Z" che, sempre per Cauchy
Hadamard, converge péZ| < 1/lim, _..|a_,|'/™ ad unag(Z) olomorfa. Ripristinando la
variabilez otteniamoX~ = g(z_lzo) che & olomorfairC\ D,. Rimandiamo per ora (ii).

(iii) f~ e f* sono definite come gli integrali di Cauchy del Lemma 1.1 dip2agPrecisamente
f* corrisponde " perp = Re f~ ag perp = r. Usando il lemma abbiamo allora per

z€L o o
z) = Zan(z —2z9) + an(z — 20)"

con

=g | SO b= [ RO @ ac
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Osserviamo che entrambi gli integrandi sono olomorfLie quindi le integrazioni possono
essere spostate §iy conr < p < R.

Introducendo ora indici negativi col porte,, = b, (n = 1,2, ...), otteniamo precisamente la
(110) con i coefficienti (109) come desideravamo.

(i) E ora immediato. Fissato € L, restringiamoL ma in modo che continui a contenere
scegliamo cioe”’ e R’ tali che siar < ' < |z — 2| < R’ < R e applichiamo (iii) nella
corrispondente coron&. Questo e possibile perchfée continua inL'. Otteniamo cosi nuova-
mente la (110) con i coefficienti (109). U

Esercizio Dimostrare che s¢ e olomorfa inL allora si haf~(co) = 0.

2. Classificazione delle singolaré

Se una funziong é olomorfa in un intornd. = {|z — z| < ¢} di zo ma non inz, stesso
allora si dice che, & unasingolarita isolata perf.

Ad esempio le funzionl /= e e!/# hanno una sigolarita isolata in= 0.

Per ognir, 0 < r < ¢, f @ olomorfa nella corona < |z — zy| < € e otteniamo perci6 dalla
(110) a pagina 106
(111) f2) = > an(z—z)"
e lea,, sono date dalla (109) cdn< p < e.

La serie (111) si chiamsviluppo bilatero o di Laurendli f vicino z.
Ora, dal Teorema di Riemann 2.1 a pagina 96 seguefaien pud essere limitata vicing.
Abbiamo dunque soltanto due tipi di singolarita:

e Sef(zy) = o0, alloraz, si chiamgpolo o singolarit polare
e Selim._.., f(z) non esiste, allora, € dettosingolarita essenziale.

La proposizione che segue mostra, tra I'altro, cpeli sono precisamente quelle singolarita
isolate che hanno uno sviluppo di Laurent la cui parte sergoé tronca (ha solo un numero
finito di termini).

PROPOSIZIONEZ2.1. Siaz, una singolarit isolata dif.
Sono equivalenti i seguenti enunciati
e (i) zp e unpolo,
o (i) % e olomorfa vicinoz, nulla in zg,
e (iii) Im > 1tale che(z — z,)™ f(z) sia olomorfa vicinaz, non nulla inz,
e (iv) 3m > 1 tale che siabbiaf(z) = > 2 a,(z — 2)", in un intorno diz, e
a_pm # 0.
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Dimostrazione. (i)=-(ii). Da lim,_.,, f(z) = oo segue|f| > ¢ > 01in Ds\{z} per
0<okl.

In particolaref # 0in Ds\{z} e dunqué /f & iviolomorfa e limitatall/f| < 1/c). 1/f &
allora olomorfa inD; per il Teorema di Riemann 2.1 a pagina 96. Si}l(]ag) = lim,_.,, ﬁ =
0.

(i) =(iii). La (103) di pag 95 applicata@da;(z) = (2 — 20)™u(2) vicino zo, conm > 1
eu(zy) # 0. (z — 20)™ f(2) = 1/u(z) ha dunque le proprieta richieste.

(i) =(v). Siad_ > _ an(z — z)" la serie di Laurent df vicino z.

Siha
—m—1 0o
(z—20)"f(2) = Z an(z — 20)"™™ + Z an(z — 20)"™™
dove si e seperato le parti singolare e regolare della somma

Poiché(z — z,)™ f(z) & olomorfa, la parte singolare deve annullarsi identicateePercio
U_pp1 = a_,m_o = -+ = 0 € la serie dif € dunque tronca a sinistra. Ponendo poi a primo
membroz = z, questo non deve, per ipotesi, annullarsi mentre il seconelmlno da proprio
a_n,. Dunquea_,, # 0.

(iv)=-(i). Vicino z, si ha

flz) = o Zan_m(z—zo)".

(z — zo)™

Poiché la serie & continua iy dove valen_,,, # 0 em > 1 otteniamof (z) = oo. O

Consideriamo ora una funziorfeche sia olomorfa irA con I'eccezione d’un insieme di
singolarita isolate. SiQ@ cc A un un aperto la cui frontiera@! a tratti e non contiene nessun
punto dix.

(2N X e necessariamente un’insieme finfta, - - - z, }.

Se non vi fossero singolarita in, si avrebbef,, fdz = 0.

La responsabilita della consistenza dell'integrale eciie da attribuirsi al comportamento
di f nelle vicinanze dei puntiy, - - - z,. Del resto, in accordo con l'esercizio 2.2 di pag 66,
I'integrale deve dipendere esclusivamente dai valofi dicino alle singolarita contenute in.

Il teorema che segue precisa in che modo questo fenomenenavvi

DEFINIZIONE 2.1. llresiduodi f nella singolaritz, € il coefficiente diﬁ nello sviluppo
di Laurent dif in z,.

Dunque sd” = 0A e un contorno che gira attorno alla sola singolatitécioe A N Y =
{z+}) e non vi sono singolarita dusi ha
def 1

Resz*f = a1 = % aAf(Z)dZ.
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Difatti esistep > 0 tale cheD(z,,p) C A ela (109) dau_; = 5 faD(z* ) [(2)dz e dalla
formula di Green (58) applicataa\ D(z., p) sihaf,, = faD(z* o)
Si noti che Res,,f non dipende dalla scelta dellintornoA purché
ANY ={z}.
Useremo talvolta la notaziori®es 2, in luogo diRes., f.

TEOREMA 2.1. (Teorema dei ResiduiNelle condizioni sopra precisate si ha

(112) L[ e = iReszk f.
oQ k=1

271

DimostrazioneSi scelgano intorni\, di ciascunz;, a due a due disgiunti come in figura.
f eolomorfain®’ = Q\ Up_, Ay, che ha frontier@(Y = 0Q — 37| 0A,.
PerGreensih& = [, fdz = [y, fdz =37, [5a, fdz.

Per la definizione di residuo, la som& & pari &7i Y ,_, Res,, f. Questo dimostrala (112).
O

| residui sono spesso facili da calcolare.
Nel caso di un polo di moltelicita: si ha

ﬁ g™V (z), cong(z) = (z — 20)™f(2).

(113) Res., f —
Difatti &
g(Z) =0_pm + a—m—i—l(z - ZO) B R a_1(2 — Zo)m_l + ao(z — Zo)m + ...,

derivandon — 1 volte e ponendo poi = z, si ha la (113).
Se il polo € semplice otteniamo

(114) Res.,f = lim[(z — 2) /()]

z—20
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Sep e ¢ sono polinomi primi tra loro e, € uno zero semplice @i otteniamo infine

(115) Res, 2 = L (20)
q q'(20)

Esercizio2.1 Siaa un polo semplice df e+, I'arco {a + re??, 0 < § < a}. Dimostrare
che si ha

lirré fdz = iaRes,f.
T Yr

(Scriveref(z) = g(z)/(z — a) cong(a) # 0 e passare a coordinate polari).

Si noti che il teorema dei residui include ovviamente la folandi Green (quando non vi
sono singolarita) ma anche quella di Cauchy. Infattfse O(2) N C°(Q)), ponenday(z) =
f(z)/(z —a), cona € Q, sihaf(a) = Res,g.

Esercizio2.2. Sia A un aperto limitato contenentecon frontieraC'! a tratti. f e g olomorfe
in A, continue sulla chiusura. Supponiamo gh®on si annulli sSWWA ed abbiau, - - - , a,, tutti
# 0, come unici zeri inA e che siano semplici. SIE0) = ¢(0), f(ax) = ¢'(ax). Calcolare
1

(2) ;.

2mi Joa 29(2)

interminidiay, --- ,a,.
Con i residui. Viend + >~ _, .

3. Calcolo di integrali col metodo dei residui

3.1. Funzionirazionali e oscillanti smorzate.UNO
Niente di pit palloso che integrare funzioni razionali.nGeesidui invece & una pacchia.

Per esempio
>~ 1
I = / sdr=m
o L+
si pud calcolare cosi.

Sia f(x) I'integrando. Integriamg(z)dz sul bordo del semidiscs, = {|z| < r, y > 0}. Sia
C. il semicerchiof|z| = r, y > 0}. Ser > 1, S, contiene il poloi di f dove questa ha residuo
= Verificare. Il Teorema dei residui da

/_Zf(x)dva/&f(Z)dZ:27riResZ-f:7T_

Ma | fc,. | < 7r == — 0 perr — oo e passando al limite abbiamo fatto.

1]
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Esercizio Dimostrare questo fatto. Sia= ff"oo R(z)dz, doveR = p/q e i polinomip e q
non hanno zeri comuni e soddisfano le relazignidoq > gradop + 2 e g(x) # 0, perché

altrimenti / non esiste. Si ha
1 =2mi E ResR,
+

dove) . indica che la somma & estesa ai soli poli con parte immagipasitiva. Si procede
come nell’esercizio precedente.
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DUE
SeR = p/q & come sopra mgrado g = gradop + 1, gli integrali

]1:/ R(z) cos x dz, 12:/ R(z)sinx dx

non esistono (dimostrare). Per dimostrare che i due infeggestono in senso improprio e
calcolarli si applica il metodo precedentg &) = R(z)e™*. Perd per provarg/,, | — 0 si usa
il Lemma di Jordan 10 pag 72. Si ottiefe+- i/, = 2mi ), Resf che da gli integrali richiesti.

Esercizi Calcolare

T rsing T T g ocosx T
dr = —, ——dr = — 1 —3sinl).
/_OO 21107 /_OO 220410 363(COS sinl)

TRE
Gliintegrali I; e I; in DUE convergono anche g ha poli semplici sSiR purché siano in punti
dove si annullaos = 0 sin = rispettivamente in modo che l'integrando resti continudora si
isolano questi poli con semidischetti di raggie poi si manda a0 usando I'Esercizio 2.1 a
pag 110.

Per esempio per calcolare I'integrale improprio

T ginx
de =T,
e X

si ponef(z) = e**/z e si integraf(z)dz sul bordo della semicorong < |z| < r,y > 0}.
Come prescrive I'esercizio citato, quando— 0, il semicerchietto interno da un contributo
pari a—miResqf = m. Per il semicerchio superiore si applica Jordan come seli@zio
precedente. E qui & finito perché non ci sono altre singalar

Esercizi Calcolare

T sing 1t cosx — cos 2z
/_OO mdl’zﬂ'(l—l/e), /_ le’:ﬂ'

QUATTRO
Sia R razionale in due variabili, continua quando queste variane 1, 1]. Con la sostituzione
w = e”* si ha
+o00 _
/ R(cosz,sinx) dx = / R(w) dw
—0o0 |w|=1

dove R & un'altra funzione razionale e il secondo integrale si@al con i residui. Ecco un

esempio
i 1 2
1:/ LN a>1.
. 0+sinT a?—1
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Si ha

1 d 1
1 :/ _ _w =2 / , dw.
et @ + Y =1 W? + 2iaw — 1

L'ultimo integrando ha due poli semplici-i(a + v/a? — 1) ma solo—i(a — va? — 1) & nel
discojw| < 1 eliil residuo &;—~—. Dunquel = 2 - 27i —L—.
Esercizi Calcolare

/7r 1 d T /7r 1 g 27

——ar = < — ar = —.
_. Db+ 3cosx 2’ . 2+sinx V3
3.2. Funzioni die® e simili. CINQUE

Come gia detto, la formula di Green &, a modo suo, un casclare del Teorema dei residui.
Adesso la usiamo per il calcolo degli integrali di Fresnet ginovengono dallo studio della

diffrazione.
COSTx ™ = SIN X — — —.
0 0 2V 2

Postof(z) = ¢'**, si applica Green &(z)dz al settore{|z| < r, 0 < y < z}. Sia~, I'arco
{|]z] =r,0<y <z} Siha

T T
. 2 - .2 . 2
/e” dx:e“i/ e’ d:c—/e“' dz.
0 0 Yr

Volendo passare al limite si stimjg_ con la sostituzione = /w (radice principale)w varia
nel semipiano superiore e si ha

s eiw
e dz = / dw,
/Y'r‘ F,.2 2\/E

conT,: = {|lw] = r? Sw > 0} e questo va a zero per Jordan. Ora, non tutti sanno che
[ e dx = /x /2%, manoi si.
Perr — oo otteniamo gli integrali di questo Fresnel.

SEI
Simile e la situazione in cui si esprima l'integrale incdgrmediante uno noto integrando su
due rette anziché su due semirette.

Esercizi
1 Dimostrare

too 2 +oo 2 b2
/ glbr—= :/ e " cos(br) = V/me T.

oo o0

1(fRe_12d:v)2 = fRe_””2dx . fRe_y2dy = Je eV dady = 0% 0+°Oe_”2pdpd6‘ =

. 2 2
o JiF e 4.

o = —77[67”2]80 =.
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(La prima eguaglianza segue dal fatto che la parte immagiml primo integrando € una
funzione dispari.) Consiglio: Usare la striséial y < b/2.
2 Con lo stesso sistema dimostrare per a < 1

+oo eax T
dr = — )
oo L He€* sina

Usare il rettangold |z| < r, 0 <y < 27} badando al fatto che i due integrali sui tratti verticali
vanno a zero per ragioni diverse.
+00
1
dr =m.
/_OO cosh x

3 Dimostrare
Zjlfz sul bordo del rettangolo di prima. Per— oo i tratti verticali non con-

CO;

Qui si integra
tribuiscono.

SETTE
Esercizio Ispirandosi all'esercizio precedente si provi chéserazionale, senza poli sull’asse
reale, e s&?(0) = R(+oc0) = 0, allora

/ " R(e) di = -3 Res .

o0

dovef(z) = zR(e?) Y indica la somma estesa ai soli poli contenut{in< y < 27}. Nelle
stesse ipotesi si possono calcolare per ricorrenza

+00
/ z™ R(e”) dx, m=0,1,2....

o0

400 T 7T2 400 1’2 71.2
- de = — ———dr = —
oo Sinhzx 2 o Sinh“z 3

oo 1 4
/_OO (x2+ﬂ2)coshxdx B ;_1'

3.3. Il metodo della fessura.oTTO
Calcoliamo

Esercizio Calcolare

/+OO 1 T
dr = —
o (224 1)(z+1) 4

Si usa la discontinuita diri che hdog = = log |z| +i arg z quando si attraverd&™ scendendo,
con0 < arg z < 2. Scriviamolog(z — i0) — log x = 27i, perz > 0.
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Sia f(z) l'integrando ey(z) = f(z)log z. Siintegrag(z)dz sulla frontiera del discg|z| < r}
con una fessura come in figura. $tala fessura. Si ha

/Tg(z)dz:/rog(x—iO)dx—i-/Org(x)dm.

Dag(z —i0) — g(x) = 2mi f(z), perr > 1 segue

—2mi /r f(z)dx +/ g(z)dz = 2mi ZResg,
0

T

conC, = {|z| = r}. Poichg| [, | < C/r, passando al limite si ottiene l'integrale.

Esercizio
Calcolare
Xr = 10g ——.
. @+t 2)@+3) /3
NOVE

SuR™ log? z ha discontinuita-4mi log = + 472, verificare. Servirsene come sopra per provare

S ©
/ 8T gr—0 | / 98T g =T log2
0 0

(x4 1)2 2?2 + 2z 4 2 4
> logx T
dr = — log3.
/0 249 6 o

DIECI
SuR™ la funzionez¢ = e°!°¢= ha discontinuita pari &°2™ — 1) z¢. Servirsene per provare che

per0 < c< 1siha
< xc cm
———dxr = .
/0 (1+2)? "7 sinen

UNDICI
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Usando la determinazione della radice che e discontinl@'se la conseguente discontinuita
di /(z — 1)(2 — z) sul segmentdl, 2) (vedi Esercizio 19 pag 73), si dimostri che si ha

/2 \/(x—l)(Q—x) dp — T
1 3 16v/2

3.4. Impiego dei residui per sommare certe seriell Teorema dei residui permette lo
studio di serie talvolta difficili da trattare diversameatei particolare interesse specie in Teoria
dei Numeri. Lo mostra per esempio la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE3.1. Sia f olomorfa inC all'infuori di un insieme finitolI di singolarita
non intere, ci@ TN Z = 0, e si abbia f(2)| < C/(1 + |z]*). Allora si ha

+00
> f(n)=-m> cotm Res,f.

a€cll

Dimostrazione La serie converge perché|é(n)| < C/n? pern # 0. Poniamog(z) =
f(z) cotmz, cosicch&Res,g = f(n)/m. Verificare. PetN edr grandi, il rettangola?(V, r)
{|z| < N + 3, |y| < r} contiene tutte le singolarita ¢i. Dal Teorema dei residui si ha

def 1
Iy = / g(z)dz =2mi | — fln) + cotma Res, f
YE L e ) rDDMORDY

[n|<N a€ll

In particolare l'integrale non dipende daer N, r > 1.

Resta da provaréy — 0 perN — oo.
Sui tratti orizzontali dOR(N, r) si ha| cot mz| < coth7r < C per > 1, nonchg f| < C/r?.
Perci6 questi non contribuiscono al limite. Poste = 7(N + 1), dall'identitacot(+zy +
iry) = Ftanh 7y che il lettore & gentilmente pregato di verificare, si ha

+oo
]N:—/ [f(zn +1iy) + f(—xn + 1y)] tanhy dy + O.

[e.e]

O indica una quantita che va a zero quando— oo. Poiché|[ - ]| < 2C/(1 + 4?) che &
integrabile, per Lebesgue si pud passare al limite soittetjrale. Poiché & anche- || <
2C'/(1 + x3;) che va a zero peN — oo, Iy — 0 come volevamo. O
DODICI
Esercizi

1 Dimostrare che per # 0 si ha
“+oo
1
E ——F = z coth m.
n>+a? a



INTEGRALI CON | RESIDUI 117

Ricavarne

i’i 1 _Ta cothm — 1

n2 + a2 2a2

2

1 1 H © 1 _m
Usandocoth z = - 4 32 + ... ricavare) [* -3 = 7.

2 Dimostrare che per ¢ Z si ha

TREDICI

Quello che si e fatto per le funzioni razionali DUE e TRE vale in realta, con le stesse di-
mostrazioni, per qualunque funzione olomorfa che abbiaaimportamento analogo a quelle.
Mostriamolo pemDuUE.

Sia f olomorfa in un in un intorno del semipiano> 0 con eccezione di un insieme discreto

di singolarita nessuna delle quali sia sull'asse realan&t, - - , z, quelle nel semipiano
superiore, ordinate in modo che $ia| < |z,41].
Si abbia
lim |zf(2)] = 0.
=0
Allora si ha
+oo

fz)dx = 2mi Z Res,, f.
o0 n=1

DimostrazioneSi integrafdz sulla frontiera|—r, r| — I', del semidiscq|z| < r, y > 0}
(T, € un semicerchio) evitando perf valori |z,|.
Per le ipotesi fattgfrr fdz — 0 perr — oco. (Verificare). Dunque

/ fdz = 2mi Z Res., f + O,

|2k | <r
conO — 0 perR — oco. Si passa al limite per — oo. O
Se ad esempio g(x) = m cona # 0, b, c reali eb? — 4ac < 0, applicando la (115)
perz, = =bEflecls otteniamof Y E— = oI
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4. Trasformata di Laplace

Di frequente uso nelle applicazioni, specie in elettroni@d rasformata di Laplace perme-
tte uno studio rapido di equazioni differenziali lineardorarie o a derivate parziali (del tipo
dell’equazione del calore) con dati iniziali. Daremo apg@m cenno su questo metodo. Per
saperne di pit rimandiamo a qualche manuale di elettronica

A farsi trasformare sono funziorfi : R — R, nulle in (—o0,0), che abbiano al pit un
numero finito di discontinuita in ogni segmento, e soddisfdi una disuguaglianza del tipo

(116) |f()] < Coe™,

cona € R.
L’estremo inferiore dellev per cui vale (116) si chiamiadicedi f. Lo spazio vettoriale delle
f che hanno indice si indica conF,,.

Si verifichi che, sef € F, e p & un polinomio, alloraf € F,, che sef & nullain(—oc,0)
e la derivatan-sima e inf*,, alloraf € F,, si faccia anche un esempio flic F, che non
soddisfa (116) con al posto dia.

Definizione:
La Trasformata di Laplacali f € F, e la seguente funzione della variabile complessa
z=x+1y

(117) flz) = / ft)ye " dt.
0
PROPOSIZIONE4.1. Per ognia > a, l'integrale (117) converge assolutamente e uni-
formemente rispetto anel semipiano destro > « dove soddisfa

Ca

)
r—«

(118) 1f(2)] <

per qualunquer > «; & derivabile sotto il segno £ & olomorfa nel semipiane > a.

Dimostrazione. Perx > « la disuguaglianza (116) comporta che l'integrando in (14.7)
maggiorato in modulo d&',e~(*~**, Ne segue l'integrabilita e la (118). Fissamo graon

a < < a.Ser > a,l'integrando e la sua derivata rispette 8ono maggiorati rispettivamente
da Cze~ @0t e t Cge~(@=P)! che sono integrabili if0, o) e indipendenti da.. Si applica
dungue il Teorema della convergenza dominata. Derivantio ggegno rispetto a si ottiene
I'olomorfia di f. O

Pub benissimo accadere cfiesi estenda olomorfa a un aperto pili grande di a« come
vedremo gia nel prossimo esempio.

Esempi. 1) Lafunzione di Heavysidé& e definita nullain—oo, 0), e uguale d nel resto di
R, dunquel € F,. Siamo perci6 nel semipiano> 0 e si hat (z) = [“e *dt = 1, che e
olomorfa inC\{0}.
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Per semplificare la notazionegempre intenderemo che alla funzione al disotto della téda
imposto il valore0 sulla semiretta(—oo, 0). Ad esempiccost indica la trasformata di quella
funzione che e ugualeast pert > 0 e a0 pert < 0.

2) Calcoliamo la trasformata della funziortét) = ¢*, pert > 0, = 0, pert < 0. Poiché
t" € Fy, dobbiamo lavorare nel semipiama> 0. Integrando per parti la (117) cah al posto

di f(t), poichéz > 0 abbiama™ = 2 ¢t»=1, Ma la funzione di Heavyside corrisponde a= 0.
Dunque si ha

n!
o+l :
La Trasformata di Laplace deve la sua popolarita al garbatoportamento che ha rispetto
all'operazione di derivazione, la quale viene tramutatdanmoltiplicazione per la variabile
indipendente, dando cosi lillusione di ricondurre aedétquazioni differenziali ad equazioni
algebriche inoffensive. Difatti valgono le formule

(119) fr(z) = —f(0) + 2f(2),

(120) f'(z) = =tf(t)(2).

Pil precisamente si ha

tn =

PROPOSIZIONE4.2. Sef’ € F, e f énullain(—o0,0), allora vale la(119). Viceversa, se
f € F,, allora la derivata complessa della sua trasformatéa trasformata di — —t f(¢).

Dimostrazione. Sia f’ € F,. Abbiamo gia visto che si h# € F,. Restiamo dunque nel
semipianoz > a. Integrando per parti abbiamp (z) = I fe#tdt = [f(t)e "] +
2 [ f(t)e *tdt = —f(0) + 2f(z), ciog la (119). Invece la (120) si ottiene derivando dirett
mente la (117) sotto il segno. O

Naturalmente le (119) e (120), se iterate, danno

(121) 00 (2) = 2" f(2) = f(0) 27 = [1(0)2" 72 = fUD(0) 2 — f N (0),
(122) Foz) = (=1t () (2),
Il lettore pub ricavare di nuovo l& = Z,% per ricorrenza daf (z) = % e dalla (119).

Esercizi
1. SiaZ € Cfissato. Si dimostri che si ha

eZt(z):Z_lz, r > X.
2. Metodo del ritardo. Sianof € F, eT > 0 dati. Si consideri la funziongr(t) =
f(t — T) dettafunzione ritardata Il grafico di fr si ottiene spostando a destra quellofdili
una lunghezza pari‘&. In particolare &fr(t) = 0, pert < 7. Si provi che si ha

Jr(z) = e f(2).
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3. Funzioni periodiche.Sia f nulla in (—oo, 0), continua a tratti e periodica di perioddo> 0
in [0, +00), fY sia la funzione uguale aflin [0, T'), nulla fuori di[0, T'). Provare che ¢ € F,
e che si ha

)= E

(Usare larelaziong + f° = f dovuta alla periodicita).

4. Si calcoli la trasformata df(¢) = sinwt pert > 0, = 0, pert < 0.
(Si puo usare I'esercizio 1, oppure osservare ch¢"da: —w?f, f(0) =0, f(0) = w segue
—w + 2°f(2) = —w?f(2)). Stessa cosa per il coseno. Le due trasformate sgihe e =

et
5. Si calcoli la trasformata della funziogeuguale ain wt in [0, 7/w], nulla altrimenti.
(Si pub usare il Teorema del ritardo osservando ch¢ eska funzione dell’esercizio precedente,
sihag = f + fr). Vieneg(z) = 22 (1 + e”u),
Applichiamo ora la Trasformata alla soluzione di qualchabpema differenziale.

Un problema differenziale del tipo, /™ + ... a1 f' + aof = g, f(0) = --- = f(""D(0) =
0 v!gne ricondotto mediante !e (121.) e (122) a risolvére= g/p conp(z) = E;;O a2,
verificare. Per questo serve di sapetitrasformare

C’e da trovare insomma Ia che abbia per trasformata una funzianassegnata, olomorfa
in un semipiano destro e soddisfacente una condizionepte(1il8).

Ci limiteremo ad un caso molto semplice.

TEOREMA 4.1. Siau una funzione olomorfa ifi|z| > R}, nulla all'infinito. Cioé del tipo

[e.e]

Cn
U(Z) = n?
n=1 c
conlim|c,|'™ < R (vedi (i) pag 105)
u € la trasformata di Laplace di
= G0
(123) fey=>" (n_l)!t L

n=1

f € larestrizione & di una funzione intera, ed ha indice R.
Dimostrazione La funzioneY""_, aom ¢ ¢ € C, eintera perchéim|c,|'" < R e
lim((n — 1)!)¥/™ = co. f ne & larestrizione per=t € R*.

Mostriamo ora che per ogni > R esiste un polinomig,(¢) tale che I'N-sima somma
parzialefy della serie che definiscg e quindif stessa, soddisfi la diseguaglianza

()] < [pr(0)] + e
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Difatti, per le proprieta delim, esister dipendente da tale che si abbiéc,| < r" pern > v.
Suddividiamo la somma che definisfg cosi: 31 = 3°7 + "0, |. La prima somma & il poli-

n

nomiop, mentre la seconda & maggiorata in modul@ g , et < T (nrf"l),|t|"‘1 =
re"l!l. Questo prova la diseguaglianza.
Poiché|p,(t)| + ¢!l ha indicer (verificare) ed- > R & arbitrario,f ha indice< R.
Resta da provare = /.
Abbiamo visto che, pen > 1 siha- = [*¢"~1c~*4t e dunque

z

N c o N c
e Lt et
> a=)

E sufficiente provare che, perfissato conz > R, si puo effettuaréimy_... sotto I'integrale
perché la parentesi tondgfg, e quindi tende ad, e il primo membro tende a(z).

Fissiama- conz > r > R. Dalla diseguaglianza che abbiamo dimostrato segue cttedliando
& maggiorato in modulo d@,(t)|e~** + e~(*=")* che & inL' perchér e xz — r sono positivi, e
non dipende d& . Per il Teorema della convergenza dominata lo scambilriva . . ef0°° si
pud dunque effettuare.

EsempioCerchiamof € F, tale che sigf(z) = u(z) = S
Integrando indz la relazioneu(z) 2" = c;2" 1 + - + ¢ 12+ + “tl 4 ...sihac,y =
¥ Residui(uz") = 2 + (—1)". Da (123) segue alloré(t) = > ° “(n;,l)n t" = 2e' + e7t, come
si puo verificare anche osservando chd = 2 + - ed applicando I'esercizio 1.

Ma in queste situazioni conviene servirsi del fatto segeient

Osservaziond.l Seu € olomorfa inC tranne un numero finito di singolaéita; e se si ha
u(oo) = 0, allora vale la semplice formula

f(t) =%, Res, (ue”), ¢>0.

Difatti, sceltoR in modo che tutte le; siano inDpg, per le proprieta sopra viste di queste

serie, si ha; Res, (ue®) = 55 [, _ju(z)edz=

—n tz Cn n— z _ et i
a7 Sons1 On Jlump 2 €Az = 3,00 g2 DN (€%)m0 = 2,00 By = f(#), per ogni
t > 0. Quest'ultima deriva dalla (123).

Esercizi.
1. Dimostrare che nelle ipotesi dell'osservazione prestsi haf € F,, cona = sup(Ra;).
2. Trovare la funziong € F, che ha per trasformagq\z_l)l(m e calcolare anche. (f(t) =

—1 4 Let + Leos2t — Lsin2t pert >0, = 0 pert <0,a = 1).

3. Trovare la funziong € F, che ha per trasformat@Q}rT. (3tcost — 3sint, a = 0).

4. Risolvere I'equazione differenziaé(¢) + f(¢) = e~* con la condizione inizialg' (0) = 0,
usando la trasformata di Laplace.
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dondef(z) =

Soluzione: Passsando alle trasformate sihg(z) + f(z) = -1, v e

Dunquef(t) = Re&lﬁ = (ag—f)zz_l =te ! pert > 0,=0pert < 0.
5. Risolvere I'equazione differenzial@’(t) + f'(¢t) = t con la condizione inizialg (0) = 0,
f'(0) = —1, f"(0) = 0 usando la trasformata di Laplace. )

Soluzione: Passsando alle trasformate si Hgf(z) + z + zf(z) = &. Perciof(t) =

YRege” ZQZH)] =14 — 1+ cost —sint.
6. Rlsolvere le seguenti equazioni differenziali con i ditziali indicati

f"+2f =3f=e7t f(0)=0, f(0) =1. Sol.(3e! —e™3 —2e7)/8.

"+ f" =sint, f(0 ) f'(0) =1, f"(0) = 0. So|.2t+( '+ cost —sint)/2.

"+ f =t f(1) = f(1) = 1. (Porreg(t) = f(t + 1), trovareg e poi sostituire). Sol.

1+ (t—1)2/2.

5. Funzioni meromorfe, Principio dell’'argomento

Una funzione olomorfd in un apertad C C, con I'eccezione di un insieme discreto di poli
si chiamafunzione meromorfa

Ad esempio, poiché gli zeri di una funzione olomokfgs 0 formano un insieme discreto,
se ancheg e olomorfa inA, allorag/h & una funzione meromorfa ia.

Anzi, si pud dinostrare che ogni funzione meromorfa in uertpe di questo tipo.

Sef & meromorfa allora tale &€ anchgf (dimostrare). L'insieme delle funzioni meromorfe
e uncorpo (o campg mentreO(A) & solo un anello. Si dimostri che ancfiee meromorfa ed
ha gli stessi poli dif.

Si pu6 attribuire ad il valore oo nei poli. Allora f(a) = oo significa chez € un polo dif.

Poli e zeri di una funzione meromorfa possono essere infiaitthé possono accumularsi
all'co o0 alla frontiera diA.

Ad esempial / sin z € meromorfa ifC ma ha infiniti poli.sin z /2" ha infiniti zeri e un solo polo
in 0 d'ordinen — 1, sen > 1. Sen = 1 € olomorfa. (Dimostrare).

Per quanto si & detto anclfé f & meromorfa e visto che in un aperto dot/éa un logar-
itmo, la derivata di questo £/ f, & ragionevole che questa funzione si chiderivata logarit-
micadi f.

La seguente proposizione mostra come lo studi@f df dia informazioni sulle singolarita
di f.

PrROPOSIZIONES.1. Sia f € meromorfa. (i) | poli di f’/f sono tutti semplici e il loro
insieme coincide con quello dei poli e degli zerifdi
(i) Sea € uno zero d’ordinen per f, allora f'/ f ha un polo ina con residuan,

(iii) Sea € un polo d’ordinen per f, allora f’/ f ha un polo ina con residuo—m.

Dimostrazione.Useremo costantemente la Proposizione 2.1 a pag. 107 edadfzimne 2.1 a
pag.95.

Ogni polo dif’/f € o uno zero o un polo di perché dovef # 0 e f & olomorfa, anche
f'/f e olomorfa.
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Useremo lidentita2? = £ + I per semplicita supponiamo= 0. Nel caso (ii) si ha
f = z™uconu(0) # 0. Dunquef’'/f = m/z + «'/u. u'/u € olomorfa perch&(0) # 0 e
dunquef’/f ha un polo semplice ifi con residuan. Perfettamente analogo € il caso (iii) ma
con—m al posto dim. O

Poli, zeri e derivata logaritmica sono legati dalla relaei@che ora stabiliamo.

Sia f meromorfa inA, la frontiera di2 cc A siaC* a tratti e non contenga né zeri né poli di
f.

Gli zeri di f in Q2 sianoay, .. ., a, di molteplicita rispettiven,,...m, e i poli in €2 siano
inveceb,, ..., b,, di molteplicita rispettivey, , . . . 41, cosicché, tenendo conto delle molteplicita,
gli zeri sono in numero dV = 7", m; e i poliin numero diP = 7, _, ju,.

TEOREMAS5.1. (Principio del’Argomento.pi ha

aze RNV
21 Joq

N — P

Dimostrazione.Dalla proposizione precedente abbiame = Resajf7', —pp = Resbh’%. Ap-
plicando il Teorema dei residuié/ f abbiamo allora

1 df < u
— — = m; — pn =N — P.
21 80 f ; J ;

0

Nel caso in cui la frontiera di2 consti di un solo contornd', il significato geometrico
d questo teorema € chiarito dal concetto di indice d’avivaégto (60) pag.68:N — P e il
numero di giri (con segno) che compféz) attorno a) mentrez percorre una volt&' in verso
positivo.
Per esempio nel caso in cfiisia olomorfa (dunqué = 0) in un apertd? limitato da un solo
contornol’, continua fin su’. Se f non assume il valore sul" allora possiamo dire chié
numeroN (a) delle soluzioni dell’equazione

f(z) =aq, z €
e pari al numero di giri che compig(z) attorno ada quandoz fa un giro diT".
Cioe
1 af

M) = o oa [ —a

=ngr(a).

Lasciamo al lettore di dimostrare che nel teorema precedgrgi pud liberare dell’apertd.
Basta supporrg € O(Q) N C°(Q) e restringere poi di poc@ in modo da ricondursi al caso
gia dimostratoE un procedimento gia usato mille volte in questi appunti.
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Esercizio5.1 Una funzionex meromorfa inC che ha limite non nullo alBo (u(oc) # 0 e
#+ o0), ha lo stesso numero di zeri e di poli.
Consiglio. Peliz| > R, conR > 1, si halu(z) — u(o0)| < |u(c0)|/2. Dunqueul’r non pud
girare attorno all’origine. Del resto zeri e poli sono tatiiinterno di I 5.

Esercizios.2. Siaf meromorfain un aperto limitato, con frontiefa a tratti A, sia continua
fin sudA ed abbiam poli in A. Siaa un numero complesso che soddigia > supy, | f|-
Dimostrare che la funzione meromotfa- a ham zeri in A.



CHAPTER 10

Geometria delle funzioni olomorfe.

| risultati del paragrafo 5 che collegano la risolubiliiaida equaziong (z) = a a proprieta
topologiche dif, possono permettere di deformareflgpur mantenendo immutat¥(a), per
riportarsi ad un’equazione pil conveniente.
Per quanto visto, il numero delle soluzioni resta invariato
Di questo metodo topologico, dettecnica d’'omotopiae un esempio il prossimo teorema.
Un’Omotopia di funzioni olomorfe inl & una famiglia continug;, ¢ € [0, 1], di funzioni
fi € O(A). Dunque l'applicazionéz, t) — f;(z), daj0,1] x A aC, & supposta continua.
Supponiamo che per nesstire [0, 1] il punto « appartenga &;0¢2. Cosicché le curve
002 e f1092 sono omotope iM\{a}. Per l'invarianza omotopica dell'indice d’avvolgimento
stabilita con I'Osservazione 3.1 a pag 68 (ii), e per quargtmappunto in 5, possiamo dunque
enunciare il seguente

TEOREMA 0.2. (Teorema d’omotopial)aperto 2 cC A abbia frontieraC! a tratti. Sia
fi, t €0, 1], un’omotopia di funzioni olomorfe iA come sopra precisato.
Sea ¢ f,00,Vt € [0, 1], allora le due equazioni

fo(z) = a, fi(z) = a

hanno lo stesso numero di soluzioniin

Esercizio0.3. Siaw = f(z) olomorfainA, continuain4, e siaa(t) una curva continua nel
pianow che non incontr@A. Allora le equazionif(z) = a(0) e f(z) = a(1) hanno lo stesso
numero di soluzioni. (Applicare il teorema precedente & f — a(t)).

Mediante il Teorema d’omotopia si pud dimostrare di nué¥eorema fondamentale dell’Algebra
ottenendo anche immediatamente I'esistenzardidici per un polinomio di grada, senza far
ricorso al Teorema di Ruffini.

Si pub pensare a un polinomio del tipt:) = 2" + ¢(z) doveq ha grado< n.

Poiché

)]
|z|—o0 ‘Z|n
si halq(z)| < |z|" per|z| > R, se si sceglig? > 1.
Applichiamo il Teorema d’omotopia nel disdor = {|z|] < R} ap(z) = 2" + tq(z),
osservando che, pet| = R, si hajp,(z)| > R" — |¢(z)| > s R" > 0.
Siha dunqué ¢ p,I'r, Vt € [0, 1]. Siamo percio nelle ipotesi del Teorema d’omotopia.

125

=0,
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Poichépy(z) = 2" = 0 han soluzioni, allora anchg, (z) = p(z) = 0 ne han. O

Un altro utile strumento fornito dal Teorema d’omotopid geiguente teorema.

TEOREMA 0.3. (Teorema di RouchéSianoA e 2 come nel teorema precedenteed h
siano olomorfe inA e si abbialg| > |h| suof. Allora g e g + h hanno lo stesso numero di zeri
in €.

Dimostrazione.f;(z) wf g(z) + th(z) non si annulla pet € 02 et € [0, 1] perchéf, =0 =
|g] = t[h] < [h].

Concludiamo che si ha ¢ f,0Q, Vt € [0,1]. Per il Teorema d’omotopigy = g e
fi = g + h hanno lo stesso numero di zeriin H

Esempio0.1 Le cinque radici del polinomip(z) = 2° + 15z + 1 hanno module< 2 ma
una sola di esse ha moduiol.

Difatti, per|z| = 2 si ha|15z + 1] < 31, |2|° = 32 perciop(z) = (2°) + (152 + 1) hain
|z| < 2 lo stesso numero di radici df e quindi tutte le radici dp hanno module< 2.

Una sola di esse ha moduto 1. Difatti, per|z| = 1 & [15z] = 15, |2° + 1] < 2 allora
p(z) = (152) + (2° + 1) ha, perjz| < 1, tante radici quante ne Haz, cioé una.

Osservazione. Al teorema di omotopia e a quello di Rouché si pud dare unaditazione
pil semplice e generale usando il fatto che per ogni compatt_ A, esiste un apert@ con
frontieraC" a tratti tale chex’ C Q) CC A, cioeé I'esercizio 1.1 a pag 61. Il Teorema d’omotopia
diventa:
SeA e limitato, le f; sono inO(A) N C°(A), f:(z) & continua pez,t) € A x [0,1] e f; non
si annulla in nessun punto @A per nessurt € [0, 1], allora fo(z) = a e fi(z) = a hanno lo
stesso numero di soluzioni i

Invece il Teorema di Rouché divent@eA & limitato,g edh sono inO(A) N C°(A) e si ha
lg| > |h| SUOA, allora g e g + h hanno lo stesso numero di zeri ih In entrambi i casi non
importa come e fatta la frontiera di.

Lasciamo al lettore di perfezionare i due teoremi in questdaon

Un’applicazione di un certo rilievo del Teorema di Rou@h@ prossimo Teorema. Con
esso si intende evidenziare che la collocazione e I'esaatdagli zeri di una funzione olomorfa
dipende con continuita dalla funzione stessa.

Questo non accade nel caso reale: per esempio le funZieni? + 1 /n tendono uniforme-
mente ar? + y* ma questa ha uno zero mentre quelle no.

Invece nel caso olomorfo questo non pu6 accadere a mena étezione limite non sia iden-
ticamente nulla come nel cagp = 1/n.

TEOREMA 0.4. (Hurwitz) Sia f,, una successione di funzioni olomorfe nello ape#to
convergente uniformemente sui compatfi @ O(A) non identicamente nulla. Sesi annulla
in un puntoa € A allora, per ognic > 0, f,, siannullain un punto diz — a| < ¢ pern > 1.
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Dimostrazionen € necessariamente uno zero isolatp.ddunquef(z) # 0 per0 < |z—a| < ¢,
cone > 0 abbastanza piccolo. Pertanto= min|._,—. | f| > 0. Ma f,, — f uniformemente
in {|z — a| = ¢}, quindimax,_,-. | f, — f| < m pern > 1. Applichiamo Rouché alle due
funzionifef — f,. In{|z—a| =c} &|f| >m > |f, — fledunquef, = f+ (f. — f) ed f
hanno lo stesso numero di zerijin— a| < «. O

Esercizio Sia A connesso €(A) > g, — ¢ uniformemente sui compatti. Se g sono
iniettive allora anche e iniettiva oppure costante. Usare Hurwitz.

Mediante il Teorema di Rouché si pud dare una descriziongpteta del comportamento
locale di una funzione olomorfa.

TEOREMA 0.5. Siaa un punto dell’apertad nel qualef € olomorfa ed ha moltepliétm.
Siab = f(a) la suaimmagine. | punti e b sono centri di dischD C Ae D’ C fA con queste
proprieta:

e (i) Ilvalore b none assunto dg in punti di D diversi daa.
e (ii) Ognivalorew € D’ diverso dab & assunto inD esattamente im: punti distinti,
con molteplicia 1.

DimostrazionePossiamo supporte= 0. Per la (103) a pagina 95 abbiamo

(125) f(z) = (z=a)" u(z),
conu € O(A),u(a) #0em > 1.
Dobbiamo scegliere opportunamente i raggi D e R di D'.

Poichéu e continua e gli zeri df’ sono isolati, possiamo scegliere> 0 tale che inD si
abbialu(z)| > |u(a)|/2 e f' # 0in D\{a}.

PoniamoR = 4@,

(i) segue immediatamente dalla (125) perché£ 0 in D.

Perz € 9D ew € D'\{0} siha|f(z)| > r”@ = R > | — w|. Applicando il Teorema di
Rouché af (z) e alla funzione costantew, concludiamo chg(z) — w e f(z) hanno lo stesso
numero di zeri inD e poichéf(z) ha solo uno zera-plo, f(z) — w ham zeri.

Questi ultimi sono semplici perchg # 0 in D\{a} e pertanto essi son in numerordi [

CoOROLLARIO 0.1. Le funzioni olomorfe mandano aperti in aperti.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema precedente. Infattbognf(a) € fA
e centro di un disc@®’ C fA. O

1. Esercizi

1 Dire quante soluzioni ha I'equazione
1

1
f(z):z3+3z+§+;:0
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in ciascuna delle corone < |z| < n + 1.

Soluzione g(z) = zf(z) non si annulla ir0, e in C\{0} &€ z # 0. Quindi f = 0 ha tante
soluzioni quante ne h@z) = z* 4+ 32> + 2 + 1 = 0. Per|z| = 2 dominaz*. Quindi le quattro
radici sono inz| < 2. Per|z| = 1 domina3z2. Dungue due delle quattro radici sondin < 1.

2 Dire quante soluzioni con parte reale positiva ha I'equai
p(z) =2"—22+5=0.

SoluzionePerR > 1 il semidiscoSr = {|z| < R, x > 0} contiene tutte le radici con parte
reale positiva. Si applica il principio del’argoment@@n questo semidisco, mandando [#oi
all'infinito. Il numero cercato € pari al numero di giri comfo daw = p(z) mentrez percorre
dSg. Lungo il segmento abbiamo = 5 — (7 + 2t) et va da+oo a —oco. La retta verticale
Rw = 5 € dunque percorsa in senso ascendente é fa pefigiro attorno a0. Lungo il
semicerchio & = R7e™ — 2Rei + 5, —7/2 < t < m/2. SeR > 1 questa & omotopa a
w = R7e'™ che fa7/2 giri. In conclusione le radici cercate sono in numera di + 7/2 = 4.

3 Dire quante soluzioni con parte reale positiva ha I'equaei
z=r—e”?, r>1

e dire quante di esse sono reali.

SoluzioneProcedendo come prima, si applica il Teoreme di RouchéemeidiscoSy = {|z| <

R, x > 0} alle due funzionk —r ee~*. SUJSg € |z—r| > r seR > 2r. Invece sul semicerchio
ele | = e e fes? < 1 < r, perchélf| < Z, e sul tratto verticalge ™| = ™% = 1 < r.
Dunquejz—r| > |e~*| sudSg. Le soluzioni cercate sono allora tante quante quelle-di = 0
cioé una. Chiamiamola. Poichéa — r + e % = a —r + e~ = 0, anchea & soluzione con
Ra > 0. Dovendocene essere una sola sitha a, cioea € R. C’eé dunque una sola soluzione
con parte reale positiva ed essa e reale.



CHAPTER 11

L'operatore di Laplace

1. Funzioni armoniche

1.1. Generalia. Sianou una funzione reale;! in un apertd) Cc R", A CC  un aperto
liscio, v il versore normale alla frontier@A in un suo punt@, uscente dal.

La derivata direzionale
u, = gradu - v

in p rappresenta la voglia di crescere cheadia) quandar esce dad passando per. La media
SudA di questa voglia &

1
——y /(gradu - v)do.

Armoniche sono quelle funzioni per le quali questaoglia mediae zero per ogn# del tipo
considerato.

Ciaspettiamo che queste funzioni non possano assumeressimaerelativo in alcun punto
a di 2 perché |i vicinou(z) avrebbe voglia di calare quandosi allontana da in qualunque
direzione e dunque l'integrale (126) sarekbé se esteso a una sferetta centrata iho stesso
per i minimi. Ma questa non & una dimostrazione.

Seu & C? I'integrale (126) si pud trasformare in un integrale estad A mediante il Teo-
rema della Divergenza: ponianou = div (gradu) cioe

(126)

AU = Uz, ++ F Uga,-
129
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La condizione di armonicita diventa allofg Audxy - - -dz, = 0 per ogniA del nostro tipo, e
dunque

(127) Au =0
in tutto Q.
Definizione:u dicesiarmonicase €C? e soddisfa I'equazione differenziale (127).L’equazione

(127) si chiameequazione di Laplages 'operatoreA Laplaciana

Veniamo ora al caso di due variabili identifican®é con C, cosicché si ha\u = wu,, +
u,, = 4u.z, verificare la seconda eguaglianza.
Pertantou € armonica se e solo se e olomorfa Ne deriva che

Una funzione armonica noi soltantoC? ma addiritturaC>

perchéu, /2 e —u,/2, in quanto parti reale e immaginaria«@di, sonoC*.
Inoltre
Seu € armonica ef e olomorfa, allora anche o f € armonica.
Difatti, ricordando che si hé&g). = gz, abbiamo(u o f), = u.f. + uz(f). = u.f’' che &l
prodotto di due funzioni olomorfe.
Siav un'altra funzione real€. La condizione che + iv sia una funzione olomorfa & data

dall’equazione di Cauchy-Riemann

(CR) { Yo =T

Uy = —Uy

Derivando la prima rispetto ad la seconda rispettojae sommando otteniamo che armon-

ica. Lo stesso per. Due funzioni armoniche legate da (CR) si dicono coniugBerd sev
coniugata di, allorau € coniugata non di ma di—v. Insomma, dire che € coniugata di. €
come dire che: + iv € olomorfa. Se & connesso allora due coniugate di una stessa funzione
differiscono per una costante (verificare). In tutti i modbamo:

Parti reale e immaginaria di una funzione olomorfa sono anicbe coniugate.
Peru € C! definiamo
du = —u,de +u, dy = % (u,dz — us dz)
(verificare la seconda uguaglianza), cosicché (CR) evatgrite a
(CR) du = dv.
Quindi, datau € C*(2), abbiamo

d°u chiusa < Uarmonica

(128) d‘u esatta < U=p. reale dif. olomorfa.
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La prima deriva dal fatto che, gsee 5 sonoC", adx + dy € chiusa se e solo g = (3., e la
seconda d&CR)'.
Da (128) si possono ricavare un sacco di cose. Ecco intaptntea.

Ogni funzione armonica in un aperto semplicemente conredsun’armonica coniugata in
2, cioe essa la parte reale di una funzione olomorfa.

Difatti la semplice connessione permette di affermérechiusa = d°u esatta.
Eccone un’altra:

1.2. Principio del minimax. Seu € armonica in{2 connesso e € un punta: € (2 tale da
aversiu < u(a) (oppureu > u(a)) in un intorno dia, allora « & costante.

Come nel caso delle funzioni olomorfe questo si pubd enue@ache cosi:
Se() & connesso e limitato, oltre che armonica e non costante(ingé anche continua if,
allora maxg u € ming u sono assunti solo alla frontiera?.

Dimostri il lettore I'equivalenza di questi due ultimi erziati e anche questo fatto: "Se
e connesso allora per ogaie b in 2, c’@ un apertoA C €2 semplicemente connesso che i
contiene entrambi” (congiungesee b con un cammino e poi incicciottirlo poco poco).

Dimostrazione del minimaxProviamo solo il primo enunciato. Basta occuparsi del saknc
'<’ perché tanto anchew € armonica.

Scelgob € (2 arbitrario. Devo dimostrare che se< wu(a) vicino ada, allorau(a) = u(b).
Prendiamo un aperto semplicemente connessof) che contiene sia cheb. Per quanto visto
nel precedente paragrafo, ihhou = Rf, conf € O(A). Per ogniz in un intorno dia ho
lef?)] = eu®) < eul@) = |ef(@)|, Per il principio del massimo modulo applicate’ac O(A) ho
chee/ & costante im, e quindif & costante (modri), perciod & costante perché & continua ed
A e connesso. Ne seguén) = Rf(a) = Rf(b) = u(b) come volevasi. O

Teorema della media per le funzioni armoniche.
Lasciamo al lettore di dimostrare il seguente fatto:
Sewu € armonica nel disco di centiwe raggioR, allora per ogni0 < r < R si ha
u(a) ! " u(a + re') db ! u(z)dxd
2rr J, T2 JCa)<r Y
(basta usare la semplice connessione del disco e poi il feodella media per le funzioni
olomorfe).

La regolaritaC> delle funzioni armoniche, come anche il minimax e il teorefaka media
sono validi in qualunque dimensione. Interessante éeti fette il Teorema della medearat-
terizzale funzioni armoniche, cioé: seé continua in2 C R™ e la media dix su ogni sfera (o,
a scelta, ogni palla) contenutan e uguale al valore di nel centro, allora: € armonica irf2.
Non solo, mi voglio rovinare, si pud rinunciare perfino altantinuita e supporre chesiaL{..
(cioé misurabile €. |u| < +oo, VK C 2 compatto).

Invece dimostriamo, come promesso, questo fatto:
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Se ogni funzione armonica 1 € la parte reale di una funzione olomorfa it allora 2
semplicemente connesso.

Dimostrazione. Supponiamo ché) abbia un bucaB. Per la (128) bastera trovare unac
C?(Q) tale ched“u sia chiusa ma non esattatin Per comodita supponiamo che lo zero stia nel
buco. Allora scegliama = Log|z|?. Questa va bene perche si ha

d*(Log|z|*) = 2d6

che e chiusa. Lultima relazione si ottiene sostituende |z|?> e dz = éd\z| + iz df nella

seconda espressione diu. Cid dadc|z|> = 2|z|?df. Inoltre, per ipotesi{2 contiene un
contornol’ che gira attorno & perché0 sta in un buco. Percif, d¢ = 27 # 0. Pertantaif,
che sappiamo essere chiusa in tdtg{0}, non & esatta ifo. O

2. Formula di Poisson, problema di Dirichlet per A

Adesso troveremo una formula (Formula di Poisson) che m&puna funzione armonica
nel discoD continua fino al bordd™ mediante un integrale che coinvolge soltanto la traccia
sul della funzione. Successivamente proveremo (Teorema av&tt) che, viceversa, intro-
ducendo in quell'integrale una funzione continud'slui produce una funzione che € armonica
in D e sul’ coincide con la funzione assegnata in origine.

Per comodita ci riferiremo al disco unitario = {|z| < 1}. Useremo gli automorfismi di
D. Fissiama: € D e prendiamo un automorfismoe= 7'(¢) che mandk in 0:

(—=z

()= 75

Ricordiamo ch&/” manda il cerchio unitario in se stesso. &ia S(w) il suo inverso, dunque
S(0) = z. uo S &armonica perch® & olomorfa. Dal teorema della media delle funzioni
armoniche applicato ao S abbiamo

1 dw 1 T'(¢)
_ - = de.
w2 = wos)0) = 5= [wosiw 1 = - [ue) (¢
L'ultima uguaglianza e ottenuta con la sostituziane= 7'(¢) nell'integrale, e poi si & posto
¢ = e e quindidd = %, verificare. Dall’'espressione @i si ha allora con un facile calcolo la
Formula di Poisson

o 22 2T U 2T P )
(129)  u(z) = =17 /0 © g ! §R<C+ )u(C)d@, ¢ =é?

2 C—2 2 0 (—=z
1—|z

le per|¢| = 1, vedi esercizio 2 pag 58).

(verificare che si h&$ =
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Lasciamo al lettore di dimostrare che con un’'omotetia Rz si ottiene I'analoga formula
per il disco di raggiaR che &
R2 _ |Z|2 2 1 ]
u(z) = u(C) db, = Re".
O =St | mmow.
Ricordiamo che I'integrale di Poisson (129) coinvolge&oto i valori diu sulla circonferenza.
La formula di Poisson si pub rovesciare. Questo ¢ il see$safjuente fondamentale teorema.

TEOREMA 2.1. (di Schwartz)Ogni funzione continua sulla circonferenka la traccia di
una funzione ché armonica inD e continua sulla chiusur® = D UT.

Dimostrazione Se ¢ € C°(T") indica la funzione data, allora per la formula di Poisson la
funzione armonica corrispondente deve essere

IR R I(e C+Z _ e
(130) u(z) = 5 /o |C—2|2 / R e(C)dl, (=e
che & armonica perché parte reale di
1 4z ;
(131) o= [ S d,  c=e,

2r Jo (—=z

la quale e visibilmente olomorfa (derivagerispetto az sotto il segno come gia fatto cento
volte). Resta dunque soltanto da verificarne il valore atlbar cioé cheu(z) tende ap(z)
quandoD > z — z, € I'. Fissiamo dunque, € I'.

Mostriamo prima che non é restrittivo supporre che la fongidata si” si annulli in z.
Supponiamo allora di aver provato il teorema per questadifunzioni e indichiamo co,(z)
il secondo membro di (130) cosicch®, 1., = P,, + P,,. Inoltre, sec & una costante, essendo
essa armonica, Poisson &a = c. Poichép(z) — ¢(z) si annulla inz,, per ipotesi quando
2 — 29, Po_yiz) — 0. MaalloraP, = P,_,.) + ¢(20) — 0+ ¢(20) = ¢(2). Siamo ora
autorizzati a porreo(z) = 0

Fissiama:= > 0. Proveremo che il limite in questione € in modutc:. Per la continuita di
p esisted > 0 tale che sidy(¢)| < e se|( — z| < 6. Decomponiama cosi:

! L= 2Py ap 4+ 1212 / S
[¢—

27 [¢—z0| <8 ¢ — 2|2 27 20|>6 |C - Z|2

u(z) =

Il primo addendo si maggiora can S aoj<s oo 2 df < e fr1m lc
deve tendere a,, possiamo supporre — z,| < /2, cosmche nel secondo |ntegral¢(e—
z| > §/2 e l'integrale & maggiorato dalla costante4d 2 max |p|. Allora, quanda: — 2z, il

secondo addendo tende a zero pefehé- |z = 1. O

Notiamo che la formula da anche un’armonica coniugath «. Basta prendere la parte
immaginaria in (131) e si ha

C+z

(132) v(z) = % /F%C — ©(¢) db, ¢=e",
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Si impone allora una domanda: se anche anche in quest’uitimaula mandiama verso un
puntoz, del bordo otteniamo il valore al bordo dell’armonica cortagdiu? La risposta e che
in generale non avremo un limite perché non e detto chmbaica coniugata di abbia limite
al bordo solo perché cell@a Questo invece e vero se dall’ambito continuo passiamoefiaju
holderiano.

Seyp e holderiana, se soddisfa cip&6,)—¢(6y)| < C|0;—605|* con opportune costantl >
0e0 < a < 1, allorav definisce una funzione sulla circonferenza che si chi@raaformata
di Hilbert di ¢. Questo € un importante Teorema di Privalov (Courantétitb’"Methods of
mathematical physic”, vol Il, Cap 4) e dicéSe la parte reale: di una funzione olomorfa
f = u+iv & continuainD e v & holderiana, allora tuttaf (e quindi anchey) & holderiana
in tutto D.

Sia la formula di Poisson che il Teorema di Schwartz si priagsennello stesso modo anche in
R". Poniamar = (z1,...z,), B, = {|z| < 1]}, S, = {|z| = 1}, do, & I'elemento d’area di
S, ec, indica I'area complessiva di,.

Allora (Poisson) ogni funzione armonica inB,, e continua inB,, si rappresenta cosi:

Cn, x _y|n

Viceversa (Schwartz) per oggicontinua sus,, I'integrale

Cn n |z —y|" Y

definisce la funzione armonica inB,,, continua inB,,, tale cheus, = ¢.

Per dimostrare queste coseRf non si possono usare le funzioni olomorfe come noi abbiamo
fatto in R2. Percio Poisson si ricava senza molta fatica direttamaat&reen. Invece per il
Teorema di Schwartz funziona la nostra dimostrazione sesizdoiare una virgola.

3. Esercizi
1 Usando I'esercizio 11 a pagina 78 provare che in coordipaiti il laplaciano e

A = 6_2 + 12 + i 8_2
o2 ror  r? 062
e dedurne chivg(z? + y?) & armonico inC\{0}.

2 Teoremi di Liouvulle e di Phrageam-Lindebf per le funzioni armoniché&Jsando gli omonimi
Teoremi per le funzioni olomorfe e procedendo come nellaodimazione del principio del
minimax dimostrare quanto segue.

a) Una funzionarmonica, limitata in tutto il pian®@ costante.

b) Siau armonica in un settore infinito di ampiezz#a continua fin sulle semirette sulle quali
e limitata. Se, per un < «, r~*u € limitata, allorau e costante.
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3 Trovare la funzione olomorfa = u + iv sapendo che
a)u=e Ycosz,v(0) =1, b)u= iz v(m) =0,
c)v = arctan 2, v(1) = 0, d)u=x*—y*+ 2z, f(i)=2i—1,
e) v =2(coshzsiny — zy),u(0) =0, f)u=2sinxcoshy —z, f(0) =0.
4 Dire quali delle seguenti funzioni e parte reale o immagandi una funzione olomorfa:

a)a? — g2+ 22y, b)at, o) log(a®+y?), d) L y2

5 Trovare le funzioni armoniche del tipf(z? + 3?). Si consiglia I'uso del laplaciano in
coordinate polari.

6 Siau armonica nella corona < |z| < R. Siau(p) = 5= Ozwu(pew)dﬁ, r<p<Rla

sua media sul cerchio di raggio Dimostrare che: & del tipou(p) = Alogp + B. Usare |l
Laplaciano in coordinate polari.

7 Siau armonica nel discd|z| < R}. Dimostrare che per ognicon0 < r < Rs ha

27
/ ou(r,0) 40— 0.
0 or

Risposte

3: a)e® +1i, b) 1/2, c) Logz, d) 22 + 2i, €) 2sinhz — 22, f) 2sinz — 2. 4: a) Si, b) no, ¢) si, d) no. 5:
alog(z? + y*) + b cona eb costanti.






CHAPTER 12
Appendici

1. Decomposizione e dengitdelle curve generiche.
Scopo di questa parte e di dimostrare il seguente teorema aanunciato a pagina 65.

TEOREMA 1.1. Siaw continua inf2. SefF w si annulla per ogni contorn®d' C (2 allora si
annulla su qualunque curva chiusa e dunque esatta.

Un punto doppio:(t) = z(¢') di una curvaC® si chiamatrasversalese le velocit&(t) e
2(t') non sono parallele.

La curvaC? z(t) si dice genericase & formata da soli punti semplici o da punti doppi
trasversali.

La linea della dimostrazione del teorema e questa:
1) Ogni curva chiusa generica € somma o differenza di cnhtDunquef,y w = 0, Vv generica.

2) Ogni curva chius&! & limite in sensaC! di curve generiche (Teorema di trasversalita).
Dunquef w =0,y € C".
3) Per ogni curva chiusac’é una successiong, di curveC! tali chef% w — f7 w. Dunque
fyw =0, V.
Prima parte

LEMMA 1.1. Una curva generica ha al fiiun numero finito di punti doppi.
Dimostrazione. Mostriamo prima che per ogni cuné@' v = {z(t), t € [a, b]} esistonc e C
positivi tali che sia
(133) |z(t) — 2(¢")| > C|t—1t|, Vt,t' €la,b], conl|t —t|<e.

Se (133) fosse falsa, esisterebbero due successiett] in [a, b] tali da aversit, —t,| < =
elz(tn) — 2(t)] < 3lta — 1.

Per la compattezza di, b|, a meno di passare ad una sottosuccessione, i ha t* €
[a,b]. Ma allora, per lipotesi fatta, anch& — ¢*. Dal Teorema di Lagrange otteniamo

I'esistenza tra,, et/ diun puntog, per il quale si ha:(¢,) = % e dunqudi(&,)| < +.
Ovviamentet,, — t*.

Dalla continuita diz segue allora:(t*) = 0. Analogamente si ricava che ths’annullag e
quindi 2 mentre, per definizione di curva, deve esses€0. La (133) € cosi provata.

137
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Osserviamo ora che, per (133), I'insiethealelle coppigt;, t5) che danno luogo a un punto
doppio e contenuto nel compatto

{(tl,tg) S [CL, b] X [a, b], |t1 —t2| > E}.

Siaz(t;) = z(t2) un punto doppio trasversale. Poich#, ) e Z(¢5) non sono paralleli, essi sono
indipendenti sSlR. Ne segue

m = inf |Z(t1)p + 2(t2)o| > 0.
Ipl+lol=1

Dalla formula di Taylor otteniamo d’altronde
2t +A) —2(ta +p) = 2(t)A = Z(t2)p + o|A]) — o(|ul).
Esiste dunqué > 0 tale che, pef\| e|u| < 0, sihao(|A|) < m|\|/4 eo(|u]) < m|u|/4 sicché,
ponendg = WAM 0 = i @bbiamo
m
[2(ti +A) =2tz + )l > S (A + ul),  per O <[Al+ |ul <o

Concludendo, si h& N {|t — t;| + |t — t2| < 0} = {(t1,t2)}. Allora E & un insieme finito
perché e discreto e contenuto in un compatto. O

Dimostriamo un risultato di decomposizione delle curveushigeneriche illustrato dalla
figura.

(i) Ogni curva chiusa generica ha la forma

(133) v =) 800, 6 ==+l

j=1
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dove(,, ..., 2, sono aperti limitati le cui frontier@$2,, ..., 92,, sono curve sempli@' a
tratti ed hanno, a due a due, aljpun numero finito di punti in comune.

DimostrazioneSe~ & semplice, allora essa sconnette il piano in due pdsile quali una sola,
che indichiamo cof, e limitata ed abbiame = +0f2. Procediamo allora per induzione sul
numerod di punti doppi diy = {z(t) }a<t<s, (d < oo per il lemma precedente).

Basta provare che si ha= ~; + 092 e v, ha meno did punti doppi, poi si conclude per
ricorrenza. Siano dunque =z(t1)==z(t}), ..., pa=2(t4) = z(t;) i punti doppi diy. Possiamo
supporre di averli ordinati in modo da avefe< ... < t; e che, perognl < j < d, si abbia
tj < t.

Lai curva{z(t) }+,<:<¢, NON ha punti doppi perchié;, t;] non pu6 contenere una coppia del
tipot;, i, 1 < j < d— 1. Essa ha dunque la formad<2.

La curvay, = {Z/(t)}, conz/(t) = z(t) pera < t < tg, 2/(t) = z(t + ), — tq) per
tg <t <b-—t,+ts haal pitd — 1 punti doppi, perch@, & semplice per,. Si ha allora
v =1 + 02 come volevasi. O

Ogni curva generica e dunque somma o differenza di contorni

Seconda parte

TEOREMA 1.2. (Teorema di trasversalite® curve chiuse generiche sono dense nelle curve
chiuse di class€'! nella normaC.

Dimostrazione Conviene parametrizzare la curva su un arco del cerchianmit:
v = {2(0), cono =€, |§] <}

Per la (133);y ha un punto doppia(c,) = z(02) solo se|t; — 6,| > ¢ e dunque, maggio-
rando la corda con I'arco (prendiamo< 7), se|o; — go| > e.
Poniamo
U

(0'1,0'2) el'xT, |O'1 —O'2| > €

ed indichiamo con
z(01) — 2(02)
01 — 09

R(01702) =

il rapporto incrementale.
Vogliamo approssimare con la curvay.- d’equazione

((0) = 2(0) = (0 =1) 2", (o=¢" [0] <m),
sceglienda:* € C opportunamente.
Se((o1) = ((02) € un punto doppio di.- si ha
(133) 2" = R(oy1,09).
INel caso di una curva continua, semplice, chiusa questornrfacile teorema di Jordan, ma, per curve

di classeC! a tratti, dimostrare che il complementare ha esattamergecdmponenti connesse & cosa molto
elementare che lasciamo al lettore.
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Derivando otteniamo
(133) Cp = 29 — 2F
donde
[z = Al < 3127

Poichél|zy| > C, dalla (1) segue anchig # 0 non append:*| < C. () & percid una curva™

E allora sufficiente trovare* arbitrariamente piccolo in modo che- sia generica e cioe
che((o1) = ((02) si possa avere solo §g(o;) e (y(02) nonsono paralleli.

Proviamo ora che gl* per cuiv.- hone generica costiuiscono un insieme di misura nulla

in C. Con ci6 il teorema sara completamente dimostrato.
Osserviamo che si ha

z9(01) — R(o1,09)

Rel (017 02) =
01— 09
Ry, (01,00) = — 29(02) — R(o1,00)
01— 039
Dunque, nel caso di un punto doppio, sostituendo qui la (&hertdo conto della (1) otteniamo
(01— 02) Ry, (01,02) = (o(01), (01 —02) Ry,(01,02) = — (o(02).

Ne concludiamo che il punto doppioren trasversale se e solo se si hia= R(oy,09) in
un punto(oy,02) € U dove Ry, (01, 02) € Ry, (01, 09) sono paralleli e cioé dove si annulla il
determinante jacobiano dell’applicaziofe U — C = R2.

Per il Teorema di Saréil'insieme di questi punti dC ha appunto misura nulla. O

Parte terza
Per applicare il teorema di trasversalita a cufea tratti serve il seguente risultato che
permette di approssimare quest’ultime con cuiVe

PrROPOSIZIONEL.1. Per ogni curva chiusa, C! a tratti, esiste una famiglia® di curve
C! chiuse tali che ogni intorno dj contieney® pere < 1 e, per ogni formav continua in un
intorno diy, siha [ . w — [ w quandos — 0.

Dimostrazione. Supponiamo per un momento che= {z(¢),t € [0,a]} sia gia essa stessa
C' ma non sia chiusa e che, fissato comunque un vetteée) in z(0), noi sappiamo trovare
una famiglian® di curve con gli stessi estremi e che abbianmme velocita iniziale, la stessa
velocita finale diy e soddisfi rispetto a questa nuoyée proprieta richieste dalla tesi.

In tal caso la proposizione sarebbe dimostrata perch&esdo la curva inizialmente data
come somma dei suoi tratfi', possiamo approssimare ciascun tratto con una curva che ha i
suoi stessi estremi e la stessa velocita finale ma la cucialmiziale sia quella del tratto che

2Un applicazioneC! da un aperto dR™ in R™ manda I'insieme dove s’annulla il suo determinante jaaobia
in un insieme di misura nulla.”
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la precede in modo che, congiungendo le approssimanti sicwiatratto, si ottenga una curva
ch

Sia dunquey = {z(t),t € [0,a]} la curvaC' ev # 0 sia dato.

Prendiamo ora una funzione reglec C'(]0, c0)), nulla pert > ¢, tale che

fO) =1 [fd<e [fil <e

Per esempig.(t) = t(t — £)*/e?, per0 <t < e, f.(t) = 0 pere < t < oo.

Allora z¢(t) = z(t) + f-(t)[v — 2(0)] soddisfa le condizioni volute.

Difatti 2°(0) = v, |2°(t) — 2(t)| < |v — 2(0)]e — 0 uniformemente it e |2°(¢)| >
|2(t)| — elv — 2(0)| > 0, pere < 1.

Infine, sew = Adx + Bdy € una forma continua, si ha

|/V6Adx—/vAdx|§/0€|A[z€(t)] Al()]] [a°(¢ |dt+/|A V[ 35(8) — ()| dt.

Per il primo integrale si osservi che la convergenza unitorfit) — z(t) e il Teorema di
Heine Cantor applicato ad dannolim. .o sup,¢(o ) |A[2°(t)] — A(t)| = 0 e che si hgi®| <
sup |2] + |v — 2(0)|e. L'integrale tende dunque a zero.

Se poniamal/ = sup,, |A], il secondo integrale & maggiorato dAae3 v — 2(0)| e percid
tende anch’esso a zero.

Ugualmente si ragiona per la paely di w. O

2. Dimostrazione del Teorema di Goursat

Richiamiamo in Teorema di Goursat a pagina 78 nel testo.

TEOREMA DI GOURSAT. Se la funzionef € olomorfa in un insieme aperté allora f € di
classe’> in A.

DimostrazionelLa dimostrazione consta di due parti.
Prima parte. Proviamo che per ogni quadrafbC C A, si ha

(131) f(Q)d¢ = 0.
0Q
Questa formula va sotto il nome @orema di Cauchy.

Indichiamo con/ (@) il primo membro della (2). Siail lato di ). Dividiamo @ in quattro
quadrati di latd /2. I(Q) &€ uguale alla somma dei quattro analoghi integrali estiesirantiere
di questi quadrati perché i contributi dovuti ai segmemtierni a() si elidono a due a due. Dei
quattro quadrati deve esservene uno, il cui interno indido con(),, tale da aversi/ (Q;)| >

[1(Q)[/4.
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Dividendo in quattra?); e cosi procedendo costruiamo una successione di quadedati a
Q. C Q dilato27" tali che sial(Q) < 4"1(Q,). Siaz* = N,>,Q,. * Poichéf & olo-
morfa inz* sihaf(¢) = f(z*) + f'(¢*)(¢ — z*) + r(¢) conlim¢_,.« 7(¢)/({ — z*) = 0. Ma
fBQn [f(z*)+ f'(z*) (( — 2%)] d¢ = 0 perchéf (z*) e f'(z*) sono costanti e dunque I'integrando
e una forma esatta. Perci@(),) = fBQn r(¢) d¢. Fissiamos > 0 arbitrario. Pem suffi-

cientemente grande @ € 9Q, si ha| 2| < & e dunquelr(¢)| < 55. Abbiamo allora
[I(Qn)| < g5+ lung(0Q,) < 47" e combinando questa disuguaglianza con quella test e ot-

tenuta abbiam@/(Q)| < . La (2) & dunque dimostrata dato che arbitrario.

Seconda parte Dimostriamo la formula

1 f(©)

% 8QC_Z

(131) f(z) = ¢, VzeQ

che si chiam&ormula di Cauchy per il quadratd.
Ragionando come a pagina 84 del testo, vediamo che la (3)efinitamente derivabile
sotto il segno. Possiamo dunque affermare che
Il secondo membro dell?) rappresenta una funzior@> di z in Q.

intersezione di una famiglia decrescente di compatti moati € non vuota e se il loro diametro tende a
essa si riduce ovviamente a un solo punto.

2Attenzione: Questa non & altro che la formula di Cauchy di§&ma non possiamo servircene perché essa
& provata nell’ipotesi ch¢ siaC! cosa che ora stiamo cercando di dimostrare.
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Per avere il Teorema resta dunque soltanto da provare lignaa (2) per una € @
fissatoarbitrariamente. La possiamo scrivere nella forma

(131) f(z) =2mi J(Q)

dove si € posto
orRC — 2
per ogni rettangold: C @, conz ¢ OR. Sez ¢ R, allora la funzion€ +— @ e olomorfaink

—z

e le si applica percio la (2) ora dimostrata, ottenend¢sl) = 0. Ma allora, se invece € R,
abbiamo
J(R)=J(Q), sez€R

perché dalla figura abbiamf(Q) = J(R) + J(Ry) + J(R2) + J(R3) + J(Ry) = J(R) + 0+
040+ 0.
Del resto, sempre se€ R, abbiamofaR d(/(¢ — z) = 2mi perché&( gira una volta attorno a,
e [, d¢ = 0 perchéd( & esatta.

Ora, I'olomorfiadif in zdaf(¢) = f(z)+ f'(2)((—2)+7(¢), conlim._., [r({)|/|¢ — 2| =
0. Sostituendo otteniamd(Q) = J(R) = 27if(z) + [,,7(¢)/(¢ — =) per ogni rettangolo

R > z. Questo da la (2) desiderata se dimostriamo che l'ultimegrale pud essere reso

arbitrariamente piccolo se sceglianimolto vicino az. A questo scopo prendiam® tale
da aversi|r(¢)|/|¢ — z| < e per( € R, cosicché l'integrale & maggiorato d&()| dove
|0Q| > |OR)| e il perimetro diQ. O



