NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2014/2015
Calcolo 2, Esame scritto del 01.09.2015

1) a) Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale

y" — 29" + 9y — 18y = 10e”. (*)

b) Si trovi la soluzione dell’equazione (*) che soddisfa la condizione

iniziale
y(0)=0,
y/(0> =3,
y"(0)=0.

2) Si calcoli I'area della superficie definita dalle relazioni

($+y)2+221:$20a92072207



3) Si calcoli I'integrale triplo
/// Va2 4+ y? + 22dedydz
S

dove S ¢ il solido limitato dal cono
2?4 y? = 22
ed il piano z = 1, cioe il solido descritto dalle disequazioni

Vit y?<z<1.

Suggerimento: E conveniente passare alle coordinate cilindriche.

4) a) Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27, definita tramite
la formula

f(x) =zsinz, r€|—m,m].
Si calcolino i coefficienti di Fourier ¢ (f),k € Z (oppure ax(f),k > 0, e

be(f),k > 1, a piacimento) di f, e si studi la convergenza puntuale della sua
serie di Fourier

“+o00

Z Ck(f) eikac

k=—00
oo

(rispettivamente # + Z <ak(f) cos(kx) + bi(f) sin(ka:))) :



Soluzioni:

a) Abbiano da risolvere una equazione differenziale lineare a coefficienti
costanti. Risolviamo prima l’equazione omogenea :

Il polinomio caratteristico A* — 2%+ 9\ — 18 = (A —2) (A\* +9) ha tre
zeri semplici:

Risulta che

62x ’
e = cos(3x) +isin(37),
e 3" = cos(3x) — isin(3z),
quindi anche
e?® . cos(3z), sin(3z)

sono tre soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea
y" —2y"+9y — 18y =0,
di cui la soluzione generale e
12" + ¢y cos(3x) + ¢z sin(3x) 1,0y, Cc3 costanti.

Per trovare velocemente una soluzione particolare dell’equazione non
omogenea (*) possiamo usare il metodo degli annichilatori. Infatti, il
termine noto dell’equazione non omogenea ¢ 10e” ed il coefficiente 1 di
nell’esponente non e un zero del polinomio caratteristico dell’equazione
omogenea, percio I’equazione non omogenea deve avere una soluzione
della forma ce”. Sostituendo y(x) = ce® nell’equazione non omogenea
otteniamo

(ce”)” —2(ce”)" +9(ce”) — 18(ce”) = 10e”,
(c—2c+9c—18¢)e” = 10€",

—10ce” = 10€”,

c= —1.

Cosicché — e ¢ una soluzione particolare dell’equazione (*), di cui la
soluzione generale ¢ quindi



y(x) = c1€** + ¢ cos(3x) + c3 sin(3x) — e”,

dove c; , ¢y, c3 sono costanti arbitrari.

b) Poiché la soluzione generale dell’equazione differenziale (*) e
y(x) = c1€** + ¢ cos(3x) + c3 sin(3z) — ”

e le sue prime due derivate sono

Y (z) = 2c,€** — 3¢y sin(32) + 3¢3 cos(3z) — e,

y'(r) = 4der1e®® — 9y cos(3x) — 9es sin(3x) — e,
abbiamo
y(O) :Cl+62_17

Y'(0) =2c +3¢c3— 1,
y”<0) = 401 — 902 —1.

Percio la condizione iniziale
0

y'(0)=3, (**)
0

e equivalente al sistema di equazioni lineari

cp+c—1=0,

261+3Cg—1:3,

4cy —9c—1=0
che ha la soluzione unica
10 3 32
2T ST
Risulta che la soluzione dell’equazione differenziale (*) che soddisfa la
condizione iniziale (**) &

10 3 32
= 1—36296 + IR cos(3x) + 39 sin(3z) —e”.

C1 =

y()



2) :  Siccome
(t+y)’+2=1,2>0,y>0,2>0
— 2>0,y>0,2+y<1l,z2=1—(x+y)°,

la superficie E definita dalle relazioni
($+y)2+221,$207y20,220

e il grafico della funzione
fla,y)=1—(z+y)

definita sul triangolo
T:{(g) eR2;xzo,yzo,x+y§1}.

Applicando la formula nota per 'area del grafico di f otteniamo

Area(E) = / / \/ 1+ <g—£(x,y))2 + <g—£(x,y)>2dxdy
//\/l :B—i-y +(2(x+y))2dxdy
- / VIt 8@+ p)Pdedy.

Per il calcolo di quest’integrale ci conviene fare il cambio di variabili
U+ v

u=x+y L=
) u—1v

v=x—Yy _
y_
2

Poiché
20 ut+v>20<=v>—u,
y>0<—=u—-v>20<=v<—u,
0<r4+y<l<=0<u<l,

il cambio di variabili di cui sopra trasforma il triangolo 7" in il triangolo



T'z{(jj)ERQ;OSUSI,—ugvgu}.

Ora, siccome

oxr Oz
Y. /2 1/2 1
u Qu || = S
| B B ) =i )] 3
ou Ov
e quindi
1
dxdyzEdudv,
risulta

u

1

Area(E) = //\/1+8u2%dudv:/</%v1+8u2dv>du
T 0
1

—Uu

1
1
— /ux/l + 8u2du = 1—6/\/1+8u2d(1 + 8u?)
0 0

u=1
:LM :i(giﬁ/?_l):ﬁ
16 3/2 L 24 24
13
12
3) : Calcoleremo l'integrale piu generale
I = // Va2 +y? 4+ A222dedydz
S
dove A\ € un parametro reale.
Ci conviene passare alle coordinate cilindriche
T = pCosy
y=psing , p>0,0<p<27m,2z€R,.
z2=2z

Il determinate funzionale del cambio di variabile &



or Ox Ox
gp ?990 gz cosp —psing 0 cosp —psing
8_y 8_y 8_y =|sing pcose 0 |=]|singp pcosy |=p,
4 4 z
% % % 0 0 1 0 0
dp Oy 0z
quindi

drdydx = pdpdepdz.

Ora, poiché le disequazioni \/x2 + y? < z < 1 che definiscono il solido
S significano per le coordinate cilindriche 0 < p < z < 1, abbiamo

I, = /// VpE+ A222 pdpdedz

0<p<a<t
1 z 2
= /dz/dp/\/pQ—i-)\Qzdego
o 0 0

1 z
:27r/dz/\/p2+)\222pdp
0 0

1 z
7T/dz/\/,02 + X222d(p” + N*27)
0 0

1

2
= %((1 + A2)3/2 )\3> /z?’dz

0
——
=1/4

I (-3



Nel nostro caso, per A = 1 abbiamo

/// Va2 +y? + 22dedydz = %(23/2 —-1) = %(2\/5— 1).
s

4) : Poiché f & una funzione pari, sappiamo fin dall’inizio che bi(f) = 0 per
ogni k> 1.

Per calcolare i coefficienti
/f cos(kx)dr = — /:csmxcos(kx)d k>0
ci serve 1’1dent1ta trigonometrica nota
1
sinozcosﬁzE(Sin(aqtﬁ)—i—sin(a—ﬂ)), a,pf eR.

Ecco una verifica veloce basata sull’identitd di Eulero:
o efz'a 61’5 + efiﬁ

sinacos § = , .
21 2

eia-‘ri,ﬁ’ + eioa—iﬂ - 6—ia+i,3 _ e—ia—i,B

N 44
1 6i(a+ﬁ) — 6_7:(05"1‘6) 67:(0‘_:8) _ e_i(a_ﬁ)

a E( 2i i 2i )
1

= E(sin(a + ) + sin(a — B)) .

Risultano

1
= —/azsmxdx
T

1
—/xsnmcosxdx— —/xsm 2x)dx,

—T

3

1
:—/:L‘smmcos (kx)dz
T

T

1

:ﬁ(/xsm k:+1)x))dx—/xsin((k—1)x))dx>,k22.

—T



Adesso ci serve la primitiva

/x sin(azr)dr = — z cos(az) + SIH(C;[E) : a>0:
a a
Infatti, tramite integrazione per parti si ottiene
1
/x sin(az)dr = — o /:L'd cos(ax)
1
= _ zeoslaz) + —/Cos(a:v)dx
a a
xcos(ax)  sin(ax)
= — + — .
a a
Per k =0 e k =1 otteniamo
1 ) Xr =T
ao(f):—(—:ccosx—i-smx> =2,
Q T=—T7
1 rcos(2z)  sin(2x) \ "7 1
al(f)_%(_ |
mentre per k > 2 risulta
1 xcos ((k+1)x sin ((k+1)z)\|*~"
() = L[ (e (e 1) sin (0 + 1
27 E+1 (k+1) o
zcos ((k —1)z)) N sin ((k—1)z) \|*~"
k—1 (k - 1)2 T=—7
1 27 (—1)F1 N 27 (—1)F1
27 k+1 k—1
2
— (=1 k+1 ]
(=1) k2 —1

Concludiamo che la serie di Fourier (in forma reale) della funzione f ¢

Qo

;f) + Z (ak(f) cos(kx) + b (f) sin(k:x)>
k=1
L ke 2

= logeosat ;(—1) o cos(ha).

9



Poiché f ¢ regolare a tratti (i punti di non derivabilita sono i multipli
dispari di 7 e la derivata di f e limitata su ogni intervallo limitato)
e continua, la sua serie di Fourier converge uniformamente ad f. In
particolare

1 - 2
1-— 3 Cosx+kz_;(—1)k+lmcos(kx) =zsinz, —-wr<z<m.

10



