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Calcolo 2, Esame scritto del 02.02.2010

1) Si verifichi che la funzione f : R? — R definita da

1’2

fa,y) =L 221y per (z,y) # (0,0)
0 per (z,y) = (0,0)

¢ continua in (0,0) ed ammette derivata direzionale in (0,0) lungo ogni
direzione, ma non ¢ differenziabile in (0,0).

2) Si trovino tutti i punti nel piano nei quali la retta normale al grafico
della funzione

fla,y)=22" = 3y°

¢ parallela al vettore (1,1,1) € R3. Si scrivi le equazioni dei piani tangenti
in questi punti.



3) Studiare la convergenza assoluta e semplice della serie

g (nln(l—l—%z))n.

e si giustifichi la risposta.

4) Calcolare i massimi e minimi locali della funzione f(z,y) definita nel
quadrante {(z,y) € R?; z > 0, y > 0} tramite la formula

50 20
fle,y) =aoy+ —+ —.
Ty

5) Mostrare che il campo vettoriale

2, .2
F(x,y,z) = <2atlnz,2ylnz, Tty ) ,
2

definita sul semispazio aperto {(m,y,z) c R 2z > O}, & conservativo e
determinarne il potenziale.



Soluzioni:

1) : La continuita di f in (0,0) puo essere verificata, per esempio, usando
la disuguaglianza nota
r? + y?
5

lzy| < r,y eR:

Infatti,
2
2 +y? = 2zy| = [z)* + |y — 2|=||y| = (Jz| — |y|)” = 0.
Ora

||

fawl= 2w <l wnz00

implica che

(Ivyl)ig%o,o) ‘f(:)s,y)‘ =0.

Sia adesso (u, v) un versore, cioé un vettore di lunghezza vu? + v? = 1.
La derivata direzionale di f in (0,0) lungo (u,v) ¢ il limite

0+tu,0+tv)— f(0,0 . tu,t
O 0k ) F(0,0) | f(tu o)
t—0 t t—0 t
che esiste sempre : abbiamo per ogni t # 0
ftu,tv) 1 t2tv u?v 5
= — = = U v
t t t2u? 4+ t20%  u?+0?
e risulta trivialmente
tu,t
limif( u,tv) =uv.
t—0 t

In particolare esistono le derivale parziali di f in (0,0):

of of

Finalmente, perché f(x,y) sia differenziabile in (0,0), il rapporto
of of
flz,y) z?y

VP @y

3



deve avere limite 0 in (0,0). In particolare, per ogni A € R, ponendo
y = Az dovremmo avere

2
lim 7~ (Az) 372 =0
z—0 (:c2 + ()\:c)Q)
Ma
22 (\x) A x3

3/2

(a2 + (Ax)?) (1+x2)*?  JaP

implica, per esempio,
2 (\x) A

11m =
<=0 (22 4 (A2)2)”" (14 2)

32 -
Cosicché f non ¢ differenziabile in (0,0) .

Il piano tangente al grafico della funzione f(z,y) in (xo , yo) e il grafico
della funzione lineare

0 0
Lo ) = Sz 00) + G () (0= 20) + 50 0, 0) (= ).

quindi la sua equazione e

0 0
= 0,0 + G0, 0) (£ = 20) + 5 0 0) (0= )

cioe
0 0
S0 o) (@ = 20) + G ) =) = (2 = F (o, 0) =0

Egli consiste da tutti i punti (x,y,z) € R3 tale che il vettore
(l’,y,Z) - (xoayoaf($07yo)) = (l'_l'o>y_yo,z_f(l'o,yo))

¢ ortogonale al vettore normale

(%(azo,yo),g—i(%,yo)rl) ()

Nel caso della funzione f(z,y) = 2z — 333 il vettore (¥) &

(45507—9?/3,—1) )
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quindi la retta normale al grafico di f(z,y) in (2,,y,) ¢ parallela al
vettore (1,1,1) esattamente quando

(42,,—9y2,—1) =A(1,1,1) perun A€ R.
Perché questo accada, dobbiamo avere
A=—1, 4drx,=-1, 9y2=1.

Risulta che i punti nel piano nei quali la retta normale al grafico di
questa funzione e parallela al vettore (1,1,1) sono

(13 (D)

: : 11 )
Il piano tangente in [ — 13 ha ’equazione

(1) - (-5)-(-G-3) -

cioe
PR,
x Z2— ===
Y 79 )
. . . 1 1\ .
mentre I’equazione del piano tangente in | — 173 e
N 1 n 1 ( 2 n 3 ) —0
S Y73 T \16 T2r/)) T
cioe
+y+z+ 29 0
x 24+ —= =
Y 79 )

Si tratta di una serie a termini positivi, quindi la sua convergenza non
puo essere che assoluta.
Ora il termine n-esima della serie € una potenza n-esima, percio per

questa serie il criterio della radice e fatto su misura. Infatti, calcolando
facilmente il limite

nh—>r20 ((n In (1 + %2))”) .



2 2 n
~ lim (n In <1+I—)) ~ lim In <1+x—)
n—oo n n—oo n

2\n
:ln< lim <1+x_> ) —Ine”
n—o0 n

::L’2’

per il criterio della radice risulta che la serie converge per 2% < 1 e
diverge per 2% > 1.

Resta a decidere cosa accade per 2% = 1, cioe se la serie

i (n In (1+ %))n (%)

n=1

converge o diverge.

Ricordiamo che la funzione In(1 + x) si sviluppa in serie di Taylor per
lz] < 1:

R
m(l4z)=a——+—— " 4 . ~1,1
n(ltw)=z-+o -+, we(-1,1)

Risulta che per 0 < x < 1 vale

2 xd xt S S x?
ml4a)=z— D T 2 T
n(l+z)=x 2+3 4+5 6+ z=

0 >0
>

ed otteniamo successivamente per ogni n > 1

] (1+1)>1 L
n R— e —
n n  2n?’
1 1
nln<1+—)>1——,
n 2n

(1)) > (1= L) sl
o n 2n "on T2

(dove per I'ultima disuguaglianza abbiamo applicato la disuguaglianza
di Bernoulli). Di conseguenza il termine generale della serie (**) non
converge a ( e cosi la serie diverge.

Conclusione: La serie



i <n In (1+%2)>n

n=1

converge se e soltanto se 2% < 1.

I massimi e minimi locali di f sono punti stazionari, cioe annullano le
derivate parziali di
flay) =2 +y* = 3azy.

Per trovarli, calcoliamo le derivate parziali di f:

of _ 50
or x2
of _ . _ 2
oy Ty

Risulta che i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema di
equazioni

_0_,
5(2] - cioe { x2% =0
Dividendo la prima equazione con la seconda si ottiene
x 5 )
525 ossia = -y

Sostituendo ora questo valore di x nella seconda equazione risulta

5
§y3:20 epoiy=2.

Cosicché f ha il solo punto stazionario (5,2).

Per poter dire se il punto stazionario (5,2) € massimo o minimo locale,
calcoliamo anche le derivate parziali di secondo ordine :

Ff 0 P P W
ox2 3 oyor 7 oy? 3
Percio
8_2]”(5 2)_£ 0_2]0(5 2) =1 ﬁ(\g 2) =5
ox2Y " 57 Qyox 0T T o2
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e la matrice hessiana di f in (5,2) e

(1)

Poiché il determinante della matrice hessiana €

4/5 1| 4 5
1 5)—35—1 =3>0,

il punto (0,0) & un punto di minimo locale.

Ricordiamo che un campo vetoriale

F(l’,y,Z) = (Fl(Iayvz)aFQ(Iayvz)aF3(x7yvz))
si chiama irrotazionale se verifica le condizioni

0F;  0F, OFy O0F; 0F, O0F

Ay 0z 0z or = Ox Ay

e si chiama conservativo se ammette un potenziale, cioe una funzione
P(z,y,z) definita sullo stesso dominio che soddisfa

oP oP oP e
Ox_Fl’ Oy_Fz’ 8Z_F3' ()

Se un campo vettoriale
F(xvyaz) = (Fl(xvyaz)7F2(x7y7Z>7F3(x7y7z>)

e conservativo e le funzioni F}, F5, F3 sono continuamente differenzi-
abili, allora il campo & necessariamente irrotazionale. L’implicazione
reciproca non ¢ in generale vera, ma un campo irrotazionale, definita
su un dominio stellato (un dominio convesso e stellato!), & automatica-
mente conservativo.

Il nostro campo e irrotazionale. Infatti,

ory  0F, 2y 2y

By e 2
OR OF 20 20
0z or =z z
oF, OF,

g _g_0=0.
ox oy

oo



Poiché il dominio e un semispazio ed ogni semispazio € convesso, risulta
che il nostro campo e conservativo.

Per trovare il potenziale, dobbiamo risolvere il sistema (***) . A questo
fine integriamo prima Fj rispetto ad x ottenendo

P(z,y,z) = /2xlnzdx =2*lnz+Ci(y,2),

ove C1(y, z) & un valore costante rispetto ad z, ossia una funzione solo
di y e z. Ora scegliamo C4(y, z) tale che anche la seconda equazione
del sistema (***) sia soddisfatta : poiché

op 0, e
a—y($>yvz)_a_y<x 1nz+Cl(y>Z)>_ ay (yvz)

sia uguale a
Fy(z,y,z)=2ylnz,

dobbiamo avere
Ci(y,z) = /2ylnzdy = y?Inz + Cy(2)

ove Cy(z) € un valore costante rispetto ad y, ossia una funzione solo di
z. Di conseguenza abbiamo

P(z,y,2)=2"Inz+Ci(y,2) =2 Inz +y*Inz + Cy(2) .

Finalmente scegliamo Cy(z) tale che la terza equazione del sistema

(***) sia pure verificata, cioe che
opP Q[ ) 2%+ y? ,
a(a:,y,z) = &<$ Inz+y lnz+C’2(z)) = + C5(2)
sia uguale a
2,2
F3(.flf,y,2) = u :
z

Per questo deve valere Cy(z) =0 <= Cy(z) costante.

Di conseguenza le funzioni potenziale del campo vettoriale dato sono

P(z,y,2)=2*Inz+y*Inz+C = (:c2+y2)lnz+6’,

dove C' ¢ una costante.



