NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2015/2016
Calcolo 1, Esame scritto del 02.09.2016

1) Data la funzione
fla) = e 7,

a) determinare il dominio (massimale) di f;

b

trovare tutti gli asintoti di f;

)
)
¢) trovare tutti i massimi e minimi locali di f;
d) studiare la convessita di f;

)

e) tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Discutere la convergenza della serie
Sl
E\1—t
k=1

al variare del parametro reale t € R\ {1}.



3) a) Si trovino le primitive della funzione f : (0,2) — R definita da
1

f(fc)z—m-

b) Dire se converge o no l'integrale improprio

4) Sia data la funzione
2 2
f(x7y>:x2+y2+;+g’ (I,y)€(0,+OO)X(O7+OO)

a) Trovare i massimi e minimi locali di f.

b) Trovare i massimi e minimi globali di f.

5) Data la forma differenziale

2z%y 9 x°
W= (1 e + arctg(y))dx + <1n(1 + %) + 1 +y2)dy’

sull’insieme A = {(z,y) € R? : x > 0 oppure y > 0}:

1. si determinino, se esistono, i valori del parametro oo € R per i quali la
forma e esatta;

2. per tali valori del parametro, se ne calcoli una primitiva;

3. sempre per tali valori del parametro, si calcoli I'integrale di w sulla

parte dell’ellisse
x? P
g YT

contenuta nel primo quadrante, percorsa in senso antiorario.



Compito supplementare:

6) a) Sia v un parametro reale. Si calcoli I'integrale della forma
differenziale
r—y rT+y
———dr+ ——=—d
(33'2 + y2>a (.CIZ’2 + y2)a Yy

sulla circonferenza unitaria, percorsa in senso antiorario.

Wo =

b) Si determinino i valori del parametro o € R per quali la forma
W, (definita sul piano senza l'origine) ¢ chiusa.

¢) Si determinino i valori del parametro o € R per quali la forma
W, € esatta.



Soluzioni:

1) : a) f(x) e definito per ogni x € R per quale Inz ha senso in R, cioe per
x > 0. Percio il dominio di f & (0, +00).

b) Siccome

lim f(.CE) = lim ef(lnz)Q — 67(700)2 —e = 07
0<z—0 0<z—0
f si estende per continuita ad una funzione su [0, +00) che si annulla
in 0 e che indicheremo con la stessa lettera f.

D’altro canto, siccome

~ne)? = (400) _ o0 )

lim f(z)= lim e =e =e P =

T—>+00 T—>+00
y = 0 ¢ asintoto orizzontale di f per z — +o00.
c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :
1 1
f’(a:):e’(lnx)Q(—anx)—:—267(1‘”)22, r>0.
x x
Risulta che [’ si annulla in z =0 ed &
>01in (0,1),
<0in (1,+00).

Percio f e

strettamente crescente in [0, 1]
e strettamente decrescente in [1,+00).

In particolare, il punto Zy.x = 0 & un punto di massimo locale (ed
anche globale, perché f ¢ crescente in [0, 1] e decrescente in [1, +00)).
Il valore (massimo) di f in questo punto &

f(xmax) = 6_(1n1)2 = 60 =1.

Osserviamo che (’estensione per continuita di) f e derivabile a destra
anche in x =0 :
f(z) = f(0)

/ ]. 2
_ : — : ~ _—(lnx)
fa(0) oil;crgo x—0 oilzrgo v €



Inz)?—Inz t:gmx lim —t2—t

= lim e ( e

0<z—0 t——o00
=e *=0.

Risulta che il grafico di f ammette nel punto (0,0) semiretta tangente
orizzontale a destra.

d) Per studiare le proprieta di convessita di f guardiamo il segno della
seconda derivata

F(a) = (= e tmr M)

T dr x

Inz\2 1—Inz
_ —(lnm)2 i — (lnm)2
=4e <_x ) 2e —Q

2
= 67(1111)2?(2 (Inz)? +Inz — 1).

Risulta che il segno di f”(z) € uguale al segno del polinomio di secondo
grado in Inx

2(lnz)?+Inz—1.
Siccome i zeri del polinomio di secondo grado 2u?+u— 1 sono u; = —1

1
e Uy = 37 abbiamo

2u +u—1>0peru<—1,
2u'+u—1<0per —1<u<1/2,
2u? +u—1>0peru>1/2.

Di conseguenza

f"()>0perax<e,

f"(x) < 0pere ! <z < e,
f"(xz) >0 per x> +/e
cioe
f & convessa in [0,e7!],
f & concava in [e7!, /€],
f & convessa in [{/e, +00).

In particolare



el ~0,36788,
Ve~ 1,64872
sono punti di flesso di f.
Calcoliamo i valori di f e di f’ nei punti di flesso :

fleh) = e’ = 71 a0 0,36788,
1

— _(_1)2 —
flle™h) = —2e (D ;22,
f(Ve)=e W2 = =11 x 0, 7788,
1
fl(Ve) = —2e" W 2o — — ™M x —0,47137.
(&

e) Riportiamo il comportamento di f’, f” e f nella seguente tabella :

r |0 e ! 1 Ve
0,36788 1,64872
1o+ 2 + 0 - —eiA
—0,47137
1" + 0 — 0 +
flro o et ol NN
0,36788 0, 7788

Usando le informazioni di cui sopra, tracciamo ora il grafico di f:

Il grafico sale dal punto (0,0), dove ha semiretta tangente orizzontale

a destra, fino al punto di flesso

(e!,e71) ~ (0,36788,0,36788),

nel quale il coefficiente angolare della retta tangente e 2. In questo
tratto il coefficiente angolare della retta tangente cresce, cioe il grafico

€ convesso.

Successivamente il grafico continua a salire fino al punto di massimo
(1,1), nel quale ha tangente orizzontale, per scendere poi fino al punto

di flesso

(Ve,e M%) ~ (1,64872,0,7788),

(=}



dove il coefficiente angolare della retta tangente & —e=3/* ~ —0,47137 .
In questo tratto il coefficiente angolare della retta tangente decresce,
ossia il grafico e concavo.

Successivamente il grafico continua a scendere avendo la retta y = 0
come asintoto orizzontale per x — +o0o . In questo ultimo tratto il
coefficiente angolare della retta tangente cresce da —e3/* ~ —0,47137
a 0, in particolare il grafico ¢ convesso.

Discutiamo prima la convergenza dela serie di potenze

—z 1
E W
k=1
. . : . t .
e poi stabiliamo per che valori ¢t € R\ {1}, sostituendo z = T, in
(1) abbiamo convergenza.
La serie di potenze (1) € ben nota : il suo raggio di convergenza ¢
1
I k+1
li L = 1 IR
oo 1 Khee Kk ’
k+1
percio abbiamo convergenza assoluta per |z| < 1 e non convergenza
=1
per |z| > 1. Poi, per z = 1, la serie armonica Z — diverge, mentre,
k=1
: : . = (CDF
per z = —1, la serie armonica a segni alterni Z — ¢ convergente
k=1
(semplicemente) secondo il criterio di Leibniz.
Ora :
t
Per t > 1 abbiamo T3 ‘ =771 > 1, percio la serie

) 2

00
k=1

non converge.



t ’ _ [t
-t 14|t
(2) ¢ assolutamente convergente.

Per ¢ < 0 abbiamo invece ) < 1 e risulta che la serie

Infine, per 0 < ¢ < 1 abbiamo

< <1
<:>t;1—t<:>t;§,

Tl - 8
1—¢tl 1—t>

percio la serie (2)
1
converge assolutamente per t < 5

non converge per t > 5

1
Inoltre, per t = 3 la serie (2) diventa la serie armonica, che diverge.

Possiamo quindi concludere che la serie (2)

1
converge assolutamente per ¢t € <— 00, E) ,

1
non converge per t € [5 , 1) U (1,+oo) )
Approfondimento.

Risolviamo il compito anche nell’ambito complesso, cioe discutiamo la
convergenza della serie

i%(liuw)k (3)

k=1

al variare del parametro complesso w € C\ {1}.

Procediamo similmente come di cui sopra. Sappiamo gia che il raggio
di convergenza della serie (1) & 1 e quindi abbiamo convergenza assoluta

per |z] < 1 e non convergenza per |z| > 1. Poi, per z = 1, la serie
o0

armonica Z - diverge, ma per ogni altro z € C con |z| = 1 (non solo

k=1
per z = —1 !ll); abbiamo convergenza (semplice) :

Sia z € C,|z| =1,z # 1. Tramite sommazione per parti risulta
per ogni intero n > 1



k=1 k=1 j=0 §=0
n 1 k n 1 k—1
SDIDIRED 9D 98
k=1 = j=0 k=1 " j=0
n k n—1 k
1 1
—Say-S s
k=1 k §=0 k=0 k+1 §=0
n n—1 k
1 1 1
S J JE J 1
n Zz + <k: k+ 1> >+
j=0 k=1 J=0
n n—1 k
1 1
= — 2 + ZZJ —1
n <= — kE(k+1) —
Ora osserviamo che
k k+1 _q k+1 _q 9
DI e s k20
s z—1 |z — 1] |z — 1|
Percio
1 o~ 1
—ZZJS—HOpern—M)O
n = nl|z—1|
00 1 k

w
—~
w
+
—_
N—
‘w ||M?r <
o |
Q

Risulta che la successione (5n>n>1 delle some parziali della serie

E —Z converge a



k

9] 1 ;
ZWZZ —1eC.

k=1

Ora studiamo il modulo di z =

al variare di w # 1.
—w

Ponendo v = Rew e v = Imw abbiamo w = u +vi e

2

w lw|? u? + v?
1—w 1—w? (1—u)?40?’
quindi
W= 2 < 2 <1
'1_w‘;1<:>u =(1-v =ug g,
cioe
w 51 R El

Concludiamo che la serie (3)

converge assolutamente per w € C,Rew < —,

1

2 71
converge semplicemente per 3 #w € C,Rew = 3

non converge per 1 #w € C,Rew > — e w =

a) Soluzione tramite la sostituzione di Eulero :

Sotto la radice nella funzione integranda si trova un polinomio di sec-
ondo grado con due zeri reali diversi, cile un prodotto di due polinomi
di primo grado: z(2—z). Trasformiamo ’espressione sotto la radice in
un rapporto di due polinomi di primo grado portando fuori della radice
uno dei fattori, per esempio 2 — x,

V2 —z)=(2-1) ’

2—x’

ed usiamo la sostituzione

T 212 4t
20—z T 1+ T arep

10



Siccome

r(2—x)=(2—x) 2x :(Q_Q_ﬁ)t: 2t

—x 14 ¢2 1+1¢27
otteniamo
14t dt
dx = dt =2 | ——
/\/ (2—x) v / 1+t2) /1+t2

= 2arctgt + C

= 2arctg QL—’—C.
V2—2

Soluzione alternativa :

Completiamo la parte contenente x nel polinomio sotto la radice nella
funzione integranda, cioé — 2% + 2z, a & di un quadrato,

—2?24+2r=1—(z - 1)
ed usiamo la sostituzione
u=arcsin(x —1), x=14+sinu, dr= (cosu)du.
Allora

/;dx: / (cosu du_/cosu
x(2—x) V1 —sin®u cosu
=u+C
= arcsin(z — 1)+ C'.

du

Una terza soluzione :
Tramite la sostituzione

s=+x, =35> dz=2sds

otteniamo

2sds =2

ed usando ora la sostituzione

s = \/§sinv, v = arcsini, ds = V2 cosvdv
V2

11



concludiamo :

V2 cos vdv

1 1 1
—dxz?/—dS:Q/—
/\/x(Q—x) V2 —s? V2 — 2sin?v
:2/dv:2v+0

S
= 2arcsin — + C

V2

:2arcsin~/g+0.

Compatibilita :
Abbiamo ottenuto tre diverse espressioni per le primitive di f:

X

2arctg
—x

+C, arcsin(z—1)+C, 2arcsin1/%+0.

Sembra strano, ma le tre famiglie di funzioni sono identiche: infatti, le
differenze tra qualsiasi due delle tre funzioni

2arctg QL , arcsin(z — 1), 2arcsin % ,
V2—2z \

definite su (0,2), sono costanti, tutte le tre funzioni avendo la stessa
derivata.

Nel seguito verificheremo in modo elementare che, per ogni x € (0,2),
abbiamo

2arctg R arcsin(x — 1) + —
2—z 2
_ : (4)
(dove — = 2arctg(/ —— — arcsin(1 — 1))
2 2—-1
e
x x
2arct =2 iny/— 5
arctgy /o — arcsin 4 / - (5)
Sia infatti a := 2arctg . Siccome > 0, abbiamo
2—x 2—zx
x
O<a<m, tga= .
2—x

12



T T T
Allora — 5 < a — — < — ed usando formule trigonometriche note

} 2 2
risulta
n(a-3)= (g -0) g —eos' 5
sinfo ——) = —sin{— —a) =—cosa =sin” — — cos” —
2 2 2 2
tg?— — 1
= coszg<tg2g — 1) = gé—
2 2 tg’— +1
2
SR
22—z r—=24x 2x—2
-7 +1_x+2—m_ 2
2—x
=z—1

Percid a — — = arcsin(z — 1) <= « = arcsin(x — 1) +g , che ¢ proprio
I'uguaglianza in (4).

D’altro canto 0 < % < r ed abbiamo

2
o
smg— <t g) cosg— tg?
2~ 85 o
1+tg*—

x
2z
/ \/2 - —i— T
. o . x . € T
Di conseguenza 5 = arcsin 4 / Bl <= o = 2arcsin 4/ 5 e quindi vale

anche (5).

b) L’integrale improprio

[rse= [ ®

13



4) :

della funzione positiva f converge.

Per verificare la convergenza il modo piu facile e usare la primitiva di
f calcolata nel punto a) del compito. Scegliendo, per esempio,

+C,
—z

1
/—dx = 2arctg
V(2 —x)

si ottiene

r = lim

h%d gsgzgfﬁ

= lim (2 arctg4/ ——~ — 2arctg, / )
0<e—0 2 —

2>6—2

= 2arctg (400) — 2arctg (0) = 5 —-2-0
=7 < +00.
E possibile verificare la convergenza dell’integrale improprio (6) anche

saltando il calcolo anteriore della primitiva dell’integranda ed usando
il criterio del confronto :

a) I massimi e minimi locali di f sono punti stazionari, cioé annullano
le derivate parziali di

2 2
f(xay):x2+y2+;+g7 (IE,y)G(O,+OO)X<O,+OO)
Per trovarli, calcoliamo le derivate parziali di f:
af 2 af 2
— =2r— — — =2y — —.
ox TR oy 4 Y2



Risulta che i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema di
equazioni

Cosicché il solo punto stazionario di f e (1>

Per stabilire se questo punto ¢ un punto di massimo o minimo locale
di f, calcoliamo le derivate parziali di secondo ordine :
0*f B 4 0*f B o0*f 4

- =24 = = — =24+ —.
Ox? + a3’ Oyox ’ Oy? + Y3

Percio nel punto (1> le derivate parziali di secondo ordine sono

0*f 0*f 0*f

e quindi la matrice hessiana e

H(1,1) = (g g)

det Hp(1,1) =6 >0,

Siccome

la matrice Hs(1,1) ha due autovalori non zeri dello stesso segno. Ma,
siccome la traccia della hessiana e > 0, gli autovalori sono strettamente

positivi e risulta che (1) e un punto di minimo locale.

Concludiamo che f non ha nessun punto di massimo locale, mentre
(1) ¢ il suo unico punto di minimo locale, nel quale prende il valore
2 2
f(l,l):12+12+T+T:6.

b) Ogni punto di massimo globale di f sarebbe un punto di massimo
locale e siccome f non ha punti di massimo locale, tanto pitt non puo
avere punti di massimo globale.

15



Diversamente, la funzione f non ha punti di massimo globale perché
non e limitata superiormente. Infatti, per esempio,

2 2
f(k,l):k2+12+E+Tzk2—>+oo,

oppure

1 1 2

D’altro canto, siccome f ha il solo punto di minimo locale <1) , il solo

punto di minimo globale possibile ¢ questo punto. Quindi se mostriamo
che f ha almeno un punto di minimo globale, risultera che I'unico punto

di minimo globale di f ¢ <1) :
A questo fine osserviamo che
f(1,1)=6,

1 2
O<x<§,y>0 — f(z,y) > — >6,
x

1 2
O<y<§,x>0 :>f(:v,y)>§>6,

r>3,y>0 = f(z,y) >2°>9>6,
y>3,0>0 = f(x,y) >3 >9>6.

Risulta che per ogni vettore (g) nel primo quadrante aperto di R? e

fuori del quadrato chiuso

T 1 1
K = < <3, =<y<3
{(y)73_x_ ’3_y_ }

abbiamo f(z,y) > 6= f(1,1).

Ma K e chiuso e limitato, percio la restrizione della funzione continua
f su K ha almeno un punto di minimo <z§) . Siccome (}) € K,
abbiamo

f(xKayK) Sf(171>:6<f(x7y)

per ogni (g) ¢ K nel primo quadrante aperto di R?.

16



Siccome per la scelta di (Q:K

vale ovviamente
YK

fowo) < S () €K
concludiamo che
flzr,yx) < f(x,y) per ogni (z,y) € (0,400) x (0,+00).
In altre parole (Z: > e punto di minimo globale per f.

Vediamo quindi che da una parte f ha almeno un punto di minimo
globale, ma d’altra parte il solo punto di minimo globale possibile e

(1) . Risulta che <1) e l'unico punto di minimo globale di f.

1. Indichiamo :

2x%y
Pla,y) = s + axctg (y)

Q(z,y) == In(1 + 2?) +

(67

1+9y2°
Poiché la forma differenziale
w=P(z,y)dz+ Q(z,y)dy

sia chiusa dobbiamo avere identicamente

oP  0Q
- _Zx 7
oy Oz (M)
Ora i calcoli
OP 2™ 1

3_y: 1—|—x2+1—|—y2’
0Q 2z +a:ra’1
or 1422 142

implicano che w ¢ chiusa se e soltanto se & = 1: basta scrivere (7) per
x =1ey =1 per vedere che w puo essere chiuso solo per a = 1 e poi si
vede subito che per a = 1 'uguaglianza (7) ¢ soddisfatta identicamente.

Poiché il dominio A di w ¢ stellato, per a = 1 la forma w ¢ anche esatta.

17



2. Abbiamo da trovare nel caso o = 1 una primitiva per w, cio¢ una
una funzione F' su A che soddisfa le condizioni

or 21

Yy
OF T
il — In(1 2 )
ay(:v,y) n( +$)+1+y2

La prima equazione implica

2z
F(r,y) = /(1 +Z,2 + afctg(y)) dz = yIn(1 + 2?) + zarctg (y) + ¢(y)
e perché anche la seconda equazione sia soddisfatta,

oF

x
—(z,y) =In(1 + 2?) + +c
8y( Y) ( ) T 5 (y)
dev’essere uguale a
9 x
In(1 + %) + vk

In altre parole dobbiamo avere ¢/(y) = 0 <= ¢(y) ¢ una costante.

Concludiamo che le primitive di w per a = 1 sono

F(z,y) =yln(l + 2?) + zarctg (y) + C.
3. Ricordiamo che se w ¢ una forma differenziale esatta avendo F' come

e e N . . .. I
primitiva, e v € un cammino regolare a tratti con punto iniziale

n

e punto finale (zz) , allora
2

/W:F(JC27?J2)—F($1791)‘

Y

Nel nostro caso F(z,y) = yIn(l + z?) + z arctg (y), il punto iniziale
dell’arco di ellisse di integrazione e I'intersezione dell’ellisse

2
adl -1
1Y

18



con la semiasse positiva delle ascisse, cioe

0
dell’arco di integrazione e l'intersezione dell’ellisse con la semiasse pos-

2) , ed il punto finale

i : .. (0 1y _ .
itiva delle ordinate, cioe <1> . Percio l'integrale richiesto ¢ uguale a

1In(1 + 0%) + Oarctg (1) — 0In(1 + 22) + 2arctg (0) = 0.

a) Indichiamo con 0*U;(0) la circonferenza unitaria percorsa in senso
antiorario. 01U (0) si parametrizza di solito con la lunghezza d’arco :

(@St), 0<t<or.
sint

Si ottiene :

27 27
t —sint t int
/wa = / cont — o (—sint) dt+/ cost s (cost)dt
( ) (
) 0 0
2

cos? t + sin® ¢ cos? t + sin® ¢)~
o+U1 (0

T 2

:/(—costsint+sin2t+0082t+sintcost>dt:/dt

0 0
=27.

b) La forma w, ¢ chiusa se e soltanto se vale (7) per

T —y
Plx,y) = ——F—,
( y) (.CEQ +y2>a
r+y
T,Y) = —-"—.
Q( y) (ZL’Q +y2>a
Siccome
0P 1 Ty
- = — —
ay (1'2 _|_y2)a (I’2 +y2)a+1 Y

=2t 4 (2a— 1)y® — 20xy
o (mQ + y2>a+1 ’
@ = ! e Ty 2z
or (22 +y2)° (22 + y2)ot]
(I —2a)2® +y* — 20wy
(22 + y2)otl ’
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nel nostro caso identita (7) & equivalente a
—2% 4+ (20 — Dy? = (1 — 2a)z” +9°. (8)

Ora (8) con z = 0 e y = 1 implica a = 1. D’altra parte, per a = 1
I'uguaglianza (8) e verificata per ogni x e y. Cosicché w, € chiusa se e
soltanto se « = 1.

c¢) Se una forma differenziale ¢ esatta, allora il suo integrale lungo ogni
cammino regolare a tratti chiuso ¢ uguale a zero. Siccome, secondo il
punto a) del compito, U'integrale di w, lungo la circonferenza unitaria
percorsa in senso antiorario ¢ uguale a 27 per ogni a € R, deduciamo
che la forma w, non & esatta per nessun valore di «.
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