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1) Consideriamo la funzione

f(:L') = sin % .

a) Determinare il dominio (massimale) di f .

b) Trovare tutti gli asintoti di f.

)
)
c¢) Trovare tutti i massimi e minimi locali di f .
d)

Tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Determinare una primitiva della funzione

f(z) = (tgz) (logcosz) .



3) Trovare tutte le radici cubiche complesse del numero i — 1, cioe tutti
i numeri complessi z soddisfacenti ’equazione

SA=i-1.

4) Determinare i valori del parametro reale « per cui il seguente integrale
improprio converge :
J’_

/ (g —x) tgrdr .
0

[SIE]

5) Dire se converge la serie

5 (- ()

e si giustifichi la risposta.



Soluzioni:

1) : a) Il dominio di f & ovviamente l'insieme R di tutti i numeri reali.

b) Poiché f prende valori finiti in tutti i punti della retta reale, non
esiste asintoto verticale.

Si vede subito pure che esiste il limite

. sin ¢ continua . . ™ .
lim f(z) = sin{ lim =sin0=0.
z—+o00 z—=+o00 1 —+ [)j'2

Cosicché y = 0 ¢ asintoto orizzontale (un tipo particolare di asintoto
obliquo) sia per x — +00 che per z — —00.

c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

() cos % 1+ 2% — 227 1— 22 cos %
= T =T .
1+ 22 (14 22)? (14 22)2 1+ 22

Poiché f’ si annullain —1,1,¢>01in (—1,1)ed ¢ <0 in (—oo,—1)
e (1,+00), risulta che f ¢

strettamente decrescente in (—oo,—1),

strettamente crescente in (—1,1),

strettamente decrescente in (1,400).
In particolare, —1 e un punto di minimo locale e 1 ¢ un punto di
massimo locale.

Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :

T | —00 -1 0 1 +00
1! — 0 + + —
/ 0N -1 0 /7 1 N 0

d) Usando le informazioni di cui sopra, € facile tracciare il grafico di f:

y = 0 e asintoto orizzontale di f per x — —oo. Il grafico di f scende
da 0 fino al punto di minimo locale (—1,—1), nel quale ha tangente
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orizzontale, poi, passando attraverso (0,0), sale al punto di massimo
locale (1,1), nel quale ha di nuovo tangente orizzontale, dopo di che
scende verso l'asintoto orizzontale y = 0 per x — 400 .

Il grafico di f:

Commenti sui punti di flesso di f.

Guardando il grafico di f ci accorgiamo che a sinistra di 0 f dev’essere
convessa, mentre a destra concava, avendo cosi in 0 un punto di flesso.
Poi, attorno al punto di massimo locale 1 f dev’essere concava, mentre
avvicinando l’asintoto orizzontale y = 0 da sopra sempre di piu per
xr — 400, f deve diventare convessa. Percio dopo 1 dovrebbe esistere
almeno un punto di transizione da concavita a convessita, cioe un punto
di flesso. Poiché f e una funzione dispari, anche gli opposti di questi
punti di flesso saranno punti di flesso.

In questi commenti c¢i proponiamo di identificare tutti i punti di flesso
di f. A questo fine calcoliamo la seconda derivata di f:

d 1 — a2 T
" _ 4
@) =13 (” 1 +a22 1 +x2)

—2z(1+2?)? - (1 —2%)2(1 +2?)2x TT

-7 (1+22)* i,
1—2?2 | 7wz 1+4a2%—22° ®)

BT s wer R s

_ 2ma(a? —3) T m2?—-1)? | 7x

(1+22)3 T a2 (14 22)4 e
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Poiché f” & dispari, basta studiare il segno di f”(zx) solo per z > 0.

1
Anzitutto, —— < = per ogni = > 0, con ugualita solo per x = 1.
142272
Infatti,
x 1 2 2 2
<-<«—=2r<1l+42° <= 0<14+2°-22x=(1—2x).
1+22 7~ 2

Risulta che

0 <sin UE <1, 0<cos Ul <1, r>1
1+ 22 1+ 22
© T T
sin—— =0 <= =0 <= cos—— =1,
1+ 22 1+ 22

X X
n——=1<4<= r=1<+= cos—— =0,
1+ 22 1+ a2

Tenendo conto di (*) si vede che f”(0) = f"(1) =0 e

si

ff(x) <0, 1#ze(0,V3]. (**)

In particolate x = 0 € un punto di flesso della funzione dispari f, alla
sinistra di quale f & convessa, ed alla destra concava.

Determinare il segno di f”(z) per x > /3 non & compito facile, perché
f"(x) & una non esplicitamente controllabile somma di due addendi
di segno opposto ed ogniuno di questi € un prodotto di una funzione
razionale e la composizione di una funzione trigonometrica con una
funzione razionale. Fortunatamente possiamo semplificare la situazione
rescrivendo la formula (*) per f”(x) come prodotto di un fattore che
resta > 0 in tutto il tratto (\/g,—i-oo), e percio non ci da fastidio
anche se & complicato, ed un altro fattore g(z) che & la somma di una
funzione razionale e l'opposta della composizione della tangente con
un’altra funzione razionale :

Py = Tt (C T )(2x(m2—3)(1+x2) L )

(14 22)4 T 2 (a2 —1)2 1+ 22

RIS P




I1 secondo addendo nella formula che definisce g(x) € 'opposta della
b

composizione di tg, una funzione strettamente crescente in [O,§>,

che decresce strettamente in [1,400), quindi &

e la funzione

+ a2
tgu
strettamente crescente in [1,+00). Ma anche la funzione B (=1in
u
T
u = 0) ¢ strettamente crescente in [0 ; 5) :
Infatti,
(tgu)’ 1 tgu  u— (sinu)(cosu) = 2u —sin(2u)
w /) wcoslu o u u? cos? u ~ 2u2cos?u

é>0perogni0<u<g.

tgu T
Di conseguenza anche 'opposta della composizione di & co

n 2
U 14+
e strettamente crescente in [0 , 5) e percio possiamo addizionalmente

semplificare la situazione tramite la sostituzione di g(x) con la somma

h(z) di una funzione razionale, che & piu semplice del primo addendo
, .. . tgu
nella formula per g(x), e 'opposta della composizione di —— con una
u
funzione razionale :

T
t
() = (2?2 — 1)2 T 2(2* =3)(1 +2%)* 11 .2
= (1 + 22)5 T n2(z2 —1)2 T
1+ a2

(2?2 — 1)2 T
= h(x) .
(14 22)° (Cosl + :c2) (@)
Ora la funzione
2(x? — 3)(1 + 2?)?
w2(x? —1)2

e strettamente crescente in (1,+oo). Infatti, il denominatore della
derivata

d ((a:2 —-3)(1+ x2)2)

da (22 —1)2




_ ﬁ ((2:5(1 + %)+ (@ = 3)2(1+2%) 20 ) (8% — 1)

—2(2* = 1)2z(2* = 3)(1 + :)32)2>

g (s et -)e -

—4x(2x* —3)(1+ xz))

22 (1 +2?) 2 2 2 2 2

~ 2x(142%) (2" — 42* +11)

N (22— 1)
e ovviamente > 0 in (1 , +oo), mentre nel numeratore il fattore

at —42? + 11

¢ un polinomio di secondo grado in 2 con coefficiente di z* uguale a
1 > 0 e con discriminante 4> —4-11 = —28 < 0 e quindi > 0 per ogni
relR.

Siccome la stessa cosa vale anche per 'opposto

L
g1+x2
T

1+ 22

tgu T
della composizione di & con
u 1+z

h(z) ¢ strettamente crescente in (1,-+00).

5 » 1a loro somma

Abbiamo gia visto che f” (\/5 ) < 0 e, tenendo conto dell’'ugualita

7'(x) = ”ﬁﬁ;ﬁy (cosli‘;) hw) (#

vediamo che anche

h(v3) <0.
Verifichiamo che anche h(2) < 0:
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Usando la formula

™
22 —3)(1+a%)° BT
h(z) = 72(z2 — 1)2 - TT
1+ 22
otteniamo
50 5 21
h(2) = — — —tg—
D) =g2 "2,
50 5. T _ 5(20 - 97+/3)
o2 27 ©3 7 1872
~~
~V3
<0
Pero h(3) e gia > 0:
Infatti,
75 10 3«
h(3) = — — —tg—
(3) 472 37 ° 10
Bo10 T 5(45 — 87/3)
472 31 °3 1272
~V3
> 0.

Poiché la funzione h(z) & strettamente crescente in (1,+00), risulta
che si annulla in un solo punto 2 < a < 3 ed abbiamo

h(z) <0 per 1 <z <a, h(z) >0 per x> a.

Usando (***) si deduce che in (1,+00) f”(z) si annulla soltanto in un
punto 2 < a < 3 e valgono

f'(r)<Operl<z<a,

f’(x) >0 perz>a.

Ricordando (**) e il fatto che f ¢ dispari, concudiamo che i punti di
flesso di f sono



-3 < —a< -2, 0, 2<a<3

f & concava in (—oc0, —a),
0

Y ) Y

(_
f & convessa in (—a
f & concava in (0,a),
(

f & convessa in (a,+00) .

Poiché

sin x
(tg:)s) (logcos:v) i (logcos:c) E—

cos I), ,

log cos x (

per il calcolo del’integrale

/(tgx) ( log cos x) dx

conviene usare la sostituzione t = cosx :

/(tgm)(logcosx)dx: —/ lotgtdt: —/(logt)(logt)/dt

logt)”
=——(0§) e

(log cos x)2
S

Per trovare tutte le radici cubiche di —1 = —1+14 nel campo compesso
ci serve la sua forma trigonometrica :

| —1+i| =/ (-1)2+12= V2,
1 37

cosp=——= e sinp = , percio possiamo porre ¢ = T

V2

Sl -

ed otteniamo

3 3
—1+i:\/§(cos£+isin£>.

Ora, se z = T(COS@D + 7sin ¢) e 22 = —1 41, allora la formula di De
Moivre implica

r?’(cos(?)w) + isin(?)w)) =2 (cos % + 2 sin %) )
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cioe 13 =2 e

31#2@—#21{:%2%—1-21{:7?, ossia

o 2km 7w  2km
=Rty TS

con k un intero.

Percio le radici cubiche di 7 — 1 nel campo complesso sono

z1 = %(Cos%—l—z’sin%),

2 2
2y = f/i(cos (g—i-%) + ¢ sin (%+§>)

11 11
= %(Cosl—; +isin1—27r>

47 T 4m
23 V2 ( cos 1 + 5 + i sin 1 + 3

6 197 . 197
—ﬁ(cosﬁjtzsmﬁ),

poiché, "cos” e "sin” essendo funzioni periodiche col periodo 27, per
k = 3 riotteniamo z; , poi per k = 4 riotteniamo 2z, , e cosi via.

Rimarco. Possiamo andare anche oltre, calcolando esplicitamente

T . 117 . 19«7 117 . 19«7
— . sin — in in
cos4,s 4,cos 12,8 12,008 12,8 B
e quindi 2z, 2o, 23 . Infatti, sapiamo che
T LT 1 27 1 . 2x \/§
COS — =sin — = — COS— = ——, sin — = —
4 4 V2’ 3 27 3 2

e, usando le formule di addizione per coseno e seno

cos(by + 03) = cos(6y) cos(fy) — sin(6,) sin(6y)
sin(f; + 63) = sin(6y) cos(6s) + cos(6;) sin(6hs)
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si ottengono

117w T 27 T 27 .o 2m
COSE:cos(z—i-?):coszcos?—smzsm?
1 VB VB4
S Ta v avE
11w . o/m 2w . 2m T . 27
sm?:sm<z—l—?>:smzcos?jtcoszsm?
1 V3 V3-1

— _I_ — ,
2v2 242 22
197 197 T 47
COS —— = COS (— —27r> = coSs (Z—I—— —27r>

12 12 3
T 27 T 27 .om . 2w
:cos(z—?>:cosZCOS?jLstsm?
1 V3 V3-1
BN AR NG
197 . /197 .o/ Arw
smﬁzs1n<?—27r):s1n<z+?—27r>
Lo/m 2T LT 2m T . 27
:&n(z—?):smzcos?—coszsm?
1B VB4
T2V 2V 22

Risulta che le radici cubiche di ¢ — 1 nel campo complesso sono

1 1 1414
2 = \6/’(__‘_1_)_ +1

valVR) TR
we vB(- Gt i) < RS,
23:3/5(\/5\} —i\/_}1>:\/__1_\j£\/§+1)_
24/2 2 2/
4) : Poiché
(oG = G) Sy
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sine =1,

T

2

] sin(z — m)
2

vediamo che la funzione positiva

A S 7 at
p— H —_ —
5 T 5 @) tew

. . T “tor -
¢ asintoticamente equivalente a (5 — x) in 5 Percio l'integrale

<g — x) tgrdx

converge per i stessi valori di « che I'integrale

improprio

o
\ M—L

+3

cioeper a—1>—-1 <= a>0.

Poiché

() ()

Vit l-vin= N Y s sy

abbiamo
1

vn

1 1
T Vn Vntltn
NZES
Vi (Va+ 1+ yn)
1

(va+i-vm)

>—
vn+1++/n
2
>
vn+1
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o
Ma la serie Z T diverge, percio il criterio del confronto implica la
n
n=1

divergenza anche della serie

g(%—(m—\/ﬁ)).
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