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1) Si verifichi che la formula
+00

In(1 2,.2
Fo= [P sew
0

definisce una funzione continua F' : R — R che e derivabile in ogni punto
0# s € R. Sicalcoli la derivata F'(s) per ogni 0 # s € R.

2) Esiste una funzione olomorfa f(z) definita sul piano complesso tale
che, per z = x 41y,

Ref(z) =e ¥ (x cosx —ysinx) 7

Nel caso affermativo si trovino tutte tali funzioni f .



3) Si calcoli I'integrale improprio

+oo r
1 1
—
/ T 0= m f o mgde

usando il teorema dei residui per una curva chiusa regolare a tratti adatta
nel semipiano superiore.



Soluzioni:

1) : Siccome, per ogniz >0 e s € R,

Visle =1 k/2 1 o 1+ 5222
e —;F(Mz) 21+I(|S|ZE) ZT’

|s|=
)

_ Vsl + In(24)

1+s%22<24-¢

In(1 + s?z?%)

1+ 22 - 1+ a2
\/ + In(24
e la funzione |s|f+ 2n (24) e integrabile su [O , +oo) , la funzione F
x

e ben definita e, per di piu, per il teorema della convergenza dominata
risulta anche la sua continuita, cioé che vale

+o0o
In(1 2,2
lim F(s,) = lim /%dx
n—oo n—oo x
0
+oo
. In(1 4 s22?)
= lim ———— | dz
n—oo  1+4+a%
0 v
_ In(14s222)
- 142
= F(s)

per ogni successione convergente s, — s in R.

La derivabilita di F'(s) sotto il segno dell’integrale ¢ possibile in ogni
0 # s € R. Infatti, esiste la derivata parziale
0 In(1 + s%2?) 2522

- , >0,seR
Os 1+a? (14 22)(1 + s222) =

e,perx >0,s € R, |s| > e >0, abbiamo la maggiorazione

0 In(1 + s*2?)
Js 1+ 22

2 5222 < 2 1
Is|] (1+22)(1+4 s222) = ¢ 14 22




1
dove la funzione — e integrabile su [O ,+00). Cosi F risulta
e 1l+x?

derivabile in ogni 0 # s € R ed abbiamo

“+oo

+o0
d In(1 + s%z?) 2s1?
F/ = - =
(s) Js 1+a? de / (14 22)(1 + s222) de

0

“+oo
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Rimarchiamo che, poiché F' & una funzione pari, basta calcolare F’(s)
per s > 0: infatti, per s < 0 avremo

d
F'(s) = o F(=s) = —F'(=s) = —F'(|s]) -
S
—  Caso s > 0. Poiché
+oo xr =400
S T
/mdx:arctg(sﬂ L 25, $>O,
0
risulta
“+oo

1

Fl(s)=m—2 .
(s)=m s/ 152015 22 dz, s>0
0

Per calcolare l'integrale alla parte destra, se s # 1 allora (come visto
nell’Analisi 1) abbiamo la decomposizione in fratti semplici

1 1 1 52 1
(14 22)(1 +s222)  1—52 1422 1—52 14 5222
e risulta
xr=-400 xr=-400
F'(s)=m— 25( T arctgx . B arctg (sz) . )




1-s22 1-s22 1 — s2
S s
J— m™ =
1+s 1+s

( 1 s 7T) 1—s
=T —25 =T —8§——T

Infatti, sappiamo che esistono costanti a, b, ¢, d € R tali che
1 ar +b cr+d
1)1+ 22 1+ 1152
e queste costanti si calcolano come segue :
1= (az+b)(1+s%2?) + (ca+d)(1+2?)

=(as?+c)z* + (bs* +d)2* + (a+ )z +b+d

implica
as’+c=0
bs?’+d=10
a+c=10
b+d=1

e dalla prima e la terza equazione risulta a = ¢ = 0, mentre la
seconda e la quarta equazione hanno come soluzione

1 52

b= d=——"_.
1 — s2

1 —s2
Se invece s = 1, allora <usando il metodo di integrazione della funzione

1
> imparato nell’Analisi 1) si ottiene

(1+ 22)
400 _
/ 1 1 1 =z +1 . e
——dr = | = —arctgx = —
(1 +22)? 21+22 2V T
0

quindi anche in questo caso vale

T T v
F, — —2—:—:
(s)=m—27=5=7

Tramite integrazione per parti si ottiene

/ 1 Qo — T _/ B 2z da
1+ a2 v 1+ 22 v (1 + x2)?
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x +/2x2+2—2d
= T
1+ 22 (14 22)?

x 1 1
= 2 dr —2 [ ——=d
1122 /1+:c2 v /(1+x2)2 !

e da questa relazione si esprime

1 T 1 1
/(1+x2)2dx 1+x2+§/1+x2dx
T 1
522 +§arctg9§.

1
S 2
1
S 2

—  (Caso s < 0. Poiché F' e pari, come abbiamo visto, vale per ogni s < 0

s s
F/ = —F/ — = — e
(s) (=8) = -7~ =57
—  Conclusione :
s
per s >0
s+1
F'(s) =
s
per s < 0
8 —_
Approfondimenti.

(a) E naturale chiedersi se la funzione F di cui sopra ¢ derivabile anche
in 0 0 no. Chiaramente, la funzione derivata F’ ha limite in 0 sia da
destra che da sinistra :

lim F'(s) = lim LR )
s—040 s—0+0 s+ 1

lim F'(s)= lim —— = —x .
5—0—0 s—0-0 5 — 1

Percio c¢’e¢ da aspettarsi che F' abbia in 0 la derivata destra 7w e la
derivata sinistra —m . Che avviene veramente cosi, risulta dal teorema
seguente:

Teorema. Sia f: [a,b) — R una funzione continua che é derivabile
in (a,b) e tale che esiste il limite

L:= lin}rof’(s) eRU{—o0,+0}.
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Allora esiste la derivata destra

/ . f(s) = f(a)
fola) = lim ———b
Siano L' < L < L” arbitrari (se L = +o0, allora non c’¢ L”,
mentre se L. = —oo, allora non c¢’¢ L'). Allora esiste a < a’ < b
tale che
L'< f'(s) < L", a<s<d.

Ora il teorema del valor medio di Lagrange implica che per ogni
a < s<dad esiste un a < o, < s < d’ tale che

f(82:£<a> :f/(o_s) e (L/,L”) ‘

Cosicché

O

s—a+0 S—a

(b) Usando la definizione di F', abbiamo quindi

, F(s)— F(0 F
F—E0) = lim L& =FO oy F)
s—0+0 s—20 s—0+0 S
+o00o
. In(1 + s%z?) 1
= lim . dz .
5040 S 1+ 22
0
Ma per verificare I'ugualita
+0o0
1 2.2
lim n(1+sz). L de=m
s—040 S 1 + 1’2

0

non possiamo usare il teorema della convergenza dominata. Infatti, se
questo fosse possibile, risulterebbe

—+00

2,2
lim In(1+s%%) 1 e
$—040 S 1+ 22
0
+oo

. In(1+4s%2%) sa?
B / (Sgg}ro s2x? 14 a2 de

0



+o00
:/dezo.
0

(c) Conoscendo F'(s),s # 0, possiamo calcolare esplicitamente F'(s):

s s
™

Fls) = /F’(o)da:/ do—rin(o+1)|

oc+1 _
0 0 o=0

=mlIn(l+s) per s >0,
F(s)=F(—s)=mnln(1—s) per s <0,

cioe
F(s)=mIn (1+]s|), seR.

Usando queste formule possiamo ricalcolare F;(0) e F.(0):

F,(0) = lim (s) = lim =7,
s—0+0 S s—0+0 S
/ F In(1—
F.(0) = lim (s) = lim = n{l=s) =7
s—0—0 S s—0—0 S

La funzione u(z ,y) definita sul piano complesso tramite la formula
u(x,y) =eY(x cosz —ysinx)

puo essere la parte reale di una funzione olomorfa se e soltanto se e
armonica. Verifichiamo che e cosi :

Anzitutto le derivate parziali di v di primo ordine sono:

ou

8—(:)3,y):e_y(cosx—:csinx—ycosx),
x
ou _ : :
a—(x,y) =e¢ Y(—xcosx+ysinx —sinz) .
Y
Risultano
0?u —y . .
@(aj,y):e (=2 sinx — x cosx + y sinx)
0*u Ly . .
a—?ﬂ(aj,y):e (r cosz —ysinzx + 2 sinx)



e quindi
d*u 0%u
@(9«3?/) + a—?ﬂ(l‘,y) =0.

Ora I'armonicita di u implica che la forma differenziale

o o

ay(x,y)dfvﬂta(x,y)dy

e chiusa e, poiché il piano complesso & convesso, anche esatta. Se
v(z,y) € una primitiva della forma differenziale w, cioé una funzione
differenziabile v(z , y) sul piano complesso tale che

ov ou ov ou
%(x’y)__ﬁ_y(x’y)’ a_y(xvy)_%(xvy)a

w =

allora per la funzione f(z) := u(z,y)+v(z,y)i valgono le equazioni di
Cauchy-Riemann, quindi f sara una funzione olomorfa avendo la parte
reale uguale a u .

Di conseguenza dobbiamo risolvere il sistema di equazioni a derivate
parziali

ov ou

a—x(:ﬁ,y) = —a—y(x,y) =e Y (rcosx —ysinx +sinx)
ov ou —y :
a—y(:c,y): a—x(:c,y) =e Y(cosz —xsinz —y cosx)

Dalla seconda equazione si ottiene

v(z,y) = /(e_y (cosz — x sinx —ycosx)) dy

= —e Y(cosx —xsinz) — (cosx) /ye‘ydy

= —¢ Y(cosz —xsinz) — (cosz)( —ye ¥ —e¥) + C(x)
=e Y(zsinz+ycosz) + C(x)

ove C'(z) ¢ una funzione di solo . Troviamo successivamente C'(x) tale
che anche la prima equazione sia soddisfatta, cioe tale che

9,
—U(x,y) =e Y (sinz +x cosz —y sinz) + C'(x)

ox

sia uguale a



e Y(rcosx —ysinz +sinx) .

Risulta che C’(z) deve annularsi identicamente e quindi C'(z) dev’essere
una costante reale C'.

Concludiamo che le funzioni f(z) con la parte reale uguale ad u sono
della forma

f(z) =e¥(xcosx —ysinz) + (e‘y(:c sinx + y cosx) +C>i

=e Yz (cosw +isinw) +eVy(—sinz +icosz)+ Ci

=4 (cos z+i sinz)
=e Y(cosz+isinz)(z+iy)+ Ci
=e Vel 2+ Ci=2e7 VT 4 O = 26! @HY) 4 O
=ze” +C1,

ove C' ¢ una costante reale.

La funzione
1
Mo =1

e meromorfa sul piano complesso, con poli semplici nelle radici seste di
—1, cioe in

k—1 k—1
zk:cos(£+g)+isin(£+g), 1<k<6.

6 3 6 3
Per facilitare i calcoli rimarchiamo che
T .m A3+i
21 = COS — + 18Il — = , 21 =1,
6 6 2
Zg =1, B3 = —Z1, 24 = —21, 5= —1, % = 21 .

Tenendo conto che
P+1=(+1) (" =2 +1)
=(z—9)(z+9)(z" =22 +1)

= (z—i)(z+i)(z—zl)(z—zg)(z—z4)(z—26),

calcoliamo i residui di f nei poli 21,25, 23:

10



Res(f) = lim (z — 2) f(2)

z1 z—21

= lim !
z—z1 (z — z) (z + z) (z — 23) (z — z4) (z — ZG)
1
EEDICE e —
1
(2 +1) (21 +71) (220) (21 — =)
iy !
8i (22+41)-(Rez)- 2z - (Imz)
1 L
8i (2 +21) - (Rez) - (Imz)
1 !
8i (i+z)-(Rez) - (Imz)
l 1 l 1

i (2i4+22)-v3 i (V34+3i)-V3

1 1 1 )
5T 1 TV

Res(f) = lim (2 — 22) f(2) = lim (2 — 9) f(2)

z9 Z—292 zZ—1

. 1
iy Py ey

= lim

=z (z— i) (241) (2 — 21) (2 — 21) (2 — 26)
1
DG
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1
(E)2+)(-z—2)(—z+2)(-27)

1 1

-8 ((m)2+1) (Rez) (Imzy) - 21
1 1

-8 ((m)3+7) (Rez) - (Imz)

1 1

-8 (—i+7z) - (Rezr) (Imz)

1 1

Y (i+21) (Rez) - (Imz)

1 1 1 1

S0 (20t 2a) V3 i (VB-30)V3

1 1 1

3i'1_@'\/§:12z"(

Indichiamo, per w € C e r > 0, con 97U,  (w) e 9~ U,F (w) le curve con
lo stesso sostegno uguale al semicerchio superiore

{zGC;\z—w\:r,ImzZO},

1+iV3),

la prima orientata in senso antiorario (positivo), mentre la seconda in
senso orario (negativo) :

OTU N (w) elacurva [0, 7] 2t — w+re’ € C,

O~ Ur(w)elacurva [0,7] Dt — w+re™H =w —re € C.

Sia adesso r > 1 e consideriamo la curva chiusa regolare a tratti 7, nel
semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo

il segmento [—r, 7] con
il semicerchio 0TUF(0) .

Poiché ~, aggira i soli poli 21, 29, 23, applicando il teorema dei residui
otteniamo

]f(:c)d:c+ / F(2)dz
J )

at+UT(0
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= /f(z)dz

=27i (Pfs(f) + Res(f) + Pifs(f))

:2m'<%~(1—zv§)+%+L (1+N§))

127
1 27
p— 2 .— = —
i : T
quindi
A 2
/f(x)dx:%— / f(z)dz.
o atUL(0)
Ora vale
[ o] [ i
2)dz | = z
1+ 26
o+UT(0) o+U(0)
1
< d
< [ ||
o+U(0)
1
< d
< [ e
o+U(0)
rT
= — — 0 per r — +00
ro—1
e risulta

—+00

1 o 27
/ 1+x6dxzrkrgloo/f(x)dx:?.

—Troo

Rimarco: Poiché f e pari, risulta anche
+0o0o

1 T
de = —.
/1+x6 o 3

0
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