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Analisi Reale e Complessa, Esame del 08.02.2013

1) a) Sia x| 4 la funzione caratteristica di [0,¢] C R. Mostrare che
R% > (t,s) — Xo,4(5) € [0, +00)
¢ una funzione di Borel.

b) Sia f: [0, 4+00) — [0, +00) una funzione sommabile. Mostrare
che la funzione

[0, 400) 9t»—>/f(s)ds€ [0, 4+00)

¢ continua.
Suggerimento: Si usi il teorema della convergenza monotona.

c¢) Sia f : [0,400) — [0, +00) una funzione sommabile. Si verifichi
I'uguaglianza

j(/tf(s)d3>dtzj(<~T—S)f(8))ds, x>0,

2) E sommabile la funzione f : [0, 400) x [0, +00)] — R definita da

22 — 2

{7
1+ (x24+y?)?

flz,y) =




3) Sia U C C un aperto non limitato e sia f : U — C una funzione
olomorfa tale che lim f(z) = 0.
Z—00

[) Se U = C si dimostri che esiste un intero n e un numero complesso

a # 0 tale che lim f(j) =a

z—0o0 2

Suggerimento: si consideri la funzione g : C\ {0} — C definita da

9(z) = f(1/z).

IT) Se U = C si dimostri che esiste un polinomio p di grado n tale che
f(2) = p(z) per ogni z € C.

[IT) Se C\ U & un insieme finito e le singolarita di f sono poli, si dimostri
z
che esistono polinomi ¢; e ¢ tali che f(z) = M per ogni z € U.

qa2(2)

4) A) Sia € un numero reale tale che 0 < € < 1 e sia @, la linea spezzata
orientata di vertici 1 +1i4¢, 1 4+4, —1+17, —1 —i, 1 —7 e 1 — 2¢ nell’ordine
dato. Calcolare

. dz
el—r>% 23— 227
Qe
B) Sia ora € un numero reale tale che 0 < € < wesia~y : [¢,2mr—¢] — C
il cammino regolare definito da ~.(6) = e?. Calcolare

) dz
lim
e—0 23 — 22
e

argomentando in modo completo.



1) :

Soluzioni:

a) La funzione
R? 2 (t g S) — X[O,t](s) € [07+OO)

prende il valore 1 se 0 < s <t ed altrimenti ¢ uguale a 0. Percio ¢ la
funzione caratteristica dell’insieme chiuso

{(t,s) e R*;0 < s <t} CR?
e come tale ¢ una funzione di Borel.
b) Poiché f > 0, la funzione

“+o00

F:[0,400) 9t»—>/f(s)d5: /X[O’t)(s)f(s)ds

- / Yo (5)F(5)ds € [0, +00)

0

¢ crescente. Per ogni successione crescente 0 < t;, ¢ il teorema della
convergenza monotona crescente implica
—+o00 “+o00

F(t) = [ X016 ds 7 [ xg ofs)5(s)ds = o).
percio
F(t—0)=F(t).

Similmente, per ogni successione decrescente t; ~\, ¢t > 0 abbiamo per
il teorema della convergenza monotona decrescente
“+oo

+00
+00> (1) =[x 0&F)d5 N [ x0a(0)f(5)ds = F),
0 0
quindi anche

F(t+0)=F(t).
Risulta che in ogni punto ¢ € R il limite sinistro di F' coincide con il
limite destro, cioe F' & continua.



Osservazione:

E da menzionare che gia per una funzione f : [0, +00) — C che &
assunta sommabile solo localmente, cioe su ogni sottoinsieme compatto
di [0, +00), e non necessariamente positiva, la funzione

+o0

t
F:[0,+00) 9tr—>/f(s)ds: /X[(),t](s)f(s)ds eC
0 0
risulta essere continua.
Sia infatti t +1 >t — ¢ in [0, +00) . Allora le funzioni
fk:[O,—i—oo)BSMX[O’tk](s)f(s)GC, k>1
convergono quasi ovunque (non in s = ¢ se infiniti ¢ sono < t) a
[0,+00) 2 5 x[o 4(5)f(s) €C
e poiché abbiamo

()] < Xpoep) (IS, s €[0,+00) k >1,

dove Xy ;41| f| € sommabile, per il teorema della convergenza dominata
risulta che

F(t) = [ fs)ds — [ xqo)f(5)ds = F(0).

Concludiamo che F' ammette limite uguale a F'(t) in ogni ¢t > 0, quindi
F' & continua in ogni t > 0.

c¢) Per il teorema di Tonelli avremo

/x(/tf(é’)ds>dt: j(jx[o,t](s)f(s)ds)dt

— [ xwa@ st

[0,z]x[0,z]

se verifichiamo che la funzione
[va] X [O,ZL‘] > (Svt) — X[O,t](s)f<s) € [07+OO)

¢ misurabile. Ma per a) la funzione
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R? 3 (t,s) — X|94(5) €[0,+00)
e di Borel, quindi misurabile, e la misurabilita di
[0,2] X [0,2] 2 (t,s) — f(s)
risulta facilmente dalla misurabilita di f:

Per ogni aperto U C R la controimmagine f~'(U) C [0, +0c0) &
misurabile, percio anche la controimmagine

{(t,s) €[0,2] x[0,2]; f(s) €U} =1[0,2z] x ([0,z]n f71(U))
¢ misurabile.

Applicando ora di nuovo il teorema di Tonelli, con il ruolo delle variabili
scambiato, risulta

T

/ Xjo4(8)f(s)dsdt =/x</x[o7t](8)f(s)dt>ds

[0,2] %[0 ,z] 0
_ / ( / X[O’t](s)dt) F(s)ds
- / ( / Nje (1) dt) £(s) ds
=]((x—s)f(s))ds

e concludiamo che

T

/(/tf(s)ds>dt:/m((:p—s)f(s))ds7 r>0. )

0

Osservazione:

Anche per la validita di (*) basta che f sia una funzione complessa
definita su [0, +00) e localmente sommabile (Esercizio!). Non ¢ difficile
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verificare (Esercizio!) che, sotto questi ipotesi su f, se esiste I'integrale
improprio

t—+o00

lim [ f(s)ds e C
/

allora abbiamo

T

s [ / flo)ds)at = Jim / Flds
0 0

0

ma l'implicazione reciproca non ¢ vera (vedi il caso f(s) = sins). Si
400

dice che l'integrale improprio / f(s)ds converge nel senso di Cesaro

0
se esiste

xl_i)rg@%j(jf(s)ds)dté@
0 0

o, per (*) equivalente, se esiste

T

wgrfoo (1 - %) f(s)ds e C.
0

Come abbiamo visto, la convergenza usuale dell’integrale improprio

implica la sua convergenza nel senso di Cesaro allo stesso limite.

Integrali impropri nel senso di Cesaro sono particolarmente utili nella
teoria della trasformazione di Fourier:

Per esempio, la formula di inversione
+oo  +oo

1 —its ixt —
o (/f(s)e ds)e dt = f(x)



vale per qualsiasi funzione continua sommabile f su R se il secondo
integrale nella formula ¢ preso nel senso di Cesaro (Teorema di Fejér).
Una dimostrazione si trova, per esempio, nel libro (Teorema 49.3)

T. W. Korner: Fourier Analysis, Cambridge University Press, 1988 .

La funzione f & continua e quindi misurabile. Percio la sua sommabilita
e equivalente alla validita di

/ |f(z,y)|dzdy < +00.
[0,4+00)%[0,+00)

Per il calcolo dell’integrale di cui sopra ci conviene passare a cordinate
polari. Poiché

[0,400) X [0,400) = {(pcosG,psin@);O§p<—i—oo,0§9§ g}7

otteniamo
|22 — 3|
dedy = dxd
[ vewiaa- [
[0,+00)%x[0,+00) [0 ,400) %[0 ,+00)
/ p?| cos? § — sin? 0|
= pdpdf
// 1+ pt P
+oo 2
P
- </ 4dp>(/|cos26’—sin26\d9).
1+p
0 0
Ora
+oo
[
1+ p4
0
400 +o00
s=p? 1 S 1 (1+52)/ ) s=+4o00
= = = — ds = - In(1 =
2/1+52 4/ T2 0 n(l+ s) . +0o0
0 0



3 b m
1
/|00829—Sin29|d9: /|cos(26’)|d9:§/|cost|dt
0 0 0

implicano

™

2
= %(/costdt—/costdt)
0

/ (@, y)|dedy = (+00) - 1 = +oo,

[0,400)%X[0,+00)

percio f non e sommabile.

I) Come suggerito sia g : C\ {0} — C definita da g(z) := f(1/2).

Abbiamo

limg(z) = lim f(z) =00 .
z—0 Z—00

Quindi g ha una singolarita isolata polare in 0 e, detto n 'ordine del
polo, esiste un numero complesso a # 0 tale che lir% g(z)z" = a. Percio
z—

f(2)

z—o0 "

lim

IT) (Primo metodo). Siccome f & olomorfa su C il raggio di convergenza
dello sviluppo in serie di potenze di f in 0 € +o00. Quindi per ogni z € C

si ha

F9(0)

dove q; =
7!

= ll_I}I(l)g(Z)Z =a.

—+00

f(z) = Z a2

=0

. Di conseguenza per ogni z # 0 abbiamo

f2)  Yihpar | Clnawr
o 2" 2m -
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n i +oo n i +o0
Q2 . Q2 )
— 21_0 + CLiZ’L n _ 21_0 + an+izl )
zZ" z"
i=1

i=n+1

Si noti che, siccome per ogni z € C\ {0} si ha

I

— i) Yiowd
i=1
la serie "7 a,,;2° converge per ogni z € C\ {0} e per la teoria delle
serie di potenze definisce una funzione h olomorfa su tutto C.

n i
. . e e . f(z . i—o Qi%
Siccome esistono finiti i limiti lim Q = g e lim L = a,
z—o00 N Z—00 AL
esiste finito anche il limite lim h(z).
Z—00

Se ne deduce che la funzione h e limitata e per il teorema di Liouville
deve essere costante. Siccome h(0) = 0 si ottiene che h ¢ la funzione
nulla e a; = 0 per ogni ¢ > n. In conclusione f(z) = > " ja;z" e a
a, = a.

IT) (Secondo metodo). Siccome f ¢ olomorfa su C il raggio di conver-
genza dello sviluppo in serie di potenze di f in 0 ¢ +00. Quindi per

ogni z € C si ha
“+o0o
f(z) = Z a;2"
=0

F9(0)

+0o0
con a; = ———=. Di conseguenza, per ogni z # 0 si ha g(z) = g a;z"".
=0

7l

i
Inoltre abbiamo gia visto nella dimostrazione di I) che g(z) ha un polo
di ordine n in 0, percio per ogni ¢ € Z esiste una succesione b; € C tale
che tale che per ogni z € C si ha

f(z) = Z biz' + Z b_iz ",
=0 i=1

Per 'unicita dello sviluppo in serie bilatero abbiamo b; = 0 per ¢ > 0,
a; =b_; per 0 <i<nea;=0peri>n. In particolare

f(z) = Zaizi per ogni z € C.

=0



Complemento: 'unicita dello sviluppo in serie bilatero.

Dimostriamo qui l'unicita (enunciata senza dimostrazione a lezione)
dello sviluppo in serie bilatero per una funzione olomorfa su una corona
circolare.

Lemma (unicita dello sviluppo in serie bilatero).

Sia C' una corona circolare aperta di centro zy, raggio interno r e raggio
esterno R conr,R. Sia f: C — C una funzione olomorfa. Per ogni
J €Z sia a; € C tali che

fz) = Z a;(z — z0)’ + Zafj(z — 29)77

per ogni z € C'. Siar < p < R e sia v, la circonferenza di centro 2 e
Taggio p percorsa in Senso antiorario.

1
Allora per ogni j € Z st ha ay, = 3 (Z_f(#dz.
Yp

In particolare se

+o0 ~+00 +0oo +oo
D aj(z—z20) + ) aj(z—2)7 = biz—2) + Y bj(z—2)"
=0 =1 =0 =1

per ogni z € C allora a; = b; per ogni j € 7.

Dimostrazione: Siccome le serie

+oo +oo
Z aj(z — z) e Z a_j(z —2zp)™’
=0 j=1

convergono uniformemente sui compatti di C' anche le serie di potenze

+oo +o0
Z a;(z — z) " e Z a_j(z — z) 0 F !
j=0 J=1

convergono uniformemente sui compatti di C' e in particolare su ,.
Inoltre per ogni z € C' si ha

f(2) — j—k—1 — —j—k—1
W:;aj(z—zo) +;a_j(z—20) :
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Quindi )
f(z _
/vp (z — Zo)k“dz B

— /% (io a;(z — zo)jk1> dz + /% (i a_j(z — zo)jk1> dz =

7=0
+o0 . Yoo |

— Zaj/ (2 — 2) " Ldz + Za—j/ (2 — 29) 7 1dz
7=0 Ve =1 Y

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la convergenza uniforme su 7,
di

+oo +oo
Z a;(z — z) " e Z a_j(z — z) 7 F
=0 j=1

0, equivalentemente, la convergenza uniforme sull’intervallo [0, 27| delle
serie di funzioni continue

] k— 1 2 —j—k—1__. 0
E Clj ,06 (S E CL,J pe pLe .

Siccome l'integrale / (z — 29)™dz ¢ nullo per ogni intero m # —1 (in
o/
questo caso ’

1
(z — 20)™dz = —1d(z —z)" e / (z — 20) 'dz = 27rz')

m + v
si ottiene infine
z
/ L“dz = 2miayg.
" (z — 2z)F+
1) Sia C\U = {z1,--- , 2z}, siano zy,- - - , z; poli per f esianony,--- ,m

le loro ripettive molteplicita. Definiamo il polinomio ¢, ponendo ¢y(z2) :
!

H(z — 2;)". Per costruzione il prodotto ¢ - f definisce una funzione

j=1

olomorfa su U che ammette solo singolarita isolate eliminabili nei punti

21, , 2. Inoltre lim ¢a(z) - f(2) = oco. Allora per il punto II) esiste
Z—r 00
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un polinomio ¢; tale che ¢3(2) - f(2) = ¢qi1(z) per ogni z € U. Se ne
conclude che f(z) = @ (z) per ogni z € U.

q2(2)

A) La funzione k(z) := ——— ¢ olomorfa fuori dai punti 0 e 1. In 0
23—z

ha un polo di molteplicita 2 e in 1 ha un polo semplice. I residui nei
poli sono i seguenti:

Res(k, 1) = lim(z — 1)——— — 1,

z—1 23— 22

. d 22 . d 1 ) -1
Res(k, 0) = Iy 7 (_) gy (?) TG

Sia a : [-7/2,7/2] — C il cammino definito da a.(#) := 1 + ee®.

Per il teorema dei residui si ha

d d
/Q _% /a rzﬁ = 2mi(Res(k,1) + Res(k,0)) = 0.

23 2
€

Quindi
. dz . dz
lim ——— = —lim )
e—0 23 — 22 e—0 23 — 2’2
Q€ Qe

Siccome a, € un arco della circonferenza di centro 1 e raggio e che
percorre un angolo orientato indipendente da € e di ampiezza pari a m,
per il lemma del piccolo cerchio si ha

dz

11_1}15 Sz = miRes(k,1) = +mi

e in conclusione
) dz .
lim —_ = —TT1.
0 Jo 23— 22
€

B) Sia S, il cammino supportato sull’arco di circonferenza centrato in
1, contenuto nel cerchio unitario, che connette gli estremi di 7, percorso
in senso orario. Per il teorema dei residui abbiamo

/ o / L omi(Res(h,0)) = ~2ni

g 2 = 2"
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Quindi il limite voluto & determinato da lim .
e—0 Be 23— 22

calcolare questo limite non possiamo applicare direttamente il lemma
del piccolo cerchio perché I’angolo percorso da . dipende da e: tuttavia
sara sufficiente adattare la dimostrazione del lemma del piccolo cerchio
a questo caso particolare.

1
Siccome k(z) = ——— ha un polo semplice in 1 con residuo pari
23—z

a 1 esiste una funzione [(z) olomorfa in un intorno V di 1 tale che

Si noti che per

k(z) = =1 +1(z) per ogni z € V. Siccome || & limitato in un intorno

di 1 e la lunghezza di . tende a 0 per € che tende a 0, si ha

lim [ I(2)dz=0.

e—0 Be

Inoltre siccome (. € un arco di circonferenza centrato in 1 percorso in
senso orario si ha

: 1 .
lim dz = —0.1

e—0 Be z —
dove J. & 'ampiezza assoluta dell’angolo (minore di 7) compreso tra
la semiretta uscente da 0 e passante per e e la semiretta uscente
da 0 e passante per e “. Si noti che questo angolo ¢ un angolo alla
circonferenza (unitaria e centrata nell’origine ) il cui corrispondente

angolo al centro misura 27 — 2¢: quindi la sua ampiezza ¢ 6. = 7 — €.

Di conseguenza otteniamo

lim L = lim (
Be

+ l(z)) dz =

e—0 8 23— 22 e—0 z—1
€
= lim dz =lim — 4§ = lim — (7 — €)1 = —mi.
e—0 8 z — e—0 e—0
€

In conclusione abbiamo

lim L = —27i — lim dz

= —2mi + 7 = —mi .
e—0 23 — 22 e—0 23 — 22
Ye Be

13



