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Calcolo 1, Esame scritto del 08.06.2009

1) Consideriamo la funzione

a) Determinare il dominio (massimale) di f .

b) Trovare tutti gli asintoti di f.

c) Trovare tutti i massimi e minimi locali di f.

)
)
)
)

d) Tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Determinare una primitiva della funzione

T




3) Trovare tutte le radici quarte complesse del numero v/3 44, cioe tutti
i numeri complessi z soddisfacenti ’equazione

A=V3+1.

4) Determinare i valori del parametro reale « per cui il seguente integrale

improprio converge :
“+oo

6x/2
——dr.
/ (er =)™

5) Dire se converge la serie
= ((2n))”
2 T ()

e si giustifichi la risposta.



1) :

Soluzioni:

a) Il dominio di f consiste da tutti i numeri reali x per quali 4*+z # 0,
quindi per determinare il dominio di f dobbiamo trovare i zeri di 4*+x .

Poiché
T r_ =
(4" +2) = 4" (log4)+1>1
>0 ]
e quindi la funzione 4* 4 x ¢ strettamente crescente, non puo annularsi

piu di una volta. D’altro canto, vedendo che

3
L2 40=1>0ed '+ (-1)=-><0,

4
ne accorgiamo che 4% + x deve annularsi tra —1 e 0. Infatti, si trova
1 1 - 1
che 4 4+ z si annulla in —3° 477 — 5= (\/4_1) - 5 =0.
Concludendo, il dominio di f e
1 1 1
R\Ss—=¢=|—00,—= |JU|—= .
b) Poiché
lim f(z)= lim xx = +o00,
:c—>—%—0 :c—>—%—0 4 4+
N——
>0
lim f(z) = lim = = —00,
z——240 z——340 4 +x
——
<0 per —%<x<0
1
f ha un asintoto verticale in r = — 3 sia da sinistra che da destra.
Si vede poi che esistono i limiti
1 1
lim f(z)= lim —3 = =1,
T— —00 Tr— —00 4 0
—+1 —+1
T T
x
li = lim — =0- =0.

Cosicché y = 1 e asintoto orizzontale per x — —oo e y = 0 ¢ asintoto
orizzontale per x — +00.



c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

47 +x —x(4%(log4) + 1 @
f'(x) = :c< zg ) = x4 5 (1—xlogd).
(4" + ) (4" + )

1 1 1 1
Poiché f’ si annulla in @, e > 0in <—oo,—§) U <— 57@)

1
ede <0in ( ——, 400 |, risulta che f &
log 4

1
strettamente crescente in (— 00, — 5) ,
. 1 1
strettamente crescente in | — -, —— |,
2 log4

1
strettamente decrescente in (— ) +oo) .
log 4

1
In particolare, oad ~ 0,7213 ¢ un punto di massimo locale.

0g
Calcoliamo anche il valore di f in questo punto :
1 1
1 log 4 log4 1
= = = ~ 0,2097.
f<10g4) 4@+ 1 1 1+elog4 ’

log 4 e log 4

Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :
xr | —oo —1/2 1/log4 + o0
f + * + 0 —

f 1 /7 +4oox—o00 J 1/(1+4elogd) N, 0

d) Usando le informazioni di cui sopra, e facile tracciare il grafico di f:
y = 1 e asintoto orizzontale di f per x — —oo. Il grafico di f sale da

1 fino a 400 inx:—i,poisaleda —00 inx:—§ fino al punto



1
, ~ (0, 7213,0,2097), I qual
log 4 1+elog4) ( nel quate
ha tangente orizzontale, dopo di che scende verso 'asintoto orizzontale
y =0 per x — 400.

di massimo locale (

Il grafico di f:

N[

—

(o]

QR ..
'S

Commenti sui punti di flesso di f.

Guardando il grafico di f ci accorgiamo che attorno al punto di massimo

locale la funzione f dev’essere concava, mentre avvicinando da
0g

sopra l’asintoto orizzontale y = 0 per x+ — +oo, f deve diventare

convessa. Percio tra e +oo dovrebbe esistere almeno un punto di

log 4

transizione da concavita a convessita, cioe un punto di flesso.



Ma contemplando il grafico di f si vede anche che alla parte sinistra

dell’asintoto verticale v = — 3 la funzione f e convessa, mentre alla
1
parte destra, almeno fino al punto di massimo locale Toad’ f & concava.
0g
< . 1. .
Cosi I'asintoto verticale z = — = si comporta come un punto di flesso

di f: passando dalla sua parte sinistra alla parte destra, la convessita
di f si cambia in concavita.

In questi commenti ci proponiamo di identificare tutti i punti di flesso
di f e stabilire gli intervalli di convessita e di concavita. A questo fine
calcoliamo la seconda derivata di f:

f%@::§;<aﬁiz?4?@—ﬂrbg®)

2 <4x(log 1) + 1)

= _ 4*(1 — 2 log 4
(1 a) (1= logd)

1 1
b 4%(log4)(1 — x log4) — ——— 4%(log 4
1) (log4)(1 — z log4) 1o (log4)

45[7
= mg(f)
dove
glx)= —2 <4x(10g4) + 1) (1 —zlog4) + (4:0—1- z) (= z(log4)?)
= 24"(log4)? — 2 - 4"(log4) — 2*(log 4)* + 22 (log4) — 2
= 4%(log 4) (:c (log4) — 2) - (x(log4) - 1)2 —1.

Tenendo conto della discussione della funzione 4% 4+ x svolta nel punto
a), risulta per il il primo fattore nell’espressione di f”(x)

()

2

4* <0 perx<—%
(4x+x)3 >0 perz>—1i-

Riguardante il secondo fattore g(z) si vede subito che




logd) —2 < < .
g(z) < 0 per x(log4) _0<:>£B_10g4

2
Per trovare il segno di g(z) per x > Toad’ calcoliamo prima la derivata
0og

d(z) = 4%(log 4)? (m(log 4) — 2) + 4% (log 4)* — 2(:6 (log4) — 1) (log 4)
— 4%(log 4)? (:E(log 4) - 1) - 2<at(log 4) - 1) (log 4)
- (x(log 4) - 1) (log 4) <4x(log 4) - 2) .

Risulta che

!
>
g'(z) > 0 per x_logél

e quindi la funzione g(x) ¢ strettamente crescente per x >

2
<0
g<10g4) ’

3 N
9(10g4) = 4" (log4) — 2% — 1 = e*(log4) — 5 > 0,

1
Togd” Poiché

3
esiste un Togd <a< o 4 con g(a) =0 ed abbiamo
<0 perx<a
g(x) { : (**)
>0 perx>a

Rimarchiamo che non e difficile ottenere anche stime piu precise per a .
Per esempio, poiché

5 5 1 9 5 13
— 47T (logd) = — 2 — 1= e?log2 — —
g<210g4) (log )5 — 7 ¢ log2- >0,

e 2,5
log 4 “ log4 "

vale in verita
Ora (*) e (**) implicano che

1
f"(xz) > 0 per x > ~5



1
f"(x) <0 per —5<z<a,
f"(xz) > 0perz>a.

e concudiamo: f ha un solo punto di flesso
e 2,5

a
log 4 log 4

1
f e convessa in <_OO’_§)’
. : 1
f & concava in (— 5,@),

f e convessa in (a,+00) .

2) : Prima soluzione. Possiamo usare la sostituzione t = /z + 1:

r=t>—1, dz=2tdt.

21
/ C_dr = /t 2tdt:/(2t2—2)dt
r+1 t

Si ottiene

2 2 _

IR T
3 3

:2(x—21)))\/$—+1+0.

= (2 v+ 1),, possiamo

Seconda soluzione. Osservando che

1
Vo +1

usare integrazione per parti e otteniamo

/ < dx:xQ\/x+1—/2\/x—l—1dx

z+1
3/2
=2xvx + —2%—1—0

4
:2x\/x+1—§($+1)\/x—|—1+0

20 —4
x?) vVe+1+C

_ 2(x = 2)vVxr+1
3

+C.




Per trovare tutte le radici quarte di v/3+4 nel campo compesso ci serve
la sua forma trigonometrica :

V3+i|=1/(V3) +12=V4=2,
- 1 N :
Cosy = 3 e siny = 5 percio possiamo porre ¢ = 5
ed otteniamo - -
\/§+i:2<cosg+isin6>.

Ora, se z = r(comﬁ + ¢sin ¢) e z* = /3 + i, allora la formula di De
Moivre implica

r*(cos(4¢) +isin(41)) =2 (cos% + isin %) ,

cioe r* =2 e
4 =p+2km = % + 2km, ossia
e 2km m km
VLT Tt
con k un intero.
Percio le radici quarte di v/3 + i nel campo complesso sono
2 = {L/ﬁ(costbk —I—z'sinwk)
ove
T (k=17

— = =1,2,3,4
24+ 2 ) k ’73’ )

Uy =

poiché, "cos” e "sin” essendo funzioni periodiche col periodo 27, per
k = 5 riotteniamo z; , poi per k = 6 riotteniamo 2z, , e cosi via. In altre
parole, le radici quarte di v/3 4 4 nel campo complesso sono

T T
21 = \/5 (cosﬂ + ¢ sin ﬂ)

o T 7r z
22—\/5((:08(24 2)+ZSIH<24 2))

o 137
—f( sﬂ—i-zsmﬂ)



z3:\4/§(cos(24+7r)+z’sin(24+7r))

T . 2bm
—f(cosﬂ—l—21 ﬂ)

2l ) )

,377T

Rimarco. Possiamo andare anche oltre e calcolare esplicitamente
21 ,%2,%3,%4 -

Anzitutto, usando le formule di addizione per coseno e seno

cos(6y + 63) = cos(6y) cos(h2) — sin(f;) sin(6s) ,
sin(f; + 63) = sin(6;) cos(6s) + cos(6;) sin(6y)

si ottiene

s s s
COS Y41 = COS (wk + 5) = COS Y COS 5~ sin vy, sin 3 = —sinyy,

sin ¢, = sin (wk + g) = sin ¥ cosg + cos Yy, sing = COoS Yy,
e quindi
Zpyl = V2 ( cOS Y11 + 1 sin wkﬂ) = \75( — siny + 7 cos wk)
= iV2(costy +isiney) =iz,

™ T
Di conseguenza, se calcoliamo cos 21 e sin 21 allora avremo le formule
esplicite

21 = %(cosl—i-zsml)

24 24
Z9 :izl,
2,
23 =121 = —Z21,
Z4 = ’é321 = —’éZl .

10



m . T . .
Per calcolare cos — e sin — , useremo le formule trigonometriche

24 24
o0 14 cosf . o0 1—cosf
cos” — = ————, sin — = ——
2 2 2 2
™ . .
con 9:6 si ottiene
T V3
, 1+cosg 1+7 2+/3 4423
COS™ — = = = =
12 2 2 4 8
(V3 +1)?
=g
(:osl—\/§+1
12 2y2
T
. g— "
e poi, con 15
T, V3l
00821:1+COSE: 2v2 :2\/§+\/§+1
24 2 2 4+/2 ’
T 1_@
i SN M VB Y
24 2 2 4:/2 ’
cioe
T
0051—1+COSE—\/2\/§+\/§+1
24 2 B 2/2 ’
T
o 1+cosﬁ V2v2 -3 -1
sin — = = ,
24 2 2v/2

Concludiamo che le radici quarte di v/3 414 nel campo complesso hanno

11



la forma esplicita

z1:%<\/2\/§+\/§+1+¢\/2f—¢§—1),
2 = —%<\/2¢§—¢§—1—¢\/2¢§+¢§+1>,
2= —%(\/2¢§+\/§+1+¢\/2\/§—J§—1),
z4:%(\/2\/§—\/§—1—2'\/2\/§+\/§+1).

Poiché
e?/? B e(ém)x B e(5+a)x < 2 )O‘ 1
(ex _ e—x) - (e2x _ 1)O‘ - 20‘ e2r _ 1 T
e (1)
l+a x o
.oe\2 2x 1
glgli% 2 (eh — 1) - 2_a € (0, +00),
vediamo che la funzione positiva
0 em/2 kkok
( ’+OO)9$H(ex—e—x)°‘ (*4%)

e asintoticamente equivalente a — in 0. Percio l'integrale improprio

632/2
—=d
[

0

converge per i stessi valori di « che I'integrale

1

1
—dz
xa

0

cioe per a < 1.

12



D’altro canto,

ex/2 _ 1 . %_a)x

(6:v _ 6—m)a (1 _ 6—2x)°‘

li —1 =1€(0
:E—1>r-|{loo (]_ — 6—290)06 - € ( ’_I_OO) ’

1

quindi la funzione (***) & asintoticamente equivalente a 6(5_0‘)9” in
+00 . Percio l'integrale improprio

e em/2

——dx

[y

1
converge per i stessi valori di « che 'integrale

“+oo

/e(é_o‘)xdx ,

1 1
cioe per §—a<0 — oz>§.
Concludiamo che l'integrale improprio

“+00

ex/2
—d
[

0
1
converge se e soltanto se 5 <a<l.

La serie e a termini positivi e, per evitare il difficile lavoro con radici
di fattoriali, cerchiamo usare il criterio del rapporto :

Il raporto del termine (n 4 1)-esimo ed il termine n-esimo ¢

((2n+2)1)
(n+ 1)) ((3n+3)!) _ (2n +1)*(2n + 2)?
((2n)!)* (n+1)(3n+1)(3n+2)(3n +3)

[GIEDY
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ed il suo limite e quindi 7 < 1. Percio possiamo applicare il criterio

del rapporto e risulta che la serie ¢ convergente.
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