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1) Usando l’identità

arctgx

x
=

1∫

0

1

1 + x2y2
dy

ed il teorema di Fubini-Tonelli, si calcoli

1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx .

2) Siano a , b ∈ C con |a| < 1 e |b| = 1 . Si verifichi che la formula

fa,b(z) = b
z − a

1 − az
definisce una funzione olomorfa fa,b sul disco aperto di centro 0 e raggio
1

|a| . Poi si dimostri, usando il principio del massimo, che fa,b applica il disco

aperto U1(0) =
{
z ∈ C ; |z| < 1

}
in se stesso, cioè che abbiamo

fa,b

(
U1(0)

)
⊂ U1(0) .

Vale addirittura

fa,b

(
U1(0)

)
= U1(0) ?
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3) Indicheremo con ln la funzione olomorfa (ramo olomorfo del logaritmo
che è una funzione multivalente) definita nel dominio

{

ρeiθ ; ρ > 0 ,− π

2
< θ <

3π

2

}

tramite ln
(
ρeiθ

)
:= ln ρ + iθ

(

per esempio, ln(−1) = iπ e ln i =
iπ

2

)

.

Si calcoli l’integrale improprio

+∞∫

−∞

ln x

1 + x2
dx = lim

r→+∞
0<ε→0

( −ε∫

−r

ln x

1 + x2
dx +

r∫

ε

ln x

1 + x2
dx

)

usando il teorema dei residui per una famiglia adatta di curve chiuse regolari
a tratti nel semipiano superiore. Poi, confrontando gli integrali

0∫

−∞

ln x

1 + x2
dx e

+∞∫

0

ln x

1 + x2
dx ,

si calcoli
+∞∫

0

ln x

1 + x2
dx .
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Soluzioni:

1) : Poiché

arctgx

x
=

1∫

0

1

1 + x2y2
dy ,

abbiamo
1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx =

1∫

0

( 1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dy

)

dx .

Ma, applicando il teorema di Tonelli alla funzione positiva continua

[0 , 1) × [0 , 1) ∋ (x, y) 7−→ 1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
,

si ottiene

1∫

0

( 1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dy

)

dx

=

∫∫

[0 ,1)×[0 ,1)

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dxdy

=

1∫

0

( 1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dx

)

dy

e quindi

1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx =

1∫

0

( 1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dx

)

dy . (*)

Resta di svolgere le integrazioni alla parte destra di (*).

Per calcolare
1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dx
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(che esiste per ogni y ∈ R) usiamo la sostituzione

x = sin t , dx = cos tdt

ottenendo

1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dx =

π/2∫

0

1

(1 + y2 sin2 t) cos t
cos tdt

=

π/2∫

0

1

1 + y2 sin2 t
dt .

Ora abbiamo da integrare una funzione razionale in cos2 t e sin2 t ,
perciò una sostituzione adatta per ridurre il calcolo all’integrazione di
una funzione razionale è

u = tgt , du =
1

cos2 t
dt = (1 + tg2 t)dt = (1 + u2)dt .

Poiché

sin2 t = 1 − cos2 t = 1 − 1

1 + tg2 t
= 1 − 1

1 + u2
=

u2

1 + u2
,

risulta

1∫

0

1

(1 + x2y2)
√

1 − x2
dx =

π/2∫

0

1

1 + y2 sin2 t
dt

=

+∞∫

0

1

1 + y2 u2

1 + u2

· 1

1 + u2
du

=

+∞∫

0

1

1 + (1 + y2)u2
du

=
1

√

1 + y2

+∞∫

0

d
(√

1 + y2u
)

1 +
(√

1 + y2 u
)2

=
π

2

1
√

1 + y2
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e, usando (*), deduciamo

1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx =

π

2

1∫

0

1
√

1 + y2
dy .

Adesso la sostituzione che ci porta al più presto al fine desiderato è il
seno iperbolico :

y = shs , dy = chsds .

Il calcolo ci dà
1∫

0

1
√

1 + y2
dy =

arsh1∫

0

1

chs
chsds =

arsh1∫

0

ds = arsh1

e quindi

1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx =

π

2
arsh1 .

Per concludere, dobiamo calcolare arsh1 , cioè il numero λ ∈ R per cui

1 = shλ =
eλ − e−λ

2
⇐⇒

(
eλ

)2 − 2eλ − 1 = 0 .

Ma le radici dell’equazione t2 − 2 t− 1 = 0 sono t1,2 = 1 ±
√

2 e risulta
che eλ = 1 +

√
2 , λ = ln

(
1 +

√
2
)
. Di conseguenza

1∫

0

arctgx

x
√

1 − x2
dx =

π

2
ln

(
1 +

√
2
)

.

2) : Useremo le notazioni :

• per il disco aperto di centro zo ∈ C e raggio r > 0 :

Ur(zo) =
{
z ∈ C ; |z − zo| < r

}
;

• per la circonferenza di centro zo ∈ C e raggio r > 0
(
la frontiera di Ur(zo)

)
:

∂Ur(zo) =
{
z ∈ C ; |z − zo| = r

}
.
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Se a = 0 , allora fa,b(z) = bz è ovviamente una funzione olomorfa in
C che applica U1(0) su se stesso. Perciò ci restringeremo nel seguito al
caso a 6= 0 .

Poiché i polinomi z − a e 1− az sono olomorfe e 1− az si annulla solo

in
1

a
, fa,b è una funzione olomorfa in

C\
{ 1

a

}

⊃ U 1

a
(0) ⊃ U1(0) .

Per z ∈ ∂U1(0) , cioè un z ∈ C con |z| = 1 , abbiamo

fa,b(z) = b
z − a

z z − az
=

b

z

z − a

z − a
,

quindi |fa,b(z)| = 1 . Per il principio del massimo risulta che

|fa,b(z)| ≤ 1 , z ∈ U1(0)

e che potremmo avere |fa,b(zo)| = 1 per un zo ∈ U1(0) solo se fa,b fosse
costante, che non è vero :

fa,b(0) = −ba 6= 0 = fa,b(a) .

Di conseguenza fa,b

(
U1(0)

)
⊂ U1(0) .

Risolvendo ora l’equazione fa,b(z) = w si trova

z = b
w + ab

1 + a bw
= fb ,−ab(w) .

Perciò fb ,−ab è la funzione inversa di fa,b . Poiché, come abbiamo visto
qui sopra, abbiamo

f −1
a,b

(
U1(0)

)
= fb ,−ab

(
U1(0)

)
⊂ U1(0) ⇐⇒ U1(0) ⊂ fa,b

(
U1(0)

)
,

concludiamo che fa,b

(
U1(0)

)
= U1(0) .

3) : Indichiamo

f(z) :=
ln z

1 + z2
, z ∈ C\

(

{i} ∪
(
i(−∞ , 0]

))

.

Allora f è una funzione meromorfa con un polo semplice in i ed il suo
residuo in i è

Res
i

(f) = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

(z − i) ln z

1 + z2
= lim

z→i

ln z

z + i
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=

iπ

2
2 i

=
π

4
.

D’altro canto indichiamo, per ogni ρ > 0 , con ∂+U+
ρ (0) e ∂−U+

ρ (0) il
semicerchio

{
z ∈ C ; |z| = ρ , Imz ≥ 0

}

orientato contro il senso delle lancette rispettivamente nel senso delle
lancette :

∂+U+
ρ (0) è la curva [0 , π] ∋ t 7−→ ρeit ∈ C ,

∂−U+
ρ (0) è la curva [0 , π] ∋ t 7−→ ρei(π−t) = −ρe−it ∈ C .

Siano adesso 0 < ε < 1 < r e consideriamo la curva chiusa γε,r nel
semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo

il segmento [−r ,−ε] ,

il semicerchio ∂−U+
ε (0) ,

il segmento [ε , r] ,

il semicerchio ∂+U+
r (0) .

Per il teorema dei residui abbiamo
∫

γε,r

f(z)dz = 2πi Res
i

(f) =
π2i

2
,

quindi

−ε∫

−r

f(x)dx +

∫

∂−U+
ε (0)

f(z)dz +

r∫

ε

f(x)dx +

∫

∂+U+
r (0)

f(z)dz =
π2i

2
,

−ε∫

−r

f(x)dx +

r∫

ε

f(x)dx =
π2i

2
+

∫

∂+U+
ε (0)

f(z)dz −
∫

∂+U+
r (0)

f(z)dz .
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Ora la stima
∣
∣
∣
∣

∫

∂+U+
r (0)

f(z)dz

∣
∣
∣
∣
≤

∫

∂+U+
r (0)

∣
∣f(z)

∣
∣d|z| =

∫

∂+U+
r (0)

∣
∣
∣
∣

ln z

1 + z2

∣
∣
∣
∣
d|z|

≤
∫

∂+U+
r (0)

ln r + π

r2 − 1
d|z| =

πr(ln r + π)

r2 − 1

≤ π(ln r + π)

r − 1
, r > 1

implica

lim
r→+∞

∫

∂+U+
r (0)

f(z)dz = 0 .

Similmente, poiché
∣
∣
∣
∣

∫

∂+U+
ε (0)

f(z)dz

∣
∣
∣
∣
≤

∫

∂+U+
ε (0)

∣
∣f(z)

∣
∣d|z| =

∫

∂+U+
ε (0)

∣
∣
∣
∣

ln z

1 + z2

∣
∣
∣
∣
d|z|

≤
∫

∂+U+
ε (0)

− ln ε + π

1 − ε2
d|z|

=
πε(− ln ε + π)

1 − ε2
, 0 < ε < 1 ,

abbiamo anche

lim
0<ε→0

∫

∂+U+
ε (0)

f(z)dz = 0 .

Risulta

+∞∫

−∞

ln x

1 + x2
dx

= lim
r→+∞
0<ε→0

( −ε∫

−r

ln x

1 + x2
dx +

r∫

ε

ln x

1 + x2
dx

)

=
π2i

2
.

(**)
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Per calcolare
+∞∫

0

ln x

1 + x2
dx

facciamo presente che

−ε∫

−r

ln x

1 + x2
dx

x=− t
=

r∫

ε

ln(−t)

1 + t2
dt =

r∫

ε

ln t + iπ

1 + t2
dt

=

r∫

ε

ln t

1 + t2
dt + iπ

r∫

ε

1

1 + t2
dt .

Usando ora (**) deduciamo

2

+∞∫

0

lnx

1 + x2
dx + iπ

+∞∫

0

1

1 + x2
dx

︸ ︷︷ ︸

= π

2

=
π2i

2

e concludiamo che
+∞∫

0

ln x

1 + x2
dx = 0 .

Rimarco. Per verificare che

lim
0<ε→0

∫

∂+U+
ε (0)

f(z)dz = 0

abbiamo sostanzialmente ridimostrato - nel nostro caso - il Lemma del
piccolo cerchio.

Notiamo che c’è una variante del ”Lemma del piccolo cerchio” anche
per il passaggio al limite all’infinito, chiamata il ”Lemma del grande
cerchio”, che si può usare per dedurre anche

lim
r→+∞

∫

∂+U+
r (0)

f(z)dz = 0 :
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Lemma del grande cerchio: Siano

• w ∈ C , ρ > 0 , 0 ≤ t1 < t2 ≤ 2π ,

• f una funzione complessa continua definita sull’angolo troncato

St1,t2 = {w + reit ; r > ρ , t1 ≤ t ≤ t2} ,

• Γr l’arco [t1 , t2] ∋ t 7−→ w + reit ove r > ρ .

Se

lim
z∈St1,t2

|z|→+∞

(z − w)f(z) = λ ∈ C

allora

lim
r→+∞

∫

Γr

f(z)dz = (t2 − t1) iλ .

Dimostrazione. Si verifica facilmente che la condizione

lim
z∈St1,t2

|z|→+∞

(z − w)f(z) = λ

(

⇐⇒ lim
z∈St1,t2

|z|→+∞

z f(z) = λ

)

significa
lim

r→+∞
sup
z∈Γr

∣
∣(z − w)f(z) − λ

∣
∣ = 0 . (***)

Ora, usando l’eguaglianza

∫

Γr

1

z − w
dz =

t2∫

t1

1

r eit
r eit idt = (t2 − t1) i ,

deduciamo
∣
∣
∣
∣

∫

Γr

f(z)dz − (t2 − t1) iλ

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫

Γr

f(z)dz −
∫

Γr

λ

z − w
dz

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫

Γr

(z − w)f(z) − λ

z − w
dz

∣
∣
∣
∣

≤
∫

Γr

∣
∣(z − w)f(z) − λ

∣
∣

r
d|z|

≤ 2π sup
z∈Γr

∣
∣(z − w)f(z) − λ

∣
∣ .
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Tenendo conto di (***) risulta

lim
r→+∞

∣
∣
∣
∣

∫

Γr

f(z)dz − (t2 − t1) iλ

∣
∣
∣
∣
= 0 .

�
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