NOME: .............o.t. MATRICOLA: ............ ...,

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2011/2012
Calcolo 1, Esame scritto del 09.02.2012

1) Data la funzione

f(z) =In(l+z) -

Y

1+
a) determinare il dominio (massimale) di f;

b) trovare tutti gli asintoti di f;

d

)
)
¢) trovare tutti i massimi e minimi locali di f;
) studiare la convessita di f;

)

e) tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Studiare la convergenza della serie

+00<k2)k(1_cosﬂ_)k‘
Z s k
k=1



3) Calcolare una primitiva della funzione
f(x) = (cosz) In (1 + cosz), ve(—m,m)

e studiare la convergenza dell’integrale improprio

/ (cosz) In (1 + cosz)dx.
0

4) Sia data la funzione

flay) = 3x+4

/ 12 + y2 +1 ’
a) Trovare i massimi e minimi locali di f.

b) Data la forma differenziale

_of of
w_ﬁzd$+0ydy’

calcolare I'integrale curvilineo / w dove v e la curva data dal grafico

9 Y
T™r

della funzione y = x sin 5 per x € [— 2, 2} )



Soluzioni:

hanno

1) : a) f(z) e definito per ogni = € R per quale In(1 + z) e . ’
senso, cioe per x > — 1. Percio il dominio di f & ( -1, +oo) .

b) Per trovare gli asintoti verticali calcoliamo il limite :

lim f(z)= lim (ln(l—i—x)— - )

r——140 —l<z—-1

=L+ lim <lnt — —) = lim <lnt + - — 1)
0<t—0 t 0<t—0 t

st lim (s—lns—l): lim (s(l—ln—8>—1)

§——400 §——+00 S
N—_——
—1
= 4+ 00.
Cosicché la retta z = —1 ¢ un asintoto verticale di f da destra.

La prima condizione per I'esistenza di un asintoto obliquo per x — 400
e l'esistenza del limite finito

m= tim 2% _ i (IH(H“T) ! ):o.

T—4o0 I T—+00 T 14+

La seconda condizione perché esisti un asintoto obliquo per x — +o0,
necessariamente di forma

Yy=mr+n=mn

(cioé un asintoto orizzontale), & I’esistenza del limite finito

n= lim (f(z)—mz)= lim f(x)= lim (ln(1+x)— v )

r—+00 r—+00 r—+00 1+2x

Ma questo limite ¢ 400, percio f non ha asintoto obliquo (in partico-
lare, non ha asintoto orizzontale).

c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

fie) = - (ﬁ - <1fx>2) i



Risulta che f’ si annulla solo in 0 ed ¢
<0in (—1,0),
>01in (0,+00) .
Percio f risulta ad essere

strettamente decrescente in ( -1 ,O) )

strettamente crescente in (O ) +oo) .

In particolare, 0 ¢ un punto di minimo. Il valore minimo di f & f(0) =
0.

d) Per lo studio della convessita di f ci serve la sua seconda derivata :

1 2x 1—=zx

P& =50 " Urer  Oror

Cosicché f” si annula solo in 1 e
f"(x) >0 per x € (—1,1),

f"(z) <0 per z € (1,+00).
Di conseguenza f

€ convessa in ( -1, 1} ,

e concava in [1 , —|—oo)

ed 1 & un punto di flesso. Rimarchiamo che

1 1
f(l):ln2—§z0.1931, f’(l):Z:O,5.
Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :
x | —1 0 1 + 00
f — 0 + 1/4 +
f‘// ‘l’ 0 o
f | +o0 AN 0 / In2—-1/2 /! +00

e) Usando le informazioni di cui sopra, ¢ facile tracciare il grafico di f:



La retta x = —1 e asintoto verticale da destra ed il grafico di f scende
dall’infinito in —1 fino al

punto di minimo (0, 0),

nel quale ha tangente orizzontale. Successivamente il grafico comincia
di salire ed attraversa il

punto di flesso (1,In2 —1/2)
nel quale ha retta tangente con coefficiente angolare 1/4 ed in quale

cambia la convessita di prima in concavita, scendendo sotto la retta
tangente :

Infatti, la funzione

x 1 z-1
= In(1 —— — | In2—-— -1
g(x) :=In(1 +x) e (n + ), x>

si annulla in 1 ed e strettamente decrescente, perché

, T 1 (1—z)?
= —=———2>-<0 1 >—1.
0(@) = i~ = o <0 per £
Risulta :
f(z) =In(1+x) T m2 1+x_1 l<zx<l1
x) =In x) — n2— — — x
1+x 2 4 7 ’
1 —1
f(x):ln(1+x)—1ix<ln2—§+T,x>1
1 rz—1 C .
ovey=In2 — — + e la retta tangente al graficodi fin 1.

2 4
Finalmente, in [1 , +oo) il grafico concavo di f sale all’infinito.
2) : Si tratta di una serie a termini positivi e la forma del termine generale

della serie ci suggerisce di tentare di usare il criterio della radice. A
questo fine calcoliamo il limite

li £ 1 AN im * (1 T
= lim — — oS — = lim —(1—cos— | .
q o - COSk Pyl COSk



Questo limite e del tipo di indeterminatezza oo-0 ed abbiamo i seguenti
modi per calcolarlo :

Usando il limite notevole | lim sin ¢ =1

t—0 t

Poiché 1 — cosa = 2 sin? % , abbiamo

k? L2
q= ]}LIQO? (1 — cos %) = ]}Lrgo (?2 sin? ;—k)

LT \2
o [ 22 2E) (1)
k—oo0 T i 2k
2k
N
) T Sll’lﬁ
= Jm S\ =
2k
_T
2

Usando la formula di Taylor:

Ricordiamo che per la formula di Taylor con il resto di Peano abbiamo

t2
costzl—?—l—o(tQ) per t — 0.

Di conseguenza

s 72 1
coszzl—m—l—o = per k — 0o

e quindi

1
R s ®) R (L (L _£+1@
s cosk o\ 2k2 ¢ k2 2 7 i

per k — oo . Risulta che



i k2 ] s s

=lim —(1—cos— | = —.

1= k—oo T k 2

Conclusione: Poché ¢ = % > 1, il criterio della radice implica che la

serie diverge.

Siccome la derivata di In (1 + cos 93) e una funzione razionale di cos x
e sinz e la primitiva di cosx ¢ sinz, tramite integrazione per parti
possiamo ridurre il calcolo delle primitive di

f(x) = (cosz) In (1 + cosz)

all’integrazione di una funzione razionale di cosz e sinz, che poi si
calcola subito :

/(cos z) In (1 + cosz)dx

/ln (1+ cosz)d(sinz)
= (sinz) In (1 4 cos x) /smx —sine —dx
1+cosz

= (sinz) In (1 + cos x) +/ sin” @
1-|—COS:L’
1—

= (sinz) In (1 4 cos z) +/ cos” “d
1+cosx

= (sinz) In (1 + cos x) +/ (1 —cosz)de

=x— smx-‘,—C’
=2+ (sinz) In (1 + cosz) —sinz + C .

Ora l'integrale improprio
/ (cosz) In (1 4 cosz) dx
0

converge se esiste il limite

b

lim [(cosz) In(1+ cosz)dx
T>b—m

0



r=>b

= lim (m + (sinz) In (1 + cosz) — sin x)

T>b—T

=0

=7+ lim ((sin b) In (1 + cos b))

T>b—T

ed ¢ finito. Ma

lim ((sin b) In (1 + cos b)) "I lim ((sint) In (1 — cos t))

T>b—T 0<t—0

int
= lim ( S (t In (1 — COS t)))
0<t—0 t

= lim (t In (1 — Cos t))

0<t—0
In (1 —cost
= lim —( )
0<t—0 1
t
e, per la regola di De L’Hospital,
sint
. In (1 — COS t) . 1 —cost . t2sint
lim —————%* = lim —————— = — lim —
0<t—0 1 0<t—0 1 0<t—0 o . ot
— - — 2 sin” —
t 2 2
t 2
= — lim | (2sint) _2_
0<t—0 .t
sin —
= —-2.0-1=0.

Percio abbiamo
b

/0 (cosz) In (1+ cosz)d = nilzglm (cosz) In (1 + cosz)dz =7
0

e quindi il nostro integrale improprio converge.

a) I massimi e minimi locali di f sono punti stazionari, cioé annullano

le derivate parziali di

flay) = 3x+4 1

ey S BT
Vvt +y +1 Vat+y +1

8



Per trovarli, calcoliamo le derivate parziali di f:
af 3 2w

1
dr [P+ g2 +1 2 (a2 +y2+1

3(+y*+1)—Br+4)z 3y —4x+3

— 3z +4) =73
)/

@+ +1)"" (@)
of 1 2y —Bzx+4)y
—= -3z +4) = = .
dy ( 3 @2+ + 1) (2421

Risulta che i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema di
equazioni
32 +y*+1)—Br+4)x =0
{ Bzx+4)y=0

Dalla seconda equazione risulta che abbiamo o 3x+4 =00y =0. Ma
se 3x+4 = 0 allora dalla prima equazione otteniamo x?+y2+1 = 0 che
non ¢ possibile. Se invece y = 0 allora la prima equazione e soddisfatta
se e soltanto se 3 — 4z = 0 e quindi il solo punto stazionario e

)

Per poter dire se il punto stazionario 1 ,0] €& massimo o minimo

locale, calcoliamo anche le derivate parziali di secondo ordine :

0? —4 3 2
f2: 3/2—(3y2—4x+3)— ’

B 822 —4y? —9ay? — 9z — 4

5/2

(x2+y2+1)5/2 ’
02 6 3 2
;o LBy —r+3)S L
Oyox (x2+y2+1) 2 (:L’2+y2+1)
_ 6aPy —3y° +12xy — 3y
(22 +y2+ 1)
0*f —(3z+4 3 2y
W: ( )3/2 —l—(3:13—|—4)y§ 5/2
Yo (224 y2+1) (22 +y2+1)



Bz +4)(—2*+2¢y*—1)
(a2 + 2+ 1)

Percio

PF(3 )= _B(4Y

ox2\ 4’ ) 4 \5) "’

2

af 370 =0,

Oyox \ 4

Ff(3 0\ _ 62 (Y

o2 \4’ ") 64 \ 5
. 0) ¢

25 /4\°
=2 0
625 [ 4\°
0 S
()

Poiché il determinante della matrice hessiana ¢

25 /4’
‘Z(g) 0 258 (40 g
| R
64 \ 5

mentre ’elemento nell’angolo sinistro superiore e

25 /4\°
—— | =] <0
T(5) <0

la hessiana e definita negativa e quindi il punto (Z ,O) ¢ un punto di
massimo locale.

Rimarchiamo che il valore di f in questo punto € 5.

b) La forma differenziale

_of af
w = 8xdx+8ydy

10



e esatta avendo f come primitiva. D’altro canto la curva data dal

2
grafico della funzione y = x sin % per x € [— 2, 2} inizia in

(— 2 —92sin ”(;2)2) = (-2,-2)

2
<2,281n%) = (2,2).

e finisce in

Di conseguenza

/w:f(2,2)—f(—2,—2)

' 3244 3-(=2)+4
V22T (224 (—22+ 1

=4.

Rimarco 1.

Rimarchiamo che (% ,O) ¢ addirittura un punto di massimo assoluto
della funzione
3z +4

Infatti, studiando gli intervalli di monotonia della funzione

flz,y) =

3z +4
R3>x+— ——
241
si verifica facilmente che x = — € un punto di massimo assoluto di

questa funzione ed il valore massimo e

3 25

32 44 i
T =5.
3\° °

i 1

(4) 1

Risulta per ogni (zy) € R?

11



3x+4 < 3x+4 §5=f<i,0).
VR +yi+1 T Vi 41 4

flr,y) =

Rimarco 2.
Consideriamo il seguente problema dell’Algebra Lineare :

Dati abc € R con a® + b? + ¢® > 0, trovare i massimi e minimi della
funzione

a x
b y
axr+by+cz c z
g(x,y,2) = =
Va2 +y? 4 22 x
Yy
z
definita in R? \{6} .
Ma per la disuguaglianza di Schwarz
a x a x
Yyl = Yy
z z
x a
ove 'uguaglianza vale solose | y | =A | b | perun A € R. Percio
z c
il valore massimo di g e
a
b =Vva%+ b+
c
ed i punti di massimo sono
a
Al D], A>0,
c

mentre il valore minimo di g ¢

12



| b || =—-Va>+b*+c?
c
ed i punti di minimo sono

Al b ], A<0,

Per i dati del nostro caso, cioe per a = 3,b = 0,c = 4, risulta che il
valore massimo della funzione

3z +4z
a2+ y?+ 22

e V32442 =5 ed i punti di massimo sono

()

T 3A
y | = 0 , A>0,
z 4\

mentre il valore minimo ¢ —5 ed i punti di minimo sono

T 3A
y | = 0 , A<0.
z 4\

Se restringiamo la funzione solo ai vettori della forma

A
y |, z,y €R, (**)
1

cioe se studiamo la funzione

fl@y) = 3x+4

’x2+y2—|—1 ’

()

¢ 'unico punto di massimo ed il valore massimo ¢ 5:

allora risulta che

13



Infatti, 'unico punto di massimo di (*) che ¢ della forma (**) si

ottiene per A = —:

4
3\ 1
0 = * <:>)\:Z.
4\ 1

Riguardante i punti di minimo di f risulta solo che nessun punto di
minimo di (*) ¢ della forma (**). Pero nel compito abbiamo verificato
che f non ha affatto punto di minimo (nemmeno locale).
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