NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2012/2013
Calcolo 2, Esame scritto del 13.02.2013

1) a) Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale

y//1_2y//+y/:2€m' (*)
b) Esiste soluzione dell’equazione (*) che soddisfa tutte le tre
condizioni
y(=1)=y(), y(0)=0, lim y(x)=07

T——00

Se esiste, si trovino tutte.

2) Si calcoli il volume dell'intersezione tra l'interno di paraboloide di
rotazione

2 <2 — 2%~

e 'esterno di iperboloide di rotazione
1

Suggerimento: Si puo usare il fatto che l'intersezione in questione si ottiene

z >

1
ruotando la figura {(y,z) iy >0, — < z2<2-— y2} del piano yz attorno
Y
all’asse z, oppure che si tratta del dominio normale limitato dai grafici delle
1
funzioni f(x,y) =2—2*—y% e g(v,y) = ———— definite sull’insieme dei
x? + y?
punti del piano zy nei quali f(x,y) > g(x,y).



3) Si calcoli il flusso uscente del campo vettoriale

x+x2y
V($7y,2): _yQ_ny—i_yZ ) (l‘,y,Z)ERS
2z — 2

dal semiellissoide solido
2

x2+y2+%§1, 2>0.

4) Consideriamo la funzione periodica di periodo 27

fR— R

che nell'intervallo [0, 27) ¢ data tramite la formula
flzx)=¢€e", z e [0,2r).

a) Si calcolino i coefficienti di Fourier ¢x(f),k € Z, di f e si studi la
convergenza puntuale della serie di Fourier

+0o0

Z Ck(f) eikz .

k=—o0

b) Si calcoli la somma della serie

Z |Ck(f)|2

k=—o0



)

Soluzioni:

a) L’equazione differenziale da risolvere ¢ lineare ed a coefficienti costanti.
Risolviamo prima l’equazione omogenea :

Il polinomio caratteristico A* —2A? + XA = XA (\A — 1)? ha i zeri
A1 = 0 (semplice) e Ay = 1 (doppio),
percio
%=1, el®=¢e*, zel®=uqge”
sono tre soluzioni linearmente indipendenti. Cosicché la soluzione gen-

erale dell’equazione omogenea

y///_ 2?///+y/ -0

a7

y(z) =c1 + cre” +czze”, 1, Co , 3 costanti.

Per trovare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea, il
modo piu semplice ¢ osservare che la non-omogeneita 2 e® ¢ (multiplo
costante di) un esponenziale con il coefficiente 1 di = nell’esponente
un zero doppio del polinomio caratteristico, quindi esiste una soluzione

particolare dell’equazione differenziale non omogenea della forma caz2?e®

con ¢ una costante. Per la sostituzione di y(x) = cz?e® in I'equazione
non omogenea si ottiene

6ce” +6exe” + ca’e”
—2(2ce” +4cxe” + ca’e”)

+2cxe” + cxle® = 26"

erisulta c = 1. Cosicché 22e® ¢ una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea.

E possibile trovare una soluzione particolare dell’equazione differenziale

non omogenea anche usando il metodo della variazione delle costanti :

Cerchiamo una soluzione particolare sotto la forma
y(x) = c1(z) + ca(x) e + cs(x) we® .

Per avere



Y (x) = co(x) e® + c3(x) (¥ + we”)

dobbiamo richiedere

e per avere poi
y'(z) = co(x) e” + c3(x) (2" + ze”)
dobbiamo richiedere anche
ca(x)e” +cg(x) (e +xe”) =0. (2)
Risulta
y"(x) = ci(x)e” + ca(x)e” + c3(x) (2€” + xe®) + c3(x) (3e® + xe)
e tramite sostituzione in I’equazione non omogenea si ottiene
ca(x)e” + ca(w)e” + c3(x) (2¢” + we®) + c3(x) (3e” + xe™)
—2(ca(x)€” + c5(z) (2€" + we))
+co(z)e” + c3(x) (e° +xe”) = 2€",
cioe
ca(x)e” +cg(x) (2" + xe®) = 2e". (3)

Per trovare ¢{ , ¢4 , cs dobbiamo quindi risolvere il sistema di equazioni
lineari costituito da (1), (2), (3). Sottraendo (2) da (3) risulta

ci(z)e” =2e" <= ci(x) =2,
sostituendo poi ¢g(z) = 2 in (2) otteniamo
cd(x)e* +2(e" +xe”) =0 <= cj(x) = —22x — 2

ed ora da (1) risulta anche

cf () + (=22 —2)e* +2ze” =0 <= ¢f(x) = 2¢".
Per avere ¢f () = 2e”,c3(x) = =22 — 2 e ¢4 () = 2 scegliamo

ci(r)=2¢e", c(r)=—2*-2z, c3(z)=2x

ed otteniamo la soluzione particolare

y(x) =2e" + (—a® = 2z)e” + (2x)we” = 2e" — 2z e” 4 x2e”

4



dell’equazione diferenziale non omogenea. Ma 2e* — 2z e” essendo una
soluzione dell’equazione omogenea,

y(z) — (2e" — 2ze”) = 2?e”
e pure una soluzione particolare dell’equazione non omogenea.

Avendo ora la soluzione generale dell’equazione omogenea ed aver trovato
la soluzione particolare z2e® dell’equazione non omogenea, possiamo
concludere che

y(x) =c1 + cpe” + cgre® + z2e” c1,Cy, c3 costanti
e la soluzione generale dell’equazione differenziale
y/// . 2y// +y/ — 2¢T

b) Perché una soluzione y(z) = ¢; + ca€” + czxe” + x?e” dell’equazione
(*) verifichi y(—1) = y(1) dobbiamo avere

1 1 1
Cil+C— —C3—+— =cC +ce+c3e+e,
e e e

1 1 1
Cle — — +Cg e+ — +€——:0
e e e
Poi y(0) = 0 & equivalente a
C1+ Ccy = 0
e lim y(z) = 0 accade se e solo se
T——00

0120.

Risulta che perché tutte le tre condizioni di cui sopra siano soddisfatte
e necessario e sufficiente avere

1 1
cp=c=0c¢e¢ 03(e+—)+e——:0,
e e

cioe
0 e —1
Cl = Cy = € C3 — —
e?+1"
Di conseguenza
2
ec—1
T 2 x
Yylr) = — re +zx'e



¢ la sola soluzione dell’equazione (*) soddisfacente le tre condizioni

y(=1) =y(1), y(0)=0, lim y(z)=0.

2) : Soluzione usando la formula nota per il volume dei solidi di
rotazione :

Ricordiamo che se ¢,1 : [a,b] — [0,400) sono funzioni continue
tale che 1 < ¢ allora il volume del solido di rotazione

E={(r,y,2) eR*a<2<b,9(2) < Va2 +y? <p(2)}
(che si ottiene ruotando la figura

{(y,2) eR*;a <2< b,4p(2) <y < ()} C piano yz

attorno all’asse z) e

b

Volume (F) = 7 / (90(2)2 — @D(Z)Q)dz- (**)

Infatti, per ogni z € [a,b] la sezione
E, = {(x,y) cR?;(z,y,2) € E}

e Panello
{(z,y) € R*;3(2) < Va2 +y2 < p(2)}

e quindi 'area di E, ¢ uguale a w(¢(2)? — 1(2)?) . Per il teorema
di riduzione (Teorema di Fubini) risulta

b b

Volume (F) :/ Area(E,)dz = /W(gp(z)Q —¢(2)%)dz.

a a

Il nostro solido di rotazione S e descritto dalle disuguaglianze
1

/$2+y2
1

0<2<2, —<Va24+y2<vV2—=z. (H55)
z

6

<z<2—27 =2,

cioe da



Poiché (***) sia possibile, dobbiamo avere

1 1
— < 2—z<:>—2§2—z<:>z3—222+1§0.
2 z

Ma 2% — 2 22 + 1 chiaramente si annulla in z = 1, percio & divisibile

con z—1. Sitrova 22 =222 +1 = (2 —1)(2? — 2 — 1) . Poiché i zeri di

2?2 — 2z —1 sono , abbiamo

2

e risulta che per z > 0

1++5
o

P —2241<0= 1<z2<
Cosicché (***) ¢ equivalente a

1 1
< +2\/3, <R <V
z

1<z

e risulta che possiamo applicare (**) con

1++5

a=1, b= 5 oz)=V2—2z, Y(z)=—
Otteniamo :
1
Volume (S ( —2) dz
o 9 |z= 14V5 y— 1+V5
z 2 1 2 )
= _— _.I_ J—
z=0 2 z2=0 z z=0

Soluzione usando che il nostro solido di rotazione € un dominio
normale rispetto all’asse delle z :

Il solido di rotazione S descritto dalle disuguaglianze



1
<z<2—ar -2,

Vet +y? o
¢ la regione in R3 tra i grafici delle funzioni

filz,y)—2-2"—y

PEIC [ ———
definite sull’insieme D dei punti (z ,y) € R? nei quali g(z,y) < f(z,y) .
Troviamo D . Indicando p = /22 + y?, abbiamo

1
gz, y) < flz,y) <= —<2—-p* < p*—2p+1<0.
p

Ora p® — 2 p + 1 chiaramente si annulla in p = 1, percio & divisibile

con p—1. Sitrova p® —2p+1=(p—1)(p*>+ p—1). Poiché i zeri di
—1£+V5

P>+ p— 1 sono T\/_’ abbiamo

—1+5 —1-+5

03—2;0+1:<P_1><P—T)<P—T>

e risulta che per p > 0

—1+5

PP =2p+1<0 = 5

<p<1.

Cosicché

D:{(x,y)e]R{Q ”\f \/mq}

—1 5
¢ l'anello tra le circonferenze con centro in (0,0) e raggi +\/_
rispettivamente 1. Risulta

Volume (5) = /dxdydz = / dzdydz
s (z.y)eD;g(z,y)<z<f(z,y)

/( / dz>dxdy—/(f(x,y)—g(w,y))dxdy

g(z,y) D



Tt +y

D

e passando alle coordinate polari otteniamo

1 2m
Volume (5) = / /(2—p2——>pdpd9
—14+v5 0
2
p=1 4 |p=1 p=1
p:—1-2-\/5 4 p:—l-gl—\/g P —1-2-\/5
—1 2 1 1 /-1 4
s 1_( +\/5> __+_( +\/5>
2 4 4 2
-1 )
B

3) : Per poter applicare il teorema della divergenza, calcoliamo la divergenza

T+ 22y
del campo V(z,y,2) = [ —y?> —zy*+yz |: poiché
2z — 2
0 2
%(qux y) =1+2z2y,
0
a—y(—y2—xy2+y2) = —2y—2zy+z,
0
&(Qyz—z) =2y—1,

risulta
(divV)(z,y,2) = (1+22y) + (— 2y — 2y +2) + 2y — 1) = 2.

Usando il teorema della divergenza (Teorema di Gauss-Ostrogradski)
risulta ora che il flusso uscente del campo V(x,y z) dal semiellissoide

solido
2
x2+y2+?§1, 220,



¢ uguale all’integrale di volume

(divV)(z,y,2)dxdydz = / zdzdydz.
x2+y2—;2(')2/2§1 x2+y2_;z02/2§1

Il dominio di integrazione & normale rispetto all’asse delle z:

{(z,y,2);22+ 1> <1,0 <2 <V2/1—22 42},

Percio possiamo usare il teorema di riduzione ottenendo

VZ/1-22 =2

/ zdrdydz = / ( / zdz)dxdy
0

w24y +22/2<1 z2+y2<1
2>0
9 12=V24/1—22—y2
z
= — dxdy
2 z=0
r24y2<1
= / (1—x2—y2)dxdy.
z2+y2<1

Ora passando alle coordinate polari finiamo il calcolo :

1 27
/ (1—m2—y2)dxdy://(1—p2)pdpd0
z2+y2<1 0 0
2 |p=1 4 |1p=1
:%(p_ _ 7 )
2 1,20 41,20

Cosicché il flusso uscente del campo V(x,y z) dal semiellissoide solido

2’2
x2+y2+7§1, >0,

N 1 71-
e uguale a —.
& 2
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a) I coefficienti di Fourier (complessi) di f sono

0

2m 27
1 . 1 .
Ck(f) = g/f(m) e—lkmdx — ﬁ/e—we—zkxdx
0
27

r=27

- ik)x
_ U [ rieg, . L e
27 21 —(141ik) |,
0
1 e~ (1+ik)2m 1
=—- — + ,
2w ( 1+ ik 1+ ik )
1—e 27 1
= . ) keZ.
27 1+ ik
Risulta che la serie di Fourier di f e
1— e—27r eikx

27 py 14 ik

Poiché la funzione f ¢ regolare a tratti, la sua serie di Fourier converge
in ogni punto z € R a

flz =0)+ f(z+0)

2

che nel nostro caso € uguale ad f(z) se z non & multiplo intero di 27
ed e uguale a T_Qﬂ se x ¢ multiplo intero di 27 . Cosicché

1 _ -2 ks e ® per z € (0,2m)

kezz o 1+ik —1+2€2w per v =0,27
ossia
eike % per z € (0,2m)
keZ L+ik % per x =0,27

Calcoliamo anche 1 coefficienti di Fourier reali :

a(f) = eulf) + o) = T (Hlk * 1—1%)

27

1—e 27 1
= . , k>0
T 14+ k2 -

11



1— —27 1 1
bi(f) = i(ew(f) —ci(f)) =i er (1+z’k;_1—ik:>
1—e 2" k
- k21

Con i coefficienti di Fourier reali risulta la convergenza

1—e 27 & ( 1—e 2™ cos(kz) 1—e 2" ksin(kz) )
Eal i N .

27 T k2 T 1+ k2

k=1
e ” per z € (0,27)

= 1 —27
Ire ™ e 220,27
2
ossia
Te *
1 +§:<cos(kx) N ksm(kx)) ) 1o P T € (0,2n)
2 T+ k2 14k ) ) (L+e®)m -
k=1 m per r = 0 s 2m

Osservazione :

Per x = m l'ultima uguaglianza implica I'identita interessante

(—1)k_1+ e ™ 1 147
1+k2 2 1—e27 2 coshrm )’

b) Per I'identita di Parseval abbiamo

+o00 27 27 B

S O B O
k_z ()] = 27T/‘f(x)| dz = 27T/e dor = ppe
T 0 0

k=0

cioe

f (1 _ 67271')2 1 1 — 6747r

= A 1+ k2 T Am
f I (Q-e')m 1+e*2“7r_ T
1+k2  (1—e27)2  1—e27  tanhm

k=—o0

12



Osservazione :

Dall’'ultima uguaglianza possiamo ottenere successivamente

> 1 T
1+2 =
+ Z 1+%k%2 tanhn'’

k=1
k:11+k2_2 tanh ’
— 1+k2 2 tanh 7
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