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Analisi Reale e Complessa, Esame del 13.09.2010

1) Verificare o smentire il passaggio al limite sotto il segno di integrale :

2 +oo
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2) Si verifichi che la formula
+o0o

1— —sx?
F(s) ::/%coszdz, seR
x
0
definisce una funzione continua F' : [0, +00) — R che ¢ derivabile in ogni

punto s € (0,400).



3) Esiste una funzione olomorfa f(z) definita sul piano complesso tale
che, per z = x + 1y,

Imf(z) =1+ay?

Nel caso affermativo si trovino tutte tali funzioni f .

4) Si calcoli 'integrale improprio

—+00 r
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dr = 1l d
/1+x4 TR T

usando il teorema dei residui per una curva chiusa regolare a tratti adatta
nel semipiano superiore.



Soluzioni:

1) : Soluzione di Analisi Reale.

Perché il passaggio al limite sotto il segno di integrale sia possibile,
basta trovare una funzione integrabile g : (0, +00) — [0, 4+00) ed un
numero reale s, > 0 tale che valga

‘ 1 _ 6—3322

3 < g(x) perogni x >0 e 0<s<s,

ed applicare il teorema della convergenza dominata.

Per z > 1 possiamo mettere, con qualsiasi s, > 0, g(x) := = perché
e |
0< ——<—, z>0,5>0
x x
e

“+oo
=1<+400.

/—dx———

Per 0 < z < 1 invece, tenendo per esempio conto che
1—e™

Y

1

<1, y >0 (da verificare !)

e quindi
2 2
l_e—sm 1_6—SI
0< . =5 — <s<l, r>0,0<s<1,
x sx

possiamo scegliere, con s, =1, g(x) :=1.
La verifica di

1—eY

Y

<l<=1l-¢e¢Y—-—y<0, y>0-:

La funzione ¢(y) := 1 — e ¥ —y ¢ derivabile su R con la derivata
Y'(y) =e¥—1<0pery >0, percio e strettamente decrescente
n [0, +o00). poiché ¢(0) = 0, risulta che p(y) < 0 per ogniy > 0.



Soluzione computazionale.

Calcoliamo integrando per parti :
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Ricordando l'integrale noto / e~ dt = % si ottiene
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2) :  Abbiamo visto nella soluzione di Analisi Reale del compito 1) che, per
qualsiasi s, > 0,

1_6—5552
< —— < g(x), r>0,0<s<s,

1— e—s:c2
T2

2

T

ove la funzione g : (0,400) — [0, +00) definita tramite la formula



S perO<z<l1

g(x) =

1
— perxz > 1
z

¢ integrabile. Usando il teorema della convergenza dominata risulta
che la funzione F' ¢ ben definita e continua.

Verifichiamo ora che possiamo derivare F(s) sotto il segno dell’integrale
in ogni s > 0. Infatti, esiste la derivata parziale

9 (1—e e 2
<7 cosx) =¢ *" cosx
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e, per x >0 e s >¢e >0, abbiamo la maggiorazione

0 ( 1— 5%’ )
— | ——— cosz
O0s 2
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< 6—52}2

dove la funzione e~ ¢*" ¢ integrabile su (0, +o00). Cosi F risulta essere
derivabile in ogni s > 0 ed abbiamo

+oo 9
F'(s) = / % <1_% COS :c) dx
0

+oo

2
= /e ST cosxdr .

0

Approfondimento.

Calcoliamo esplicitamente la derivata F’(s) per ogni s > 0.

Usando la sostituzione

t 1
t:\/gl', ZE:%, dl':%dt,
si ottiene
1 '
F'(s):%/e_ﬁcos%dt,
0

ot



Ma per ogni b € R l'integrale
+00

G(b) = / e cos(bt)dt

puo essere calcolato esplicitamente :

Infatti, derivando rispetto a b sotto il segno dell’integrale ed inte-
grando poi per parti risulta

+o0 +oo
1
Q) = — / et sin(bi)dt = o / sin(bt)d(e*)
0 0
o0 +oo

—g / e~ cos(bt)dt

0

Percid G ¢ la soluzione dell’equazione differenziale lineare G'(b) =
) G(b) soddisfacente la condizione iniziale
+o0
G(0) = / e dt = g (integrale noto !)
0
e si vede subito che

“+oo

G(b) = / e~ cos(bt)dt = ge_bz/‘l, beR. (*)
0
Applicando ora (*) con b = 1 concludiamo che
NG
1
F'(s) = VT s 5o,




3) :

La funzione v(x,y) definita sul piano complesso tramite la formula
v(z,y)=14=zy

puo essere la parte immaginaria di una funzione olomorfa se e solo se
e armonica. Verifichiamo che e cosi :

Anzitutto le derivate parziali di v di primo ordine sono:

ov v
%(xvy)_yv a_y(xuy)_x
Risultano
0%v 0%v
@(9«3?/) = a—yQ(l“,y) =0
e quindi

0%v 0%
@(Scay)ﬂLa—?ﬂ(%y) =0.

Ora l'armonicita di v implica che la forma differenziale

ov ov

e chiusa e, poiché il piano complesso e convesso, anche esatta. Se
u(z,y) € una primitiva della forma differenziale w, cioé una funzione
differenziabile u(z ,y) sul piano complesso tale che

ou ov ou ov
%($>y)_a_y(z>y)a a_y(I>y)__%($>y)>

allora per la funzione f(z) := u(x,y)+v(x,y)i valgono le equazioni di
Cauchy-Riemann, quindi f sara una funzione olomorfa avendo la parte
immaginaria uguale a v .

Di conseguenza dobbiamo risolvere il sistema di equazioni a derivate
parziali

ou v
@ v

ay(xvy): —%(l’,y) =Y

Dalla prima equazione si ottiene
72
u(z,y) = /xd =5 +CW)
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ove C'(y) e una funzione di solo y . Troviamo successivamente C(y) tale
che anche la seconda equazione sia soddisfatta, cioe tale che

g—;@,w —C'(y)

sia uguale a —y . Risulta che

con C una costante reale.

Concludiamo che le funzioni f(z) con la parte immaginaria uguale a v
sono della forma

f(z):%— %+C+(1+:Ey)i
_ x2+2x2yz—y2+o+l
(x+2yi)2+c+l
=%2+C+z,

ove C ¢ una costante reale.

La funzione
B 1
1424

f(2)

e meromorfa sul piano complesso, con poli semplici nelle radici quarte
di —1, cioe in
T+2k-1)m . w+2k-1)m
Z), = COS + 2 sin

1<k<4.
4 4 ’ -




Per facilitare 1 calcoli rimarchiamo che

™ .. T 1+
Z] = COS — + 181N — =

4 4 R

3¢ .. 37 —141 _
zgzcosTjLzsmT: \/5 = -2z,

S5t . . 5w —1—-7
23:cosT+zsmT: NG =Zy=—2,
T .. _T 1—7
2y =COS — +18in 7T— = =Z1=—23.

4 RN

Tenendo conto che

A1 = (2—21)(2—22)(2—23)(z—z4) ,
calcoliamo i residui di f nei poli z; e 25 :

Res(f) = lim (= = 21) /()

I
iy e Y E
_ 1
(21— 22) (21 = 2) (21 — =)
_ 1
(21 +20) (221) (21 — =)
1 1
T2 (2Rez1) - 21 - (2Im2)
1l a
T2V
11
i 442
Res(f) = lim (2 — 2) f(2)
= lim !
== (2 —2) (2 — 23) (2 — 21)

(22 - 2’1) (22 - 23) (22 - 24)
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1
(-z—2) (-7 +x)(-27)

B 1
(mrE)(a =) (27)
_ 1 2

Indichiamo, per w € C e r > 0, con 0TU," (w) e 0~ U,F (w) le curve con
lo stesso sostegno uguale al semicerchio superiore

{zeC;|z—w| =r,Imz >0},
la prima orientata in senso antiorario (positivo), mentre la seconda in
senso orario (negativo) :
OTU M (w) ¢ lacurva [0,71] 2t — w+re € C,
O UF(w) elacurva [0,7] 3t — w+7re™) =w—re * e C.

Sia adesso r > 1 e consideriamo la curva chiusa regolare a tratti 7, nel
semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo

il segmento [—r, 7] con
il semicerchio 07U (0) .

Poiché =, aggira i soli poli z; e 23, applicando il teorema dei residui
otteniamo

/ f@de+ | f(z)ds = / F(2)dz
J o J

atuf (o0

=274 (Res(f) + ReS(f)>

21 22

9 .(1 1—i+1 1+i) T
= T - —_ :_’
o4Av2 o 4v2) V2

quindi

10



-r o+tUt(0)
Ora vale
1
= —d
/ iz / T4+24
a+UT (0 a+UT(0)
1
< —|d
< / —|dlz
o+U(0)
1
< —d
< =7 d
o+U(0)
T
=— — 0 per r — +00
rt—1
e risulta
“+o0

1
/]_—|—4 x_rgg-noo/f

—Troo

Rimarco: Poiché f e pari, risulta anche
+00

/ 1 d T
T = .
L+t 2v/2

0
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