NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2014/2015
Calcolo 2, Esame scritto del 16.02.2015

1) a) Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale
22y —2xy +2y=—=x (*)

in (0 , —i—oo).
b) Si trovi la soluzione dell’equazione (*) che soddisfa la condizione
iniziale

2) Si calcoli I'integrale doppio
; 22 g2
1—— — =—dxdy.
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r Y
— 4+ =<1
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Suggerimento: E conveniente passare in coordinate polari generalizzati

x=2pcost

Y= 3psind p>0,0<6<2r.



3) Si calcoli il volume del solido che si ottiene girando attorno all’asse z
il semicardioide definito nel piano yz tramite

P+ 22 <3y +22-3z, y>0,

cioe del solido S descritto dalla disequazione (ottenuta sostituendo y
nella disequazione precedente con /2 + y?)

P4 2% <3 /at +y? + 22 -3z,

Suggerimento: E conveniente passare alle coordinate sferiche.

4) a) Si trovi la serie di Fourier della funzione continua f, periodica e di
periodo 27, definita su R tramite la formula
sin(22x)
sin

flz) = : x € R\ {km; keZ}.

Suggerimento: Si puo usare la formula di Eulero per la funzione
sin e l'identita nota
ut =" = (u—v) (vt U+ L w0
che vale per ogni u,v € C.
b) Usando l'identita di Parseval si calcoli I'integrale

[ sin(22
/sm (2 x)dx.

sin” x
0



Soluzioni:

a) L’equazione differenziale (*) € una equazione di Eulero. Per risolverla
in (0 , +oo) effettuiamo il cambiamento di variabile x = €.

Sia

I
—~
~+
~—
I

y(e') pert € R <= y(x) = z(Inx) per z > 0.

Allora
2(t) = y(e'),
Z(t) =y'(e) e,
H(t) — y//(et) 621t + y/(t) Gt,
quindi
yle') = 2(t),
() = (t)e™",
y//(et) _ Z”(t) e—2t _ y’(t) e—t — (Z”(t) . Z/(t))e_Qt,
e 'equazione (*) z%y” — 2xy' + 2y = — x si riduce ad una equazione

differenziale lineare a coeflicienti costanti:

e (2"(t) = 2 (t)e * —2e' () e +22(t) = — €,
Z'(t) =32 (t) +22(t) = — €.

La soluzione generale di questa equazione e

2(t) = crel + cpe?t + tet

Risolviamo prima 'equazione omogenea 2" — 32 +22z =0:
Il polinomio caratteristico A2 —3X+2haizeri \y =1le \y =2,
percio

et 7 e?t

sono due soluzioni linearmente indipendenti. Cosicché la soluzione
generale dell’equazione omogenea ¢

Z(t) =cre' + ¢ e?!t , c1, Co costanti.



Per trovare una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
possiamo usare il metodo della variazione delle costanti :

Cerchiamo una soluzione particolare sotto la forma
2(t) = ci(t) el + co(t) et
Per avere
2Z(t) = c1(t) el + 2¢o(t) et
dobbiamo richiedere
cl(t)e +ci(t) e =0. (1)
Risulta
2'(t) =cf(t)el +cr(t) el +2cd(t) et + deo(t) et
e tramite sostituzione in ’equazione non omogenea si ottiene
cl(t)e +ci(t) el +2¢q(t) e + dey(t) et
—3(c1(t) e’ + 2¢o(t) €*")
+2(c1(t) e’ + ea(t)e?’) = —€',
cioe
cl(t) el +2¢ci(t)e*t = —e'. (2)

Per trovare ¢{ , ¢5 dobbiamo quindi risolvere il sistema di equazioni
lineari costituito da (1), (2). Sottraendo (1) da (2) risulta

cg(t)e? = —e! < cJ(t) = —e!
e sostituendo poi ¢4 (t) = “in (1) otteniamo
ci(t)el —ete? =0 <= ¢f(t)=1.

Per avere ¢f(t) =1 e ¢J(t) = —e™ ! scegliamo

alt)=t, cft)=e"'
ed otteniamo la soluzione particolare

te' +ele* =tel + e
dell’equazione diferenziale non omogenea. Ma siccome la funzione
e! & una soluzione dell’equazione omogenea,

(te' +e') — et =te!
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¢ pure una soluzione particolare dell’equazione non omogenea.

Con il metodo degli annichilatori possiamo trovare piu veloce
una soluzione particolare dell’equazione non omogenea :

Poiché il termine noto dell’equazione non omogenea ¢ — e’ ed il
coefficiente 1 dell’esponente ¢t ¢ un zero semplice del polinomio
caratteristico dell’equazione omogenea, sappiamo che 1’equazione
non omogenea ha una soluzione della forma ctef. Per trovare il
valore della costante ¢, sostituiamo z(t) = cte’ nell’equazione non
omogenea, ottenendo

(cte") —3(cte’) +2cte’ = — €,
(2ce’ +cte’) — 3(ce' + ctel) +2ctel = — €,
—cel = — €',

c=1.

Cosi ritroviamo la soluzione particolare t e' dell’equazione non
omogenea.

Avendo ora la soluzione generale dell’equazione omogenea ed aver
trovato la soluzione particolare t e’ dell’equazione non omogenea,
possiamo concludere che

2(t) = a1 el +epe?t +tet, ¢y , ¢y costanti

e la soluzione generale dell’equazione differenziale

2'(t) =32 (t) +22(t) = —€.

Ora la soluzione generale dell’equazione differenziale (*) in (0, +00) si
ottiene dalla soluzione generale dell’equazione di cui sopra tramite il
cambiamento di variabile r = e' <= t =Inzx :

y(r) =cix+ o’ +xlnx.
b) Poiché

y(r)=c1+2c0r+1+Inzx,
abbiamo

y(1) =c1 + ¢, v(1)=c1+2c+1.



Percio la soluzione che soddisfa la condizione iniziale y(1) = 0,4'(1) =0
si ottiene per le costanti ¢ , ¢y soddisfacenti il sistema

Cl—l— Co =0
c1+2c+1=0

Si trovano ¢; =1 e ¢ = — 1, quindi la soluzione cercata e

yr) =z —2>+zlnz.

Calcoleremo l'integrale

2 2
Y
2zt =t

dove a,b > 0 e a > —1 sono costanti arbitrari. Nel nostro caso a = 2,

1
b=3ecea=—.

5
Useremo il passaggio in coordinate polari generalizzati

x=apcost S0.0<6<2n
=bpsinf ’ p=Y,"= ’
2 2

tramite il quale l'ellisse — + % < 1 si trasforma in il rettangolo
a

{(g);0§p§1,0§9<27r}.

Poiché
Jxr Ox
8_p 00 || acost) —apsing \|
det dy Oy _‘det(bsme bpcosd )‘—abp
dp 00
e quindi
dxdy = abpdpdd
risulta



21

- ab/(l - ;ﬁ%(/d@) dp = 27rab/1(1 — p®)pdp

0

[
o

_ mab
Ca+1
Nel nostro caso, per a =2,b =3 e « = — abbiamo
2 2 6
51—36——£dgvdy: LI
4 9 1.4
2 P g+
— 4+ <1
4+9_

3) :

Per calcolare 'integrale triplo

Volume (S) = /dxdyda:

S
ci conviene passare alle coordinate sferiche

x = psinfcos
y = psinfsin @

2z = pcost

p>0,0<0<7m,0<p<2m.

Il determinante funzionale del cambio di variabile e




Jdr Or Oz
gp ge ggp sinfcosp pcosfhcosyp —psinfsinp
8_y 8—Z 8_y = | sinflsiny pcosfsinp psinfcosy
55 Py af cos 6 —psinf 0
ap 00 dp
sinfcosy cosfcosyp —singp
= p*(sinf) | sinfsinyp cosfsing cosyp
cos 6 — sinf 0
9 cosfcosp —singp
= p*(sin0) ((COS %) cosfsing  cosp ‘
(sin 0) sinfcosp —sing
sinfsiny  cosg
= p*(sin0) ((cos 0)> + (sin 0)2>
= p*siné,
quindi

drdydz = p*(sinf)dpdfdep.

Ora, poiché la disequazione x? + y* + 22 < 3/x2 + y2 + 22 — 3 2 che
definisce il solido S significa per le coordinate sferiche

p? <3p—3pcosh < 0<p<3—3cosh,

abbiamo
T 3—3cosf 27

Volume (S) = /dﬁ / dp/p2 sinfdy
0 o 0

T 3—3cosf

:27T/d0 /pQSinﬁdp

0 o
A 3
:27T/<'0—
3
0

= 18%/(1 - cos@)SSiDHdG

0

p=3—3cosb

> sin 6dé

p=0
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= 187r/(1 - cos@)gd(l — cos@)

0
(1 —cosb) b=n 4
=187 = 187 —
4 9=0
=727
a) Ricordiamo l'identita di Eulero
e = cost +isint, teR.

Risultano :

e —e " = (cost +isint) — (cost —isint) = 2isint,

sint = %(e“ — e_it)

e + e " = (cost +isint) + (cost —isint) = 2cost,

1, . .
== it —it )
cos 5 (e" +e ™)
Di conseguenza
1 ) ) 1 ) )
sin(QQ;p) = Q_i(ezQQx o e—zQQm) _ o <(eza:)22 _ (6—”;)22)

Ma applicando

u?? — 02 = (u— ) (V' + v+ P+ L+ uv® o)

‘¢ otteniamo

(617)22 — (e71%)22 = (ef® — ¢~iv) ((em)zl 4 ()P 4 ()19 (e 7)?
T G L (e—m)m)

— (ezx _ e—za:) <6221x +6119a: +6117a} + . +6—219x

+€—i21x)

conu=¢e%ev=ce"

_ (eix . efiac> Z eine

—21<n<21
n dispari



e risulta

sin(22z) = %(e” —e ') Z e = (sinx) Z et

7

—21<n<21 —21<n<21
n dispari n dispari
Percio la formula
sin(22 )
)= —"-=- reR\{kn: keZ
f(x) na \ {km; }

definisce una funzione continua f : R — R, periodica e di periodo
27, cioe il polinomio trigonometrico

fly= > ", zeR. (3)

—21<n<21
n dispari

Per di piu, (3) ci fornisce anche lo sviluppo di f in serie di Fourier
complessa.

Il coefficiente ¢ (f) € uguale ad 1 se k € un intero dispari tra —21 e 21,
altrimenti ¢ uguale a 0, come si vede guardando (3). D’altro canto la
formula consueta ci attesta i stessi valori :

Se —21 < k < 21 ¢ dispari, allora per (3)

0

—21<n<21 )
n dispari
dz + § (n=k)z Qg
27T
—21<n<21
n dispari
n—k#0
1 ( ei(n—k)x =27
N D )
2m —21<n<21 i(n—k) =0
n dispari :’O
n#k -
=0 ,
mentre nel caso Contrario
" ei(n—k)x =27
Ck g elnRz gy = g _ =0.
21 in—=Fk) | _
721<n<21 —21<n<21 z=0
n dispari n dispari S

=0
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Osservando che

Z einx _ Z einz+ Z eina: _ Z (einx_i_efinx)

—21<n<21 1<n<21 —21<n<—1 1<n<21
n dispari n dispari n dispari n dispari
E 2 cos(nx)
1<n<21
n dispari

(3) implica lo sviluppo di f in serie di Fourier reale :

Z 2cos(nx), z € R. (4)

1<n<21
n dispari

[ coefficienti b (f) si annullano tutti, mentre ax(f) = 2 se k € un numero
naturale dispari tra 1 e 21 e ax(f) = 0 altrimenti.

b) L’identita di Parseval nella scrittura complessa ci rende

[ sin?(22
/u /|f de—szm

SN~
k=—o00

—T

=27 E ’Ck( —277' E |C2J 1
—21<k<21 j=—10 1
k dispari
=447

Se applichiamo l'identita di Parseval nella scrittura reale, otteniamo lo
stesso risultato :

[ sin?(22
/sm( x)dx

sin? x

= [1r@pan = (D5 (o + i)
e Y ) =73 s

1<k<21 j=1 ™
k dispari -
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Oservando che la funzione f e pari, risulta

™ . 9 A 202
/de:l/wdx:wm

sin? 2 sin? x
0 -7

Osservazione. Con il metodo della soluzione del compito precedente
si ottiene per ogni numero naturale m > 1ed z € R\ {k7; k € Z}

4

[M]

2) cos ((2j — 1):1:) per m pari,
sin(mz) =1
sinxz m
142 Z cos ((2]):1:) per m dispari.
\ j=1

Usando l'identita di Parseval si puo dedurre anche l'uguaglianza

T
/sm (mx)dx:mﬂ,

sin? x
0

valida sia per m pari che per m dispari.
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