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1) Siano f: R™ — [0, +00) una funzione sommabile e ¢ > 0. Poniamo

Ey={zeR;(1+e)f < flz) < (1+e)*}, keZ

g=> (+e)fxg ., h=>Y 1+ xg

keZ keZ
dove xp, indica la funzione caratteristica di Ej . Si verifichi :
a) g,h:R" — [0,400) sono funzioni sommabili tali che
g(z) < f(x) < h(x) per ogni z € R™.
b) Abbiamo

Og/h(:)s)d:):—/g(:):)dx§5/f(x)dx.

R R R

Suggerimento: Si osservi che h € un multiplo costante di g .

2) a) Si verifichi che per ogni numeri reali 7 e a < b abbiamo

b
[ <avi=a
) =]

b) Si dimostri che per ogni successione di numeri reali (rk) > la serie

o0

1 1
; 2k VT — g

converge per quasi ogni x € R.



3) A) Sia D C C un sottoinsieme discreto e sia g : C\ D — C una
funzione olomorfa. Sia n un intero e sia U C C un aperto non vuoto
tale che g~!(p) consista al pit1 di n punti per ogni p € U. Dimostrare
che g non ha nessuna singolarita essenziale.

Suggerimento: Si usi la densita in C dell'immagine di ogni
funzione olomorfa con almeno una singolarita essenziale (teorema
di Casorati-Weierstrass).

B) Dimostrare lo stesso risultato nell'ipotesi in cui g~*(p) sia solo un
insieme finito per ogni p € U.
Suggerimento: Si usi la seguente forma del teorema di Baire:
Per ogni aperto non vuoto U C C, qualsiasi intersezione numerabile
di aperti densi in U € non vuota.

C) Dedurre che se f : C — C ¢ olomorfa ed esiste un aperto U € C
tale che g~!(p) & un insieme finito per ogni p € U, allora f ¢ una
funzione polinomiale.

D) Esiste una funzione olomorfa h : C — C non polinomiale, tale che
h~Y(p) sia un insieme finito non vuoto per un qualche p € C ?

4) Usando il teorema dei residui, calcolare i seguenti integrali

) /+°° x dx
i
o (22420452

i) /+°° dx
i .
oo X2+ 62+ 10




Soluzioni:

1) :  Poiché gli insiemi Ej, sono a due a due disgiunti e

UEk:{QTGRn;f([E)>O},

keZ
abbiamo
> fxm=fxyum="F-
ke kEZ
Cosicché
(1+ E)kXEk < fxg, < (1+ E)kHXEk ) keZ
implica
g9=> (1+e)fxg <> fxm <> 1+ xp =h.
keZ kEZ kEZ
=f

Ora la misurabilita di f implica la misurabilita degli insiemi E} , quindi
la misurabilita delle funzioni g ed k. Mettendo in conto che 0 < g < fe
h = (1+4¢)g, dalla sommabilita di f risulta che g ed h sono addirittura
sommabili. Per di piu,

og/g(x)dxg/f(x)dx, /h(x)dx§(1+5) /g(x)dx

RTL
e di conseguenza

R[h(x)dx—R[g(:c)dx:aR[g(x)dx: Sg/f(x)dx

2) : a) Discutiamo separatamente i tre casi
r<a, a<r<b, b<r.

Casor<a:

b b
/ |l'—’f' / r=a

_ ( _r_wa_r)dm

Il
S8

xT

[L’—’l"




Caso b<r:

b b
/dix:/ de =—-2Vr—=x

:2(\/r—a—\/r—b) <2vb—a.

=b

x
x

=a

Casoa<r<b:

b r b
/ dx B dz n dz
Tr=r rz=>b
= —2Vr—u +2vVx —r

:2(\/r—a+\/b—r) <4vb—a.

Osservazione:
Nel caso a < r < b vale in realta una stima piu precisa:
Applicando la disuguaglianza di Buniakovski-Cauchy-Schwarz

o B1 + o Bo| < \/ad + a3 /B + 52, ap, e, B1,0 €ER
conog =ay=1,0 =7 —a,B=+vb—r siottiene

j%gQ(\/r—ajL\/b—r) <2vV2Vb—a.

Percio vale per ogni r e a < b addirittura

b
dx
< 2V2Vb—a.
a/\/\x—r\

b) Consideriamo per ogni k > 1 la funzione continua

1 1
fri Roxr— — ——— € [0,+00].

28 e — i

Per il teorema di Beppo-Levi e per a) di cui sopra abbiamo per ogni
numero naturale n > 1



j(gfk(gf))dng]fk(x sz/m
<3 L avEr = 1vEn < 4.
k=1

o

Cosicché la funzione Z fr € sommabile in [—n,n] per ogni n > 1 ed
k=1

{oe [—n,n];gm) - oo

¢ di misura 0 per ogni n > 1. Risulta che anche I'unione numerabile

{xeR;gfk(x) :+oo} = {xe [—n,n];gfk(x):Jroo}

n>1

in particolare

e di misura 0, cioe la serie g fr(x) converge per quasi ogni z € R.

k=1
Osservazione:

Supponiamo che la successione (rk) 4>, ¢ densa in R. Allora, indicando
con E l'insieme di misura 0 a

{IGR;gfk(x) =+OO},

la funzione g : R — [0, +00) definita tramite la formula

g(z) == <gfk(ﬂ7))2 per x ¢ E

0 perx € E
e misurabile, ma non sommabile in qualsiasi intervallo non degenere.
A) Sia per assurdo p € D una singolarita essenziale per g e sia Ay un
disco aperto centrato in p e tale che Ag N D = p. Usando una delle

caratterizzazioni delle singolarita essenziali viste a lezione (Teorema
di Casorati-Weierstrass) sappiamo che g(Ag \ {p}) ¢ denso in C. In

5



particolare esiste un disco aperto piu piccolo A; C Ay centrato in p
tale che g(Ag \ A1) interseca Uy := U e per il teorema della mappa
aperta Uy := g(Ao \ A;) NU ¢ un aperto non vuoto contenuto in U.

In modo analogo si riesce a trovare un disco aperto Ay C A; centrato
in p tale che Uy := g(A; \ Az) NU; & un aperto non vuoto contenuto in
U; (si noti che ogni punto in Us ha almeno una controimmagine tramite
g in ognuna delle due corone circolari disgiunte A\ A; e Ay \ Ay).

Iterando questa costruzione n + 1 volte, si trova una catena
A1 CA, C---CAy CAL C Ay
di dischetti aperti centrati in p e una catena di aperti non vuoti
UcU,C---CcUcCcU CcUy=U

tali che, per ogni naturale i < n + 1, si ha U; = g(A;_1 \ Ay) N Ui_1.
In particolare, per ogni ¢ € U, la controimmagine g~!(g) ha almeno
un elemento in ciascuna delle n + 1 corone circolari disgiunte della
forma A;_; \ A;. Ne segue che g~'(q) consiste di almeno n + 1 punti
contraddicendo la nostra ipotesi.

B) Sia per assurdo p € D una singolarita essenziale per g. Sia A un
disco aperto centrato in p e tale che AN D = p e sia r il raggio di
A. Sia Ay, il disco aperto centrato in p e di raggio r/n. Come nel
punto B) l'immagine g(Ay/, \ {p}) € un aperto denso in C per ogni
naturale n. Per il teorema della mappa aperta abbiamo inoltre che
Uijn = g(A1yn \ {r}) N U & un aperto denso contenuto in U.

Per il teorema di Baire ogni intersezione numerabile di aperti densi
contenuti in U € non vuota, in particolare ﬂ Ui/, € non vuota. Sia
ieN
q € m Ui, allora q appartiene all'immagine g(Ay/, \ {p}) per ogni
ieN

n. Ne segue che ¢g7!(q) ha cardinalita infinita contreddicendo la nostra
ipotesi (se g~1(q) fosse un insieme finito esisterebbe n tale che g=*(¢) N
Ay =0).

C) Applichiamo ’enunciato del punto B) alla funzione g : C\ {0} — C
definta da g(z) = f(1/z). Siccome 1/z ¢ iniettiva 'aperto U soddisfa
I'ipotesi dell’enunciato del punto B). Per il punto B) possiamo quindi
assumere che g abbia un polo di ordine m > 0 nell’origine.



Siccome f e olomorfa su C, esiste una successione a valori complessi
“+oo

(a;) tale che f(z Za,z per ogni z € C. Di conseguenza si ha
=0

g9(z) = f(1/2) Z a;z"" per ogni numero complesso z # 0. Siccome ¢
ha un polo di ordlne m in 0, dall'unicita dello sv11uppo in serie bilaterale

segue che a; = 0 per ogni i > m e quindi f(z) = E a;2" & una funzione
. ' i=0
polinomiale.

Invece di usare l'unicita dello sviluppo in serie bilaterale si puo an-
che argomentare direttamente osservando che se j > m la funzione
2771g(z) si estende ad una funzione olomorfa su C: quindi se vy ¢ il
bordo orientato positivamente di un cerchio centrato in 0 deve essere

/zj_lg(z) dz=0.
y

Per la teoria delle serie di potenze la funzione

+o0o
zj_lg(z) _ Z aiz—i-l-j—l
1=0

converge uniformemente su ogni compatto contenuto in C\ {0} e in
particolare su v, quindi

O—/zjl Ydz = Zaz’ﬂldz

7 =0

= Z/aiz_i“_l dz = /ajz_l dz =27V —1a;
i=0 Y7 Y

(nella penultima disuguaglianza abbiamo usato I'esattezza di 2*dz per
ogni intero k # —1). Anche in questo modo si ottiene che a; = 0 per
j > m e dunque che f & una funzione polinomiale di grado m .

D) La funzione definita da h(z) := ze* & una funzione, non polinomiale,
olomorfa su C e h™'(0) consiste del solo punto 0.



i) La funzione (di variabile reale) integranda ¢ continua su R e asintotica
a 1/x3 a +00 e a +oo. Ne segue che l'integrale improprio proposto
converge e

= lim

/+°° T dx +R T dx
o (@2 42045)2 i) p (22 +2045)2

Per calcolare 1'ultimo limite consideriamo la funzione f meromorfa su

' z
C definita da f(z) = (Z+2:15°

solo nei punti p; = —1 4 27 e ps = —1 — 2¢ e in entrambi questi punti
si annulla con molteplicita pari a 2, ne segue che f e olomorfa ovunque
tranne che in p; e py e su questi punti ha dei poli di ordine pari a 2.

. Il denominatore di f si annulla

Per calcolare il limite usiamo il metodo dei residui integrando la 1-forma
f(2) dz lungo il cammino

YR = 7Y1,R T V2R
dove

e v r ¢ il segmento che va da —R a R,

® 7o r ¢ la semicirconferenza {z +iy : 2> +y* = R,y > 0} percorsa
in senso antiorario,

Se R > |pi| = v/5, I'unico polo di f contenuto nella parte limitata di
piano delimitata da vy € p;. Per il teorema dei residui abbiamo

AR f(z) dz = /H f(z) dz + /m f(2) dz = 2mi Res(f,p1) -

Siccome la differenza tra i gradi di denominatore e numeratore di f
e pari a 3 > 2 possiamo applicare il lemma del grande cerchio. Ne

deduciamo che lim f(2) dz =0 e quindi
Ty gk
+R
) T dx ) .
T’EIJPOO g (22422 +5)2 T’EI—POO /71,3 f(2) dz = 2mi Res(f, p1) -

Rimane da calcolare il residuo di f in p;. Siccome p; = —1 + 2¢ € polo
di ordine 2 per f abbiamo



Res(f,p1) = lim_(f(2) —1+2i))?)’

z——1421
/
= lim
z——1+21 1 — QZ))
/
:z—> 1+22<Z—|—1+22 )
. (z+1+20)%—2(z+ 1+ 20)z
= lim -
2142 (z 4+ 1+ 24)*
2+ 1+ 2
 \(z+1420)3 |z=—1+2i
i
327
In conclusione otteniamo
+eo x dx . R x dx 1 T
= lim =2M— = — —.
coo (@2 +2245)2 ot J_p (224224 5)? 32 16
i) Sia g la funzi fa su C definita da g(2) !
i1) Sia ¢ la funzione meromorfa su efinita da ¢g(2) = ————.
g g 22162+ 10
Il denominatore di g si annulla solo nei punti ¢y = —3+i1e ¢ = —3—1

e in questi punti si annulla semplicemente. Quindi g ha solo 2 poli, ¢;
e ¢z, e questi poli sono semplici. Con gli stessi argomenti usati per il
punto i) si ottiene

too dx
L .
/_oo P reeg 10 2rifeslga)

In questo caso, siccome ¢; = —3 4 ¢ € un polo semplice per g, si ha

Res(g.q) = lim g(=)(z— (=3 +4)) = lim L

B so=3tiz — (=3 —14) 2

Infine si conclude

+oo dx 27
& _onR L
/_oo o or 10 Jrifteslga) = 5p =



