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1) Si verifichi che la funzione F : (0, 400) — R definita da
+0o0

2
g sinfx
F(s)::/e o dz , 5>0

¢ due volte derivabile. Si calcoli la seconda derivata e si trovino 1 valori di
F'(s) edi F(s) per ogni s > 0.

2) Siano D C C un dominio e u : D — R una funzione armonica.
Se u? ammette un punto di massimo locale, deve allora essere costante in
tutti i casi?

E la funzione u?

sempre armonica?



3) Indicheremo con In la funzione olomorfa (ramo olomorfo del logaritmo
che ¢ una funzione multivalente) definita nel dominio

i0 ™ 3T
>0, —— <0< —
{pep>0.-2 .

tramite In (,oew) =1Inp+if (per esempio, In(—1) =im e Ini = %) :
Si calcoli I'integrale improprio

+o00 2 —€ 2 r 2
/ (ln x)2 dr = lim (/ 7( lnx) dr + / 7( lnx) dx)
1+2 r—too 1+ 22 1+ 22

0o <e—0 7. =

usando il teorema dei residui per una famiglia adatta di curve chiuse regolari
a tratti nel semipiano superiore. Poi, confrontando gli integrali

0 2 +o00 2
/ (ln :L') dr e / (ln :17) 4o
1+ 22 1+ 22

—00 0

e sapendo che

ot ot It
n , n t=1 n
/1+t2dt_0 (vedz. /1+t2dt = /s2+1d8)’
0 0 0
si calcoli
+oo
/(lnx)Zd
1+ 22 v

0



1) :

Soluzioni:

Siccome

.. 92 . 2

_..sin“xw .. [ sinx _

0<e™—rj :esx< )ge“, x>0,5>0,
x x

la funzione F' ¢ ben definita.

La derivabilita di F'(s) sotto il segno dell’integrale & possibile in ogni
s € (0,400) . Infatti, esiste la derivata parziale

0 sin? z sin? z
e " =—e , r>0,s>0

0s 2 T

e, per x > 0,s > ¢ > 0, abbiamo la maggiorazione

0 ( _u sin®x \|
s\ x? N

—EX

ey SINT

sing] < e ¥ < e ¢* (*)

(&

T

dove la funzione e~* & integrabile su (0, +00) . Cosi F risulta derivabile
in ogni s € (0,400) ed abbiamo

+ooa . 9

, . Sin‘x

F(s):/g(e o )dx.
0

Ora possiamo derivare anche F’(s) sotto il segno dell’integrale perché
esiste la derivata parziale

2 .2 .2
0 _Sin“x) 0 L SINTT\
e 5 =—|—e =e “ein‘“w
0s x 0s x

e, per x > 0,s > ¢ >0, abbiamo la maggiorazione

2 102
‘ a (6—85[? Sin x)‘ S 6—81‘ S 6—850

0s? 2

dove la funzione e~** ¢ integrabile su (0,4+o00). Di conseguenza F' ¢

due volte derivabile in ogni s € (0, 4+00) ed abbiamo

+00 +o0

2 .2
F'(s) = / % (e_“ SIZ2$) dz = / e " sin® rdx
0

0




+oo

1—
_ / - cos(2x) de
2
0

+oo +oo
_1/ —sz q 1/ —sz (2 )d
=5 [ e7dr—5 [ e cos(2z)dz.

0 0

Il primo integrale si calcola facilmente:
+o0o

1
/e‘sxdx = —.
S

0

Per calcolare il secondo integrale, calcoliamo 'integrale indefinito

/e_“ cos(2x)dz.

Tramite integrazione ripetuta per parti si ottiene
/e_“ cos(2x)dz
1 —ST
= — — [ cos(2x)de
S

1 2
= — —e~ COSQ:L’ —/e sm2:c
s s
2
= — —e *"cos(2x) —I——2 sin(2z)d
s s

1 2 4
= — —e cos(2x) + e Fsin(2x) — = / e " cos(2z) dx

S 52 52

da dove deduciamo che

1 1 2
/e‘sx cos(2x)dx = e (— — cos(2x) + —= sm(2x))

s s2
1+ =2
= sj " (2 sin(2z) — s cos(Qx)) :
Risulta
+o0o
e ¥ cos(2z)dr =
s?24+4

0



e cosl

F/I(S):L_;:L_M
2s  2(s244)  2s  4(s*+4)’
2

1 1 1
F'(s)==-Ins— - In(s*+4)+C; =~ In i

2 4 4 s2+4+01'

Per determinare la costante C, rimarchiamo che

, o o ( _, sin’x o o ( _, sin’x
|F'(s)] = A o dz | < s\ € . dz
0 0
+00
() 1
g/e_s””d:c:—, s>0
s

0

implica lim F’(s) = 0. Poiché anche lim In = 0, risulta che

§——+400 s—+400 32
C1 =0 e cosl
1 52

F'(s)==1n

ey Y

Per trovare una formula esplicita anche per F'(s), calcoliamo 'integrale
indefinito

/ln(52+0z2)ds, a>0:
tramite itegrazione per parti si ottiene

2s

/111(52 + a2) ds =s ln(s2 + a2) — /smds

2 2 2 -9 2
:sln(82+a2)—/ (5" + o) a ds
52 + a2

:sln(s2+a2)—25+2a/

1
5\ 2 d<i)
(—) +1 ¢
a
=3 ln(32 + ozz) — 25+ QOzalrctgi +C.
a
Risulta per F'(s),s > 0, una primitiva di

bt



12 1, 1,
Zlnmzzlns —EIH(S +4),
la formula

1 1
F(s) = 1(5 In s? — 23) — 1(5 In(s® + 4) —2$+4arctg%) + Cy

1 1

= Zslns2 — Zsln(s2+4) —arctggth'g
1 52 5

= ZSlnm—arCth‘i‘Cg.

Per determinare la costante (), usiamo la stima

+OO . 2 +OO . 2
e Sin“x e Sin“x
|F(s)| = /e o dz g/ e o dz
0 0
“+oo
_ 1
g/esxdx:—, s>0
s
0
che implica hg_n F(s) =0. Poiché
2 1 1
lim sln i = lim —-Ihn——=0-In— =0
s— 00 s244 s—+oo § 4\° ed
<1 T _2)
s
e
lim arct i
i retg — = —
s g 5 )
' T . T .
risulta 0 = 0 — Bl + (Y, cioe Cy = 5 Di conseguenza
" sin? z T s s s?
/6 22 dl’:F(S):g—arCth—thlm, 5s>0.

Rimarco. La funzione F' possiamo definire con la stessa formula su
tutto [0 , +oo) e risultera continua : infatti, abbiamo
per z € [0, 1]

.2
pmsa ST

2 ) x>0,s>0
x

1
<g(z):= 1
9() —; per x € [1,+00)



ove la funzione g : [0 , +oo) — [O , 1} e integrabile, percio possiamo
applicare il teorema sulla dipendenza continua da parametri reali.
Risulta che I'ugualita

+oo

/ s ST do = = —arctg~ + > In 782
€ = — — ar J— —
22 2 89 T e

0

vale anche per s = 0, cioe abbiamo
“+oo

sin? s
5 de = —.
T 2

0

Anzitutto mostriamo che u? & armonica se e soltanto se u (quindi anche
u?) & costante.

Infatti, poiché
ou? Ou 0w, (ou\ O
ox or’ 02 b
ou? ou  0%*u? ou\? 0%u
— =2u—, 2
dy oy 0y?

e cosl

ou\? ou\? ou\? o\’
A(u?) =2 =— 21 =— 2u Au =2 =— 21 —
(v) <3$) * <3y) s (856) - (8?;) ’
u? & armonica se e soltanto se

ou Ou .
= — = (0 <= u e costante.

8_x8y

Cio nonostante, il principio del massimo vale per u? sempre, cioe se u?
ammette un punto z, € D di massimo locale, allora u (quindi anche
u?) dev’essere costante.

Per la dimostrazione scegliamo un intorno W C D di z, tale che
u(2)? < u(z,)? zeW.
Se u(z,) = 0, allora u(z) = 0 per ogni z € W ed applicando il principio

d’identita per le funzioni armoniche risulta che u = 0.

7



Se u(z,) > 0, allora abbiamo
u(z) < u(z)
per z nell'intorno {z € W; u(z) >0} C W C D di z, e per il principio
del massimo per le funzioni armoniche risulta che u € costante.
Finalmente, se u(z,) < 0, allora
—u(z) = Ju(2)] < |u(z,)| = —u(z)
per z nell'intorno {z € W; u(z) < 0} C W C D di z, e per il principio

del massimo per le funzioni armoniche risulta che —u , cioe u e costante.

Indichiamo
o (lnz)2 ) o
f(z):= T zEC\({Z}U(z( oo,O])).

Allora f e una funzione meromorfa con un polo semplice in i ed il suo
residuo in 7 e

_ 2 2
Res() = lim(= — )f() = lim E- DS _ gy (027
27T\ 2
(3 =
21 87

D’altro canto indichiamo, per ogni p > 0, con 97U, (0) e 9~U;(0) il
semicerchio

{z€C;|z|=p,Imz>0}

orientato contro il senso delle lancette rispettivamente nel senso delle
lancette :

otUS(0) elacurva [0, 7] St +— peit € C,
8‘Up+(0) ¢la curva [0,7] 3t — pel™t = —pe~it € C.

Siano adesso 0 < € < 1 < r e consideriamo la curva chiusa ., nel
semipiano superiore chiuso che si ottiene componendo

il segmento [—r, —¢],
il semicerchio 0~UX(0),

il segmento [e,7],

8



il semicerchio 07U (0) .

Per il teorema dei residui abbiamo
3

/f(z)dz — 2mi Res(f) = _WI ,

Ye,r
quindi
/f )dx + /f dz+/f )dx + /f
a-UF (0 A+ Ut (o
/f(a:)dx+/f(x)dx:——+ /f )dz — /f
“r < a+uUt (o a+UF(0)
Ora la stima
(In 2)?
= d
/f /\f k= [ |5 |als
at+uUT (0 at+uUT (0 a+U;T (0)
2
< (lnr+7r) 2| = mr(lnr + )
r2—1 r2—1
o+U(0)
2
Sﬂ'(lnr—l—ﬂ') | re 1
r—1
implica
LS / Us
U (
Similmente, poiché
(In 2)?
‘ /f as < [l = f \sz dlz
at+uUr(o a+U (0) a+UF (0)
(—Ine+ )2
= / 7oz dF
o+UZ(0)
1 2
me(—1Ine 4+ m) | 0<e<l,
1—¢2

9



abbiamo anche

oggo / f(z)dz=0.

otut(0)
Risulta

“+oo

(Inx)?
/ 1+ 22 dz

— 00

N 2 (o )2 =
oy ([, fuery
oo I+x 1+ua

£

Per calcolare

facciamo presente che

—E&

) T () - 2
/(lnx)2 4 x_:_t/ (In(—1)) dt:/ (Int + im) "
1+ 1+t

1+¢2

£

(Int)? / Inx 2] 1
= dt + 2 —dx — dt .
/1+t2 e 11220 "1y

£

Usando ora (**) deduciamo

+oo(1 )2 +o0 1 +o0o 1 3
nx ne s
2 dx + 2mi dzx —7? de = —

/1+:)32 T+ m/ 11 22 T 7T/1+ x 1

0 0 0

e concludiamo che




