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Calcolo 1, Esame scritto del 20.01.2009

Corso di Laurea in Fisica dell’Atmosfera e Meteorologia, A.A. 2007/2008
Calcolo 1, Esame scritto del 20.01.2009

1) Consideriamo la funzione

fla)=fr+ T4z

a) Determinare il dominio (massimale) di f .

Trovare tutti i massimi e minimi locali di f.

)
b) Trovare tutti gli asintoti di f.
c)

)

d) Tracciare un grafico qualitativo per f.

2) Determinare una primitiva della funzione f : (0,+00) — R definita

da )
x

W=7



3) Trovare tutte le soluzioni complesse dell’equazione

A —2:2242=0.

4) Determinare i valori del parametro o > 0 per cui il seguente integrale

improprio converge :
+0o0

cosx
/ dz
l»a

™

5) Dire per quali valori di @ € R la seguente serie converge:



Soluzioni:

1
a) Il dominio di f consiste da tutti i numeri reali x per quali — ha
x

1 1
%+ +>O

1 1
senso e 2+ — > 0. Ora — ha senso se x # 0 e

T
se abbiamo simultaneamente

24+1>0eax>0,o0ssiaz>0,

oppure
2> +1<0ex<0,ossia < —1,

Percio il dominio di f e
(—o00,—1] U (0,+00).
b) Poiché liz%lJr f(z) = 400, f ha un asintoto verticale in x = 0.

La prima condizione per 'esistenza di un asintoto obliquo per x — 400
e lesistenza del limite finito

e = tin £2

Verifichiamo 'esistenza di questo limite :

1
= lim —\/362—1- +1= lim /1+—<5+1=2.
r——+o0o I Tr——400 €T

La seconda condizione per l’esistenza di un asintoto obliquo per x —
+00, necessariamente di forma

Yy = m+x + ny
e nel nostro caso y = 2x + n, , ¢ 'esistenza del limite finito

n, = xEToo (f(z) —mya).



Verifichiamo che anche questo limite esiste :

. 1 , 1
ny = lim 2?24+ —+x—2x )= lim 2+ ——z
Ir——+00 x T—+00 Xz

1 1
(,/x2+——x)~<,/x2+—+x)
. x x
= lim
T—~400 9 1
T+ -+
x

1

= lim

S —
T—+00 9 1
\JrT+ -+
Xz

y = 2x ¢ un asintoto obliquo di f per x — 4o00.

Cosicché

D’altro canto esiste

<0 s / 1
:hm— =% lim 1+ —=+1=0,
r——00 I Tr— —00 xXr

percio I'asintoto obliquo per z — —oo, se esiste, dev’essere un asintoto
orizzontale. Verifichiamo che esiste:

no= lim (f(z)—m_z)= xEIme(x)

r——0Q0

= lim \/ + +x
(e gee) (i)
SL’+ + i
. T
= lim
T——00 1
\/x +—-——x
T

= lim

r——00

+——x

Di conseguenza

S



y = 0 € un asintoto orizzontale di f per v — —o0.

c) Per trovare gli intervalli di monotonia e gli extremi locali di f,
dobbiamo prima calcolare la sua derivata :

1 1 223 —1
(o L) e 2L

1 x 1
24/ 2%+ = 2024 2t + =
\ T x
3 2 2, 1
2¢° — 14 2x°4/zx° + —
_ x
1
2x2@/x2+—

T
2 2zt 4 -1
2|z|vVat +x 7

cioe
, 223 — 2avat + o — 1 2x(x2—\/x4+:c)—1
fl(x) = = per r < —1
2]z|Vat+ 2 2]z|Vat+ 2
e

) = 223 + 20Vt + 1 — 1
2xvVat + x

per x > 0.

Poiché per z < —1

20 (2 —Vat+x) = —2|:17|(332— xt— |xl) <0,

'

>0

abbiamo f’(x) < 0 per ogni z < —1.

In particolare f'(x) = 0 & possibile solo per un z > 0 e quindi significa
la validita congiunta di

20 + 22Vt +2x—1=0,2>0. (*)
Ma (*) implica

- -

(24 — 1) = 22Vt + 1)°

4x6—4234+1 =4x6+423

e risultano successivamente



N = DN =

D’altro canto si verifica subito che x = = veramente soddisfa (*). Per di

pit1, poiché 22 +2zv/2* 4+ 2 — 1 & una funzione strettamente crescente
di x > 0, abbiamo

1 1
f'(z) <0 per O<x<§ e f'l(x) >0 per > 5.
Risulta che f e

strettamente decrescente in ( — 00, —1] ,

1
strettamente decrescente in (0, 5) ,

1
strettamente crescente in (5, —l—oo) .

1
In particolare, 5 ¢ un punto di minimo locale, nel quale il valore di f

1 1 1 9 1
) =424 2= /o4 =2.
f(z) 17773 \/;Jrz

Esaminiamo anche il comportamento di f nel punto —1: il valore e
f(—=1) = —1 ed ha tangente verticale. Infatti, la derivata sinistra in
—1 e uguale a

flx) = f(=1)

li ! \/ 25+ Lot
m — = €T - T
pomle x— (1) s B x
_ 43 _ 2 _
= lim — <\/ L Bt—t)
t—0+ —t—1

1
t
(t— t3+3t2—|—3t>

o1
= lim -
t—0+ ¢ t+1
, t3 4+ 312 + 3t
= lim (1—4/————
t—0+ 3 + t2
. t2+3t+3
= lim (1—4/———m—
t—0+ t(t+1)
= —0.



Riportiamo il comportamento di f’ e di f nella seguente tabella :

r | —oo -1 0 % + 00
1! - — * - 0 +
f 0 Ny —1 nondef. +00 N\, 2  +o0

Finalmente calcoliamo la derivata seconda di f:

d 223 — 1
f”(!li’):—<$—+1>
dx 1
2m21/x2+—
s
d 1 , 1\
—@«l“z—xz)(“;) 1

Risulta che f”(z) < 0 perx < —1e f”(x) >0 per z > 0, cosicché f e
concava in ( — 00, —1} e convessa in (O, +oo) )
d) Usando le informazioni di cui sopra, e facile tracciare il grafico di f:

y = 0 & asintoto orizzontale di f per x — —oo ed il grafico di f scende
da0a —oo finoa (—1,-1).



1
Nel secondo tratto il grafico scende dall’infinito in 0 fino a ( 3 ,2) ,

un punto di minimo locale, nel quale il grafico ha tangente orizzontale.
Sale poi all’infinito a +o00, ha per x — +o00 'asintoto obliquo y = 2z
e resta sempre sopra l’asintoto :

1
f(x):\/:)s2—|—;+x>\/;2—l—x:2x, x>0.

Il grafico di f:

2) : Prima soluzione. Per x > 0 abbiamo

x? z? T\ [ x
Vr+a22 Jzvli4+ax V14 1+

percio per il calcolo dell’integrale indefinito

/Ld _/ _T 4
Vv + 22 R B Ve
8



possiamo usare la sostituzione

con

2\ 2 —1 1y 2t
do= (—— ) at = dt=—2" _qt.
v (1—t2) (1—t2+1—t2) (1)

Si ottiene

& F /1—t2 = /(1—t2> o

2t

Lo sviluppo di (1 — t2)3 = AT 090 = 1F in fratti semplici e dalla
forma
2t o« b c a 6] v

29 1+¢ Q0 (4P 1t [1—02 a0

Allora
2t =a(1+ )’ (1 —t)* +b(1+t)(1 —t)* + c(1 — 1)
+a(l+t)*(1 -+ 80 +1)*(1 —t) +v(1 +1)°
e con t = —1 rispettivamente ¢ = 1 otteniamo

1 1
2:8ccioéc:z, 2=870i0é7=1.

Risulta che
a(l+t)*(1 -t +b(1+1)(1—1)°
+a(l+t)(1 =)+ 31 +1)>*(1—1t)

—2t4—i(1—t)3—%(1+t)3:2t4—i<(1—t)3+(1+t)3)
=2t = (0= 0+ a4 0) (=07 = (1= + 1)+ (1 +1)
= 2tt — %(1—2t+t2 (L= 13 +1+2t+£)

:2t4—%( +3t2)—2t4—§t2—%



Semplificando con 1 — ¢2 si ottiene

a(l+t) (1=t +b(1 -t +a(l+t)*1—t)+B(1+1t)* = —2¢* —

Ora, di nuovo con t = —1 rispettivamente ¢ = 1 risulta

4b:—g cioéc:—g, 46:—2 cioe = —

°
8 8

Di conseguenza

a(l+t)(1—t)? +a(l+t)*(1—1)

1 5 5
:—2t2—§+§(1—t)2+§(1+t)2
1 5 3 3
= 2t ——+ - (1+) =+
2+4( +£) R
3

Tramite semplificazione con 1 — t? otteniamo

a(l—t)+a(l+t) =

4

e con t = —1 rispettivamente ¢ = 1 concludiamo :

2@:§cioéa:§ 2a:§cioéa:§.

4 8’ 4 8
Cosi abbiamo lo sviluppo
2¢ 3 1 5 1 1 1
(127 81+i 8(1+02 2(0+0p
3 1 5 1 1 1

TRT = RO AP

Risulta
214 3 51 1 1
2 @ =Clogl b+ —— =

/a—ﬁp g s+ S ~ sy
3 51 1 1

~Zogll -t =2 - C

slosll =t -gi szt
_ 3 |t 5t +l t o
Bl P R R R N FREEIE '
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Tenendo conto che ¢t = 4/ L , € quindi
1+2

1= !

itz 1-82 =va+at,

=1+uz,

1—1¢2

concludiamo :
[ =
—dz
T+ 2

24
= [ =t
[a=ar
3 Vitzr+yz

) 1
= —1 ~- - vV | _Z 24 2(1 2 ]
g log N Vo +x +2( +x)Ve+a224+C

4
Ma
Vitao+ (VI+z+z)°
Vitez—vz  (Vi+z—z)(V1+z+ x)
— (Vitz+va),
vi+zx T 2
log \/%—tg = log (\/1+—x+ \/E)
:210g(\/1+x+\/5)
OVar @ gVt e = e
Cosicché

2x

-3
Vo +x24+C.

= log (VT +va) + 22

2
T
/———dx
VvV + x? 4
Rimarchiamo che abbiamo usato una delle cosiddette sostituzion: di
FEulero :

il calcolo dell’integrale di una funzione razionale di x e Vax? + bx + ¢,
nel caso che ax? + bx + ¢ = 0 ha zeri reali 7; < x5, puod essere ridotto
all’integrazione di una funzione razionale tramite la sostituzione

r — T

t=14/a
T — X9

11



oppure

r — T2

§ = a .
r — X

Nel nostro caso, avendo ax? + bx + ¢ = = + x?, le sostituzioni di cui

sopra sono
z — (=1) \/1+x

et —1 et
§ \/( ) x—0 x

z—0 T
t:\/(_l)x—(—l) - Vitaz

Nei calcoli precedenti abbiamo fatto uso della seconda sostituzione, ma
avremmo potuto fare i calcoli anche usando la prima sostituzione.

Seconda soluzione. Poiché vz + 22 = \/z/1+x e per v = sh’t
(ove x > 0 corrisponde a t > O) nelle espressioni \/x = sht, 1+ x =

Vch?t = cht i radicali si sciolgono, ci proponiamo usare la sostituzione

oppure

r=sh%, x=sht, V1+x=cht, dz=2shtchtdt.

Rimarchiamo che ¢ si ottiene da z tramite la formula

t=log (V1+az+x).

La funzione continua R 3 ¢t —— sh ¢t € R e strettamente cres-
cente ed ha limite 400 in +oo rispettivamente limite —oo in —oo .
Percio e invertibile e per la sua inversa, chiamata arcoseno iperbol-
ico ed indicato con arcsh, possiamo dedurre una formula. Infatti,
y = sht significa
el —et (M) -1

2 2et
(') —2ye' —1=0

e risolvendo questa equazione in e’ si ottiene l'unica soluzione

positiva
e=y+Vy2+1.

y:

Cosicché

12



arcshyzlog(yjt\/gm), y€eR.
In particolare, nel nostro caso y/r = sht implica
t =arcshy/z =log (Vo + vz +1) .
Si ottiene
/ 2 dr — / sh't
Va + 22 shtcht

Per integrare 2 sh*t useremo le formule di duplicazione e di bisezione
per il seno e coseno iperbolico :

2shtchtdt = /2sh4tdt.

sh(2s) = 2shschs

ch(2s) = 2ch®s — 1 = 2sh?s + 1,

D2 — ch(2s) — 1 Cdi®s = ch(2s)+1 .
2 2
Infatti,
es — e~ 8 e + e~ s 623 _ 6—23
2shschs =2 = =ch(2
shschs 5 5 5 ch(2s),
L2 (e — 6_3)2 e +e -2 ch(2s)—1
S S = = e
4 4 2 ’
W2 (e + 6_5)2 e*+e24+2 ch(2s)+1
C = = == .
i 1 1 2

Useremo anche la formula

(shs)/ = chs ossia /Chsds =shs+C.

La verifica ¢ immediata :

, 5 — e / e 4+ =%
(shs) = ( 5 ) = 5 =chs.

13



Ora, poiché

2sht = (M)z = 1ch2(21t) —ch(2t) + =

2 2
lch(4t)+1 h(20) + 1
2 2 2
1 3
Z ch(4t) —ch(2t) + 1
concludiamo che
2
/xidx
VvV + 22
:/2sh4tdt
1 1 3
1 3
—gsh(%)ch(%)—§sh(2t)+1t+c

1 3
= shtcht (2sh’t + 1) — shtcht + [t

1
IZ\/EV1+:C(2:L’+1) —\/E\/1+x+§arcsh\/§+0

2 _
ik OV log(\/1+—x+\/5)+0.

L’equazione z* — 222 4+ 2 = (0 ¢ una equazione algebrica di grado 2 in
2% e percid possiamo usare la formula di risoluzione di questo tipo di
equazioni per trovare i posibili valori di 22

Z=1+/1-2=1=+1i.

Resta trovare tutte le radici quadrate di 142 e 1—2 nel campo compesso.
Per questa fine ci serve la loro forma trigonometrica :

1+4] = /12 + (£1)2 = V2,
1

1
— ¢ sinpy = +——
vz oY T A

o\ . s
, percio possiamo porre ¢ = +£—

Cosp = 1

14



ed otteniamo

lii:\@(cos(i%)%—z’sin(i—%)).

Ora, se z = r(cosw + i sin @D) e 22 = 1414, allora la formula di De
Moivre implica

r?(cos(2¢) +isin(2y)) = V2 <cos (i— %) + isin (j: %)) ,

cioe 12 =42 e
2¢z<p+2k7r:i—£+2k:7r, ossia

Y= +4+kn=4+—+4+knm

con k un intero.

Percio le radici quadrate di 1 4+ 7 nel campo complesso sono

z1 = f/i(cosg—i-ising)

7 = \4/5(008 (g+7r) +isin <g+7r>>

= f/i(—cosg —ising)

= —Zz1,

poiché, "cos” e "sin” essendo funzioni periodiche col periodo 27, per
k = 2 riotteniamo z; , poi per k = 3 riotteniamo 2z, , e cosi via.

Similmente, le radici quadrate di 1 — ¢ nel campo complesso sono

=2 (cos (- g) +isin (- g))

= %(cosg —isin%)

= <1

15



1= V2 (cos (= § ) isin (= T+ 7))

- {‘/5(— cos (— g) ~isin <_ g))

= — 23

= — 7.

Concludiamo che le soluzioni del’equazione z* — 222 4+ 2 = 0 nel campo
complesso sono

z = w<cosg+z’sinz)

8
Z9 = — 21
23 =21
24 = _Z_l

Rimarco. Possiamo andare anche oltre, calcolando esplicitamente
™ . T .9 _ _
cosg, smg equindi 21,20 = —21,23=21,24 = — 21 .

Infatti, usando le formule trigonometriche

Coszg_l—i-cos«? Sinzg_l—cosﬁ
2 2 7 2 2

.
con 0 = 48 ottengono

1

T 14—
) T 1+cos4_ \/52\/5+1
2 2 22
1—cosz 1— V21

sin? - = — - :

8 2 2 22

™ \/\/§+1 T \/§—1

COS— = ——F————

, Sin— = ———.
8 V2V2 8 V2V2
16
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Risulta che le soluzioni del’equazione 2* — 2 2?2 +2 = 0 nel campo
complesso sono

1 =

f<\/7 \/7)

\/f+1 f—l

L \/WH \/5—1

i \/f+1 \/5—1

_ V2+1  [V2-1
24 = — 21 = — 5 +1 B .

Poiché

e l'integrale

converge per > 1, dal criterio del confronto risulta che I'integrale
improprio
+oo
cos T
/ dx
xOC

™

e assolutamente convergente per o > 1. Tuttavia in questo modo non
otteniamo informazioni sulla convergenza o meno nel caso 0 < a < 1.

Usando pero integrazione per parti, possiamo ”aumentare 1’esponente
nel denominatore”, aumentando cosi le prospettive di convergenza. Piu

17



precisamente, per ogni b > 7 abbiamo

b
. , .
cos T sSin x sSin x
dx = ( ) dx =
x x T
s
b

_sinb sinxd
= + —Tra T .

b b /
1
—/ (—) sinxdx
™ xa

™

Ora, usando il criterio del confronto e la convergenza dell’integrale
+o0o

1
/x1+adx’ a>0,

™

deduciamo che per o > 0 l'integrale
+o0o

sin x
- dz
plta

™

¢ (addirittura assolutamente) convergente e quindi esiste il limite

b b +oo
. COS & . sinb . sin x sin x
lim = lim — 4+« lim - dr = o - dx .
b—+00 e b—too b b—too | it plte
N—_——
s s s

=0

In altre parole, per a > 0 l'integrale improprio
+0o0o

CoS T
/ dz
xa

™

converge.

D’altro canto e facile vedere, che per a = 0 'integrale
+oo

/ cos xdx

s

non e convergente:

18



Da una parte
2km

/ cosxdr — 0,

=0
e dall’altra parte
2kn+73

/ cosxdr — 1.

=1
5) :  Applichiamo il criterio del rapporto : poiché

((n—l— 1)!)a
(n+ 1)t (n+ 1)1 1

(nl)° :< 1)"_)6' 1 sea=l,

0 sea <1

n 1+ - +oo sea>1
n n
cioe N
((n+1)!) 0 se a <1
+ 1)ntl 1
%% -<1 sea=1,
(n!) e
nn +00 sea>1

la serie data converge se e soltanto se a < 1.
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