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1) Sia f: R — R.
a) Si verifichi che se f & continua a destra in ogni punto del suo dominio,
cioe se

lim f(y)=f(z), xeR,

r<y—x

allora f e una funzione di Borel.
Suggerimento: di che tipo ¢ l'insieme {z € R; f(z) < A\} , A € R?

b) Si verifichi che se f & derivabile a destra in ogni punto del suo
dominio, cioe se

esiste f;(x) = lim fy) = f@)

r<Yy—T y—x

€ R perognizeR,

allora la derivata destra f; : R — R & una funzione di Borel.

N

2) E sommabile la funzione f:[—1,1] x [—1,1] — R definita da

Ty
f(l','y): :)32—|—y2 per(x,y)%(o,o) 2

0 per (z,y) = (0,0)



3) a) Calcolare il limite

1
-7

lim / dx +
Roteo | (w—2)(22 + 4)2
-R

dx
(x —2)(2? +4)2"

[\]
+
::|~\:u

b) Determinare il raggio di convergenza dello sviluppo in serie intorno
al punto z, = 1 della funzione

sin(z? — 4)

1@ = Ty ae

e dare una dimostrazione del risultato ottenuto.



Soluzioni:

Ricordiamo che un intervallo in R € un insieme I C R tale che se
y1 < yo sono elementi di I allora tutto il segmento [y , y] € contenuto
in I. Supponiamo che I # () ed indichiamo

a(l) == ingy € [—o00,+00) (I'estremita inferiore di I),
ye

b(I) := supy € (—oo, +0oo] (I'estremita superiore di I).
yel

Allora
(a([),b(])) clI:

Se a(I) <y < b(I) allora (per la definizione dell’estremo inferiore
e dell’estremo superiore) esistono y; ,ys € I tale che y; <y < ys.
Poiché I ¢ un intervallo, risulta che y € I.

Di consequenza, I ¢ uguale

o all’intervallo aperto (a(I),b(I)),

o all’'unione dell'intervallo aperto (a(I),b(I)) con I'insieme chiuso
{a(D)},
o all’'unione dell'intervallo aperto (a(I),b(I)) con I'insieme chiuso
{6}
o all’'unione dell'intervallo aperto (a(I),b(I)) con Iinsieme chiuso

{a(1).b(1)}.

In tuttii casi I & un insieme di Borel.

Ricordiamo anche che I'unione di una famiglia (Ia)a6 , di intervalli con
intersezione non vuoto € un intervallo :

Per l'ipotesi esiste y € (] I, . Se y1 < yo sono elementi di |J I,
a€A acA
allora esistono indici o, e a, tali che y; € Ia1 e Yo € Ia2 . Ma Ia1

e Ia2 contengono y, quindi si intersecano, e risulta che [0‘1 U Ia2 e

un intervallo. Cosicché [y; , 2] C Ial U Ia2 c U IL.
acA



Finalmente ricordiamo che se (Ia)ae 4 € una famiglia di intervalli a due
a due disgiunti e di lunghezza > 0 (cioe soddisfacenti a(l,) < b(1,)
allora la famiglia & numerabile :

Per ogni o € A l'intervallo I, D (a(I,),b(I,)) contiene un numero
razionale r(«) . Poiché gli intervalli I, sono a due a due disgiunti,
I’applicazione

Asar—r(a)eQ

¢ iniettiva. Risulta che A € in corrispondenza biunivoca con un
sottoinsieme dell’insieme numerabile QQ, quindi € numerabile.

Dopo questa preparazione passiamo alla soluzione del compito.

a) Perché f sia una funzione di Borel c’e (per esempio) da verificare
che, per ogni A € R, I'insieme {x eER; f(z) < )\} e di Borel. A questo
fine mostreremo che {z e R; f(z) < )\} ¢ una unione numerabile di
intervalli.

Se y € {:E eR;f(x) < )\} allora, per la continuitém destra di f in y,
esiste un d, > 0 tale che [y,y + ;) {:E eR; f(z) < )\} Risulta che

la lunghezza del piu grande intervallo I, contenente y e contenuto in
{xER f(z <)\} cioe di

o C{zeR;f(z <)\}
ly= U [{ [y, y+0y)

I intervallo
yelC{zeR; f(z)<A}

e>0,>0.
Ora, per y;,ys € {:c eER; f(x) < )\}, gli intervalli Iy1 e Iy2 o coincidono

o sono disgiunti. Infatti, se Iy1 e Iy2 non sono disgiunti, allora la loro
unione ¢ un intervallo I con

y1,2elc{xeRf <)\}

e quindi [ e sottoinsieme sia di Iy1 che di Iy2 . In altre parole abbiamo

Y

I, UI —Ic{]yl
Y1 92_ [ )

cioe Iy1 = Iy1 U Iy2 = Iy2 .

Concludiamo che



J = {I C Rintervallo ; I = I, per un y € {x € R; f(x) < \}}

e un insieme di intervalli a due a due disgiunti e di lunghezza > 0,
quindi € numerabile. Ma

U= U I,

1eJg ye{zeR ;f(x)<A}

C {:L' eER; f(z) <
{D U {y}—{xERf <)\}
ye{zeR;f(x)<A}

implica che

UI={zeR;f(z)<A}
ey

e cosl {z € R; f(z) < A} & una unione numerabile di intervalli.

b) Se f e derivabile a destra allora f ¢ anche continua a destra, quindi
per a) & una funzione di Borel. Risulta che le funzioni

1
g Ro>2+— f(zx—:kl))fx(x) :k<f<x+%) —f(x)), kE>1
k

sono di Borel. Ma f, & il limite puntuale della successione (gk)k>1 e
come tale e pure una funzione di Borel. a
Complementi.

Chi e familiare con insiemi connessi e componenti conessi, puo leggere
la soluzione del compito 1.a) come segue :

SialxeR.

Siccome ogni sottoinsieme connesso di R e un intervallo, i componenti
connessi di {x eER; f(x) < )\} sono intervalli, in particolare insiemi di
Borel.

Sia C' un componente connesso di {x eR; f(x) < )\} ey € C. Perla
continuita destra di f in y esiste un 9, > 0 tale che

ly,y+3,) C{zeR; f(z) <A} (*)

Poiché [y ,y+d,) 2 y € connesso, ¢ contenuto nel componente connesso
Cdiy. Risultache C' D (y,y+d,)) contiene un numero razionale r(C') .



Ora C' +— r(C) € Q ¢ una applicazione iniettiva dell’insieme di tutti
i componenti connessi di {z € R; f(z) < A} in Q e la numerabilita di
Q implica che I'insieme dei componenti connessi di {x eER; f(x) < )\}
& numerabile.

Siccome ogni insieme e I'unione dei suoi componenti connessi, risulta
che {:c eR; f(x) < )\} ¢ una unione numerabile di intervalli, e quindi
un insieme di Borel.

Ma
{z €R; f(z) <A} & di Borel, A € R <= [ & di Borel.

Con la stessa dimostrazione si ottiene anche la seguente affermazione
piu generale :

Sia f : R — R. Se in ogni x € R la funzione f ¢ o continua a
sinistra, o continua a destra, allora f é una funzione di Borel.

Infatti, per la dimostrazione si puo copiare la dimostrazione precedente
con la sola modifica che per qualsiasi y € C' ¢ guarantita 'esistenza di

un 6, > 0 che soddisfi non necessariamente (*), ma la condizione piu
debole

(y — &, .y] oppure [y, y + d,) ¢ contenuto in {z € R; f(z) < A}.

Risultera pero che C' D (y —d,,y)) oppure C' D (y,y+6,)). Poiché in
ambi casi C' contiene un numero razionale r(C') , possiamo concludere
la dimostrazione come di cui sopra.

Ricordiamo il meno noto, ma spesso utile

Teorema di ricoprimento di Lindelof.

Sia (X ,d) uno spazio metrico separabile. Allora ogni famiglia (Ua)aeA
di insiemi aperti in X ammette una sottofamiglia numerabile (Ua )

n’/n>1
Ut - Ut

n>1 acA

che ha la stessa unione :

Dimostrazione. Sia (a:k)k>1 una successione densa in X. Allora la

famiglia U delle palle aperte
Up(ay) :={x e X;d(z,z) <r}, E>1,0<re@Q



e numerabile ed ogni aperto U C X e 'unione delle palle appartenenti
ad U che sono contenute in X :

v=|J Ulw) :

UDUr(zx)EU
Infatti, se y € U ed € > 0 ¢ tale che
Ud(y) :={z € X;d(z,y) <e} CU
allora, scegliendo un k& > 1 con d(zy,y) < % e poi un numero

. € 2¢e .
razionale 3 <r< 3 abbiamo

y € Us(xx) C Uy ()

v € Up(ry) = dz,y) < d(x, ) +d(zy,y) < r+% <e,
quindi y € U,(z) C U.(y) CU.

Risulta
U, = U Ur(l’k) , a€ A
Ua DU (1) €U

e quindi

Uv.-U( U wv@)= U @
acA a€A  UxDUy(z)eU Ua DU (z1)€U

per un a€A
_U{ ) ;k>1,0<reQ,U.(zg) C U, perunaEU}

Scegliamo adesso per ogni £k > 1e 0 < r € Q con U.(xg) C U, per
un o € A un indice a(k,r) € A per cui Up(xx) C Uppr,py. Allora il
sottoinsieme

J={(k,r);k>1,0<reQ,U(z;) CU, peruna € U}
di {k intero ; k > 1} X {r eEQ;r> O} ¢ numerabile e

U Ve > U Ulw) = Vo

(k,r)ed (k,r)eg acA



quindi

LJ U&%v“ LJ Us -

(k,r)eg acA

Risulta un sorprendente

Teorema di ricoprimento per intervalli.
Ogni famiglia (Ia)aeA di intervalli reali di lunghezza > 0 (cioé soddis-
facenti a(1,) < b(1,)) ammette una sottofamiglia numerabile (Ian)

Uk =UL.

n>1 a€A

n>1
che ha la stessa unione :

Dimostrazione. Sia F := U I, C R. Per il teorema di ricoprimento
acA

di Lindelof la famiglia
((alla) , b(12)))

di intervalli aperti ammette una sottofamiglia numerabile

((a(lak) ’b([%))>k>1

a€cA

che ha la stessa unione :
U (a(la,)  b(1s))) = | (alla) ,b(Is)) C E .
k>1 acA
Se mostriamo che 'insieme
S:=E\J (a(Z
acA
e numerabile, allora risulta la tesi del teorema :

Scegliamo per ogni x € S un a, € A con x € Iax . Allora I'unione
della famiglia numerabile di intervalli

([O‘k)kzl U ([%)xes

contiene
U (a([ U I, D U JUS=E,
k>1 zeS a€A

quindi e uguale ad E'.



Sia ora x € S arbitrario. Appartenendo all’'unione di tuttii /,, ma non
essendo nell’interno di nessuno di questi intervalli, z ¢ 0 a(l,_) € Ia_
0b(ls ) € Io_perun a; € A. Indichiamo

S_ = {xeS;x:a(Iax)}, Sy = {xES;x:b(Iax)}.

Allora gli interni ([ %) degli intervalli ([%)Ie ¢ sono a due a due

z€S
disgiunti :

Supponiamo che x,y € S_ e ]% N Iay # (). Sia, per esempio,
a(lo ) < a([ay) e scegliamo un z € Iy N Iay . Allora

y = a([ay) € lala, ). 2) C Ia,
e, poiché y € S non puo appartenere all’interno di ]% , risulta che
y=a(l, ) =z oppure y = b(I, ). Ma y = b(l, ) implicherebbe
Yy = a([ay) <z< b([ax) =y
che ¢ assurdo. Di conseguenza x =y e cosi [ a, = 1 o

Risulta che S_ & numerabile. Similmente si verifica che anche S, e
numerabile e concludiamo che S = S_ U S, & numerabile.

In particolare, I'unione di ogni famiglia di intervalli reali non degeneri
¢ un insieme di Borel in R.

a) Indichiamo con f 1a funzione definita su R? tramite la stessa formula
che f:

flz,y) = ng;ny per (z,y) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0) '

Sia D C R un aperto. Siccome la restrizione di f all’insieme aperto
R*\ {(0,0)} & continua, l'insieme

{(z,y) e R2\{(0,0)}; f(z,y) € D} C R?



e aperto. Risulta che

{(z,y) eR?; f(x,y) € D}
_ @) eRN\{(0,0)}; f(z,y) € D} per 0 ¢ D
{(z,y) e R®\{(0,0)}; f(z,y) € D} U{(0,0)} per0e€D
€ o un aperto, o I'unione di un aperto con un insieme chiuso, quindi

sempre un insieme di Borel. Poiché 'aperto D era arbitrario, risulta
che f e una funzione di Borel.

Cosicché anche il prodotto di fcon la funzione caratteristica y
[—1,1]x[—1,1]
dell’insieme chiuso [ —1,1] x [ —1,1] & una funzione di Borel, quindi

misurabile. Osservando che

e N Flo o — ) F@y) per (z.y) € [=1,1] x [=1.1]
e { 0 per(z,y)¢[-1,1] x[-1,1]

[—1,1]x[-1,1]

questo significa la misurabilita di f.

Per la sommabilita di f dobbiamo avere, oltre alla sua misurabilita, la
finitezza dell’integrale

/ f(xy)|dady

[—1,1]x[-1,]1]

1 1
Ma |zy| < E(xz +?) implica |f| < 5 e cosl

1
/ |f(z,y)|dzdy < / 5 dady <2.

[—1,1]x[-1,1] [—1,1]x[-1,1]

a) Poniamo

1
2-%

de 7 dx
0= [ et | eoaerr




La funzione g € una funzione meromorfa su C con poli in 2, 2i e —2¢ Per
calcolare il limite usiamo il metodo dei residui integrando la 1-forma
g(z)dz lungo il cammino

YR =7V1,R + Vo,R + V3R T V4R
dove

e 71,r ¢ il segmento che va da 2+ & a R,

® 75 i ¢ la semicirconferenza {z +iy : 2*+y* = R,y > 0} percorsa
in senso antiorario,

® 73 ¢ il segmento che vada —R a 2 — 1—1%,
e 7, r ¢ la semicirconferenza {z +iy : (x —2)* +y* =1/R,y > 0}

percorsa in senso orario.

Se R > 2 l'unico polo di g all’interno della parte limitata del piano
delimitata dal cammino v ¢ il punto 2¢. Quindi per il teorema dei
residui abbiamo

g(2)dz = 2miRes(g, 21),

TR
ma ,
/g(z)dz:Z/ g(z)dz
TR j=1 "R
e
| st [ gtz =nn).
Y1,R 73,R
quindi

lim h(R) =2miRes(g,2i)) — lim (/ g(z)dz+/ g(z)dz)

R—+o00 R—+o00

se I'ultimo limite esiste.

In effetti si ha lim [ g(z)dz =0 perché

R—+o00

[y N g(2)dz

< mRsup{lg(2)| : 2 € 12.r}

11



TR

Rlirfw mRsup{|g(z)| : 2 € yo,r} = RELI-IOO R 0.

Inoltre, siccome il punto 2 ¢ un polo semplice per g possiamo usare il
lemma del piccolo cerchio ottenendo

lim g(2)dz = —mi Res(g,2)
R=toe Joyy p

(la curva 74 g percorre un angolo orientato pari —7 intorno a 2).

Quindi
lim h(R) = 2miRes(g,2i) + mi Res(g,2)

R—+o00
e dobbiamo solo calcolare i due residui.
Siccome 2 & un polo semplice per g abbiamo

z—2 1
Res(g,2) = li S
es(9:2) =l o ~ 6

Siccome 27 € un polo di molteplicita 2 abbiamo

)i L[ (e =2
Res(g,2i) = Z11_1)121Z£ ((z —2)(22 +4)2)

. d 1
2}2121@ dz < (z —2)(z + 2i)? )
T (2 +2i)* +2(z + 2i)(z — 2)
252 (z —2)%(z + 2:)*
(44)? 4 2(44) (2 — 2)
(20 — 2)?(44)*
—32 — 16¢ 1 1

“Ri()t 128 e

In conclusione

lim h(R) = 2mi Res(g,2i) + mi Res(g,2)

R—+4o00
PSR S U NS D
TN T8 et T e T T 32
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b) La funzione f ¢ una funzione meromorfa su C che ammette singo-
larita isolate in 2, 2i e —24.

Siccome
, o sin(z? — 4)

limg, F@)= =20 = i G 2
_sin(=8)  sin(8)(1 +1)
T (2i—2)(-16) 27 70

_ o sin(z? — 4)

zEer (2)(z +20)" = ZEIPm (z —2)(z — 2i)?

B sin(—8) _ sin(8)(1 —1)
T (=20 —2)(-16) 27 70

le singolarita in 2¢ e —2¢ sono poli con molteplicita 2.

Inoltre, siccome il numeratore di f si annulla in 2, f(2) ha una singo-
larita eliminabile in 2. Quindi esiste f funzione olomorfa su C\{2i, —2i}
che estende f.

Le funzioni f e f coincidono in un aperto contenente 1, percid hanno
le stesse derivate e lo stesso sviluppo in serie di potenze S intorno a
1. Siccome la distanza tra 1 e 2¢ coincide con la distanza tra 1 e —21
ed e \/5, il disco aperto DL N3 di centro 1 e raggio /5 & contenuto nel

dominio di f . Ne segue che il raggio di convergenza dello sviluppo S
di f (o f) intorno ad 1 é almeno /5.

Per mostrare che il raggio voluto & esattamente /5 basta osservare che
se tale raggio fosse maggiore, lo sviluppo in serie di potenze S di f
intorno a 1 definirebbe una funzione olomorfa su un dischetto aperto
D centrato in 1 e contenente 2¢ e —21.

Siccome f e lo sviluppo S (intorno ad 1) sono entrambe funzioni olo-
morfe nell’aperto connesso D \ {2, 2i, —2i} e le loro derivate di ogni
ordine nel punto 1 € D\ {2, 2i, —2i} coincidono, le funzioni f e S
coincidono su tutto D\ {2, 2i, —2i}. Questo ¢ assurdo perché essendo
S olomorfa in D si ha lim S(z) = S(2i) € C e avendo f un polo in 2:

z—2i

si ha lim f(z2) = oc.

z—21

13



