NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2012/2013
Calcolo 2, Esame scritto del 30.01.2013

1) Si risolva il problema di Cauchy

Yy —ycosx =y?cosa
y(0) =1

trovando

a) prima una soluzione locale, cio¢ la soluzione definita su un qualsiasi
intervallo aperto contenente 0,

b) e poi la soluzione massimale, cioe il prolungamento massimale della
soluzione locale.

2) Si calcoli I'area della sezione del solido cilindrico
{(x,y,z) eR?; 2?4+ 9% < 4}

con il piano di equazione
zZ=x+Y.



3) Si calcoli il flusso uscente del campo vettoriale piano
x
2 4 .2
Ve = “F§Y |, 0,0# @y ek
ZL'Q + y2

dal disco di centro (0,0) e raggio 1.

4) Consideriamo la funzione periodica di periodo 27
f:R>z+—sign(cosz) € R,
cioe la funzione periodica di periodo 27 che nellintervallo [—m , 7] vale

1 se |x]<z,

f)={ 0 se =1
-1 seg<\x|§7r.

a) Si calcolino i coefficienti di Fourier ¢x(f),k € Z, di f e si studi la
convergenza puntuale della serie di Fourier

+0o0

Z Ck(f) eikm .

k=—o0

b) Si calcoli la somma della serie
+oo

Z |Ck<f)|2

k=—o00



Soluzioni:

1) : Troviamo prima la soluzione generale. Possiamo procedere in due modi:
osservando che si tratta di una equazione di Bernoulli, o sfruttando il
fatto che ’equazione e a variabili separabili.

Usando il metodo di risolvere equazioni di Bernoulli:

Tramite la sostituzione

I'equazione 3/ — y cosx = y?cosx si riduce ad una equazione lineare
del primo ordine:

1, 1 1
—— 7 — —cosz = — cosx,

2 2 2
2+ zcosx = — coszx.

La soluzione generale di questa equazione ¢

2(x) = ce” S* — 1

La soluzione generale dell’equazione omogenea z' + z cosx = 0

essendo
Z(l’) _ Cef(fcosa:)d:p — ce Sinz ’
cerchiamo una soluzione particolare di 2’ + z cosx = — cos x sotto
la forma z(x) = c¢(x)e™ "% e troviamo
—_— RN H H /

d(x)e” ¥ = — cosw ciot d(z) = —e™cosz = (— 7).
Con ¢(x) = —e*™? otteniamo la soluzione particolare z(x) = —1,
quindi la soluzione generale di 2z’ + z cosz = — cosz &

z(x) =ce” "M —1.

Risulta che la soluzione generale di ¢/ — y cosx = y?cosx &

1

ce—sinz _ | '

y(z) =



Risolvendo come equazione a variabili separabili:

Scriviamo 1'equazione 3y’ — y cos x = y* cos x sotto la forma

y' = (y+y°)cosz

e deduciamo successivamente
/ / !

= A=l (w| L))
COS T = = — =(In|——|),
y+y: oy 14y 1+y

In ‘ L ‘ = sin x + costante ,
1+y
L) = 5% . costante positiva |
I+y
1 1+ :
— 41 = yzcefslnz,
Y Y
1
y(x) =

a) Se vogliamo che la soluzione soddisfi la condizione iniziale y(0) =1,
allora dobbiamo avere
1
y(0) = —7 = ¢

Percio la soluzione del problema di Cauchy

Yy — vy cosx = y?cosx *)
y(0) =1
e
1 kok
y(z) = Se—snz _ 1 (**)
che e definita, per esempio, sull’intervallo ( — % , %) perché

s 1 . 2
r|< —=|sinzx| < —=2e " —-1>—-1>0.
’ ‘ 6 ’ | 2 \/E
b) Se i reali @« < 0 < 3 sono tali che 2 ¢~ "% — 1 non si annulla in
(o, 3) allora 2e~ "% — 1 non pud cambiare segno in quest’ intervallo e
siccome 2e¢~ "% — 1 =1 > 0, dobbiamo avere

4



2e” 507 1> 0, z € (a,p).

Percio la soluzione massimale del problema di Cauchy (*) & definita sul
piu grande intervallo («, 5) con o < 0 < 3 per quale vale

27T _ 15 () <= sinz < In2

per ogni x € (a, ). Guardando il grafico del seno si vede subito che
quest’intervallo e

( — m — arcsin In 2, arcsin 1n2) .

Infatti, la soluzione (**) & definita su quest’intervallo ed ha asintoti

verticali in x = arcsinln2 e x = — 7 — arcsinln 2::
1
m -
arcsinln2>z—arcsinln2 2e¢~ ST — ]
t=sinx . 1
= lim — =+00,
m2>t—n2 2e~t — 1
) 1
lim -
— m—arcsin In 2<z——m—arcsinln2 2~ ST _ ]
y=x+m . 1
= lim

— arcsin In 2<y—— arcsinIn 2 2 QSin y—1

=y | 1

m D E—
arcsinln2>z—arcsinln2 2e¢~ Sz — 1

. 1
S=sInz .
= Ilm ——=+400.
In2>s—In2 26_5 —1

Soluzione usando la formula per ’area di un grafico:

Si sa che se D C R? ¢ un aperto limitato, misurabile secondo Peano-
Jordan, e f: D — R & una funzione continua, di classe C! in D e con
le derivate parziali limitate, allora 1’area del grafico di f & uguale a

of\>  [O0f\°
/\/1+<%) +<a—y> dxdy

Ora la sezione del solido cilindrico

{(w,y,z) e R?: 2% + 47 §4}



con il piano di equazione z = z 4 y ¢ il grafico della funzione

f:{(x,y)€R2;x2+y2§4} S(x,y)—z+yeR.

Percio la sua area ¢ uguale a

V1+12+ 12dedy = V3 / dxdy
24y2<4 x2+y?<4
=3 (Darea del disco con centro (0,0) e di raggio 2)

:4\/§7r.

Soluzione usando parametrizzazione con coordinate cilindriche:

11 solido cilindrico
{(x,y,z) eR?; 2?4+ 9% < 4}

¢ 'insieme di tutti i punti in R? della forma

p cost
psint , 0<p<2,0<t<2m, zeR,
z

quindi la sua intersezione S con il piano di equazione z = x + y puo
essere parametrizzata come segue :

p cost
p(p,t) = psint , 0<p<2,0<t<2m,
p(cost +sint)
Poiché
— — -
dp Oy 2 7 k —-p
8_,0XE: cost sint cost +sint =1 =7 |-
—psint pcost p(cost —sint) p
I’elemento d’area e
0 0
do = |22 « L1l dpdt = V3 pdpdt .
dp Ot

Di conseguenza 'area di S e



p=2
= 4\/§7T.

p=0

2
2
/ \/gpdpdt—Q\/gﬂ/pdt—Q\/gW%
0

0<p<2
0<t<2m

Rimarchiamo anzitutto che non possiamo usare la formula di Gauss-
Green, perché il campo V' (z,y) non e definito nel punto interno (0, 0)

del disco di centro (0,0) e raggio 1! Percio ¢ necessario usare calcolo
diretto.

La circonferenza unita si parametrizza, come di solito, tramite 1’angolo
tra il vettore di posizione e la semiasse positivo delle ascisse (cioe usando
le coordinate polari) :

y(t) = (COSt) 0<t<2r.

sint
Il vettore tangente nel punto v(t) e
iy [ —sint
() = ( cost )
ed ¢ gia normalizzato. In questa parametrizzazione il senso di percorso
della circonferenza e quello antiorario, percio il versore normale che

punta fuori dal disco si ottiene girando il versore tangente 7/(t) a destra
con un angolo retto :

_ cos 3 sin g iy 0 1 — sint
n(3(t) = <—sin% cos%)V(t)_<—1 O)( cost
[ cost
- \sint )~
Risulta che il flusso uscente del campo V(z,y) dal disco unita ¢

(V(ZL‘ ) y) ' TL(J] ) y))ds(x ) y)

, Z(vw» a0~ ][( ot ()]



27 27

= /(008225 —sint)dt = /cos(?t)dt

0 0
=0.

4) : a) Nellintervallo [ —7, 7] la funzione f ¢ la differenza della funzione
ratteristica di (— z E) e di [— T —z) U (1 7T] :
cara 55 S 5T

F@) =X(5 2y @) =X, -

£
2
Percio i coefficienti di Fourier (complessi) di f sono

o) = 5= [ fla)e o ds

X5

2

2mki
=0
= —7 1€ — €
ki
2 k
%SIDTTF, kEZ

km
Ora, per k pari sinT = 0, mentre per k dispari

k—1

kn E—1 T 1 se pari
SmTZSin< 2 ”+E): K2
—1 se dispari

Risulta che



0 se k pari

c = k=1 9 , keZ
() (—1) ® — se k dispari

k€Z dispari

Poiché la funzione f e regolare a tratti, la sua serie di Fourier converge
in ogni punto xr € R a
f(x =0)+ f(z +0)
2

che nel nostro caso & sempre uguale a f(x). Cosicché

1 se |z| <
— — "™ = se |x| =
ST e o

k€Z dispari

Y

Y

VI Y

s
—1 — < <.
se 5 lz| <

Calcoliamo anche i coefficienti di Fourier reali. Poiché f ¢ una funzione
pari, i coefficienti by (f),k > 1, dei seni sin(kz) si annullano. D’altro
canto, a,(f) = 2¢,(f) = 0 mentre per ogni k > 1

ar(f) = e (f) + cr(f)

0 se k pari
= k-1 2 —k—1 2
(—1) 2 P (-1) * o se k dispari
0 se k pari
(—1) * — se k dispari
k

Percio si tratta di una serie di coseni che converge puntualmente ad f:

1 se |x|<£,

S )T Zcosha) ={ 0 se |al f
— — cos(kx) = = —,

wk 2

k>1 dispari ™
-1 se §<|:c|§7r.



Rimarco :

Scrivendo i numeri naturali dispari £ > 1 come Kk =25+ 1 con 7 >0,
possiamo rescrivere 1'ugualita precedente come

1 se |x|<z,

Z(—l)jm cos ((2] + 1)x) = 0 se |z| = 5
j=0 T
-1 se o <lfag| =,
ossia
T e lz| < T
o . 4 Y
cos((2j+1)x 2
Z(_l)J (2 i1 ) - 0 se [zf= 5
’ e
—— se —<|z| <
4 2 -

In particolare, per x = 0 otteniamo la formula nota di Leibniz

1 1 1 > 1 T
1—=+42=-—= :§ —1) = —.
3+5 7+ j0< >2j+1 4

b) Poiché |f(z)| = l,ig # x € [—m,m]|, per I'identita di Parseval
abbiamo

+00 7
et = 57 [ li@fas =1

cioe

4 1
Z 7r2k:2:1 A Z ﬁ:%

k€eZ dispari k€Z dispari

Per i coefficienti di Fourier reali I'identita di Parseval prende al forma
(equivalente)

IS (4 ) = 5 [ 1o =2

1
cioe

16 1 2
—71'2]{;2 :2 <~ Z ﬁ:§

k>1 dispari k>1 dispari
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Rimarco :

Scrivendo i numeri naturali dispari K > 1 come k =25+ 1 con j >0,
possiamo rescrivere 1'ugualita precedente come

o0 2

1 1 1 1 w
I+t =S =
TRtRTE T E:@j+n2 8

Usando questa ugualita possiamo calcolare anche la somma s della serie
(o]

armonica generalizzata Z — (formula di Eulero) :
n

n=1

=1 > 1 =1 T 1
=2 =l Gyt s T

- 2 w2
mmplica — 8§ = — , Cl0€ § = —/—
4 8’ 6

111
ot St =y —S=—.

14+ =
+22 32 42 " n? 6
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