NOME: ................. MATRICOLA: .................

Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2014/2015
Calcolo 2, Esame scritto del 30.01.2015

1) Si risolva il problema di Cauchy

vy +y=1y*lnx
y(1) = -1
trovando

a) prima una soluzione locale, cio¢ la soluzione definita su un qualsiasi
intervallo aperto contenente 1,

b) e poi la soluzione massimale, cioe la soluzione sul piu grande intervallo
aperto contenente 1 sul quale esiste ancora soluzione.

2) Si calcoli I'integrale doppio

/ (x +y)dedy.

z2+y2<z+y



3) Si calcoli il flusso uscente del campo vettoriale

$2

V("”E’y7z): y2 ) <x7y7z)€R3

22

attraverso la frontiera dell’intersezione del cono solido z > /22 + y? con il
semispazio z < 4, cioe del solido

Vit y?<z<4.

Osservazione: Si puo calcolare direttamente oppure usare il teorema della
divergenza, a piacimento.

4) Sia f : R — R la funzione dispari, periodica di periodo 27, che si
annulla in ogni multiplo intero di 7 ed ¢ identicamente uguale a 1 in (0,7 ).

a) Si calcolino i coefficienti di Fourier ¢x(f),k € Z (oppure ax(f),k >0,
e b(f),k > 1, a piacimento) di f, e si studi la convergenza puntuale
della serie di Fourier

(rispettivamente # + i’: <ak(f) cos(kx) + b (f) sin(k:m))) :

b) Si mostri che esiste una unica funzione continua g : R — R, derivabile
in ogni x € R che non & multiplo intero di 7, e soddisfacente

g(x)=flx), weR\{km;kel},
g(0) =0.

¢) Si mostri che g ¢ periodica di periodo 27 e si trovino i coefficienti di
Fourier di g.



Soluzioni:

Troviamo prima la soluzione generale.

Si tratta di una equazione di Bernoulli. La funzione identicamente nulla
y = 0 ¢ ovviamente una soluzione, ma non rilevante per la soluzione
del nostro problema di Cauchy.

Cercando le soluzioni non nulle, tramite la sostituzione

I'equazione z 3y +y = y?Inz si riduce ad una equazione differenziale

lineare:
1, 1 1
—r—2+—=—nz,
z z z
, 1 Inx
2 ——z= - —
T T

La soluzione generale di questa equazione e

2(x)=cx+lnz+1:

Siccome la soluzione generale dell’equazione omogenea

2= —=2=0
x
o
1
2(2) =cel 79 = ¢ = cx,
. . . o, 1 Inx
cerchiamo una soluzione particolare di 2’ — — 2z = — —— sotto la
x x
forma z(z) = ¢(x)x e troviamo
, Inz . , Inz
d(r)r = ——— cioe (1) = — —5-
x x

Tramite integrazione per parti risulta

Inz 1 Inx 1

Inx 1
= —— 4+ — + costante
T x



Inz 1 ) . .
e con ¢(r) = — 4 — otteniamo la soluzione particolare
x x
z(x) =Inx 4+ 1.
o . o, 1 Inx |
Quindi la soluzione generale di 2/ — — 2 = ——— ¢
x x

2(x)=cr+Inz+1.

Risulta che la forma generale di una soluzione non nulla dell’equazione
zy +y=vy’lnzxe

@ 1
r)=——"7—/——.
Y cr+Inzx+1
a) Se vogliamo che la soluzione soddisfi la condizione iniziale y(1) = —1,
allora dobbiamo avere
1
—1=y(l) = — c=-2.
y) = c

Percio la soluzione del problema di Cauchy

ry +y=1y*lnx *)
y(1) = -1
e
y@) = ————— (%)
1—2x+1Inx

3
che e definita, per esempio, sull’intervallo (Z Ve > perché

3

Z<:I:<\/E:>1—2q:—|—lnx <0=1-2x+Inz#0.
<-1/2 <1/2

b)Se 0 < a <1< f < +oosono tali che 1 —2z+1Inx non si annulla in

(v, B) allora 1 — 2x + Inz non puo cambiare segno in quest’ intervallo
e siccome 1 —21+1Inl1=—1 < 0, dobbiamo avere

1-2x+Inz <0, x € (a,pB). (%)

Percio la soluzione massimale del problema di Cauchy (*) ¢ definita sul
piu grande intervallo (o, 5) con 0 < a < 1 < < 400 per il quale vale
la condzione precedente (***).



Per trovare questi a e 8 studiamo il grafico della funzione

0:(0,40)2x+—1—-2x+Inx

1 1
Poiché la derivata ¢'(z) = — 2 4+ — @& positiva per z < 5 e negativa
x
1 1. . . .
per x > 3 T = 3 ¢ un punto di massimo globale per ¢, cioe vale

1
1—2m+lnx:<p(x)§<p<§>:—ln2<0, z € (0,+00).

In altre parole la condizione (***) & soddisfatta con a =0e = +o0.

Possiamo quindi concludere che la soluzione massimale del problema di
Cauchy (*) ¢ definita su tutto (0, +o00) tramite la formula (**).

Soluzione tramite passaggio alle coordinate polari centrate
convenabilmente:

La disuguaglianza x?+y? < x+y che definisce il dominio d’integrazione
e equivalente a

12 N2 1,
(e-3) +(v-3) ~g ="+ -o-v=0

2
12 1\2 1 1 \2
(r=3)+-3) =3-(57)
o e . < g 1/2 .
percio il dominio d’integrazione ¢ il disco con centro (1 /2) e raggio

1/ V2. Di conseguenza ¢ convenabile il passaggio alle coordinate polari
. 1/2
centrate n (1/2) :
1

rT=—-+pcosy
, dady = pdpdep.
y=—+psing
2
Tramite questo passaggio il dominio d’integrazione x? + y?> < z + y si
trasforma in il rettangolo

0<p< —rT<f<T.

1
\/5 )



ed otteniamo

(x +y)dedy = / (pcosgo—i-psingo—i—l)pdpdgo
a2 y2<zty 0<p<1/v2
—m<p<T
1/V2 T
= /p </(pcosg0 + psinp + 1)dg0>d,0
0 -7
1/v2 p=T Q=T
= /p<psing0 — pCos +27r>dp
0 p=—m p=—"
1/V2 5 p=1/v/3 _
=21 | pdp =21 — = —.
2|, 2
pi

0

Soluzione tramite passaggio alle coordinate polari centrate in
origine:

Il dominio d’integrazione D e descritto dalla disuguaglianza
?+yP<z+y.
Tramite il passaggio alle coordinate polari

T = pPCos Y .
{y:psimp ,  dzdy = pdpdy

D si trasforma in il dominio descritto dalle disuguaglianze
p>0, —-mT<e<m, p*<pcosy+psing
— 0<p<cosp+sinyg, —-nT<pIT.

Accorgiamoci pero che qui non ogni valore —m < ¢ < 7 € preso. Infatti,
dobbiamo avere 0 < cos ¢ + sin ¢, altrimenti tra 0 e cos ¢ + sin ¢ non
si trova nessun p. E facile vedere che

. 7r 3T
—7r<g0§7r,cosg0+sm<,020:)—ZSQOSTa
percio
p COS . s 3T
D = . ;0<p< ——<es —.
{(psmw)’ <p<cosp+sing, 4_90_ 4}



Di conseguenza

(z +y)dedy = / p(cosp +siny) pdpdy
224y2<z+y 0<p<cos p+sin
—7/4<p<3m/4
3r/4 cos p+sin ¢
= / ((cos @ + sin @) / dep> dy
—7/4 0
3m/4
1 o
=3 (cos @ + sinp)*dy .
—7/4

Usando ora che

(cos ¢ + sinp)* = (cos® ¢ + sin® p + 2sinp cos p)* = (1 + sin(2 @))2
=1+sin*(2¢p) + 2sin(2¢p)

1— 4
=1+ y + 25sin(2¢)
3 4
=3 %2@) + 25sin(2¢),
possiamo concludere che
3m/4
1 3 4
/ (x +y)dzdy = 3 / <§ - w + 251n(2<,0)>dg0
z2+y2<z+y —7/4
1/3 in(4 p=3m/4
— g(ggp _ w _ COS(2¢)>
p=—m/4

_13 37T+7T _om
32\ 4 4) 2

Soluzione tramite passaggio alle coordinate polari centrate in
origine, preceduto da una sostituzione semplificatore:

Per semplificare I'integrando, useremo il cambiamento di variabili



— T = 1
{u Tty UZU , dxdyzEdudv.

)

v=x—Yy _
y_
2

Tramite questa sostituzione il dominio di integrazione descritto dalla

disuguaglianza
v+ <z4y,

si trasforma in il dominio E descritto da

2 N2
(qu) —l—(u 4U> §u<:>u2+v2§2u.

Percio
1
ududv

/ (x+y)dedy = 5

22 4y?<zty

u2+0v2<2u

Ora passiamo alle coordinate polari:
= 0
{ U= Teos , dudv =rdrdf.
v=rsinf
Tramite questo passaggio E si trasforma in il dominio descritto dalle
disuguaglianze
r>0, —-nm<0<m, r2<2rcosf

<— 0<r<2cosf, —rm<6O<m.

Perché esisti r con 0 < r < 2cos6, dobbiamo avere
T
cosf > 0 < [0] < 7

e cosl
0<r<2cosh,——<h< V.
2 2

[ { <7“ cos 0
rsin 6
Di conseguenza

/ (z +y)dedy = %/ududv:% / r(cos@)rdrdf

22+4y2<aty E _0§/r2§<26(2)s?2
/2 2 cos 0
1
=5 / ((cos 0)/r2dr> dé
—7/2 0

8



w/2

= é / cos*6de .
3

—7/2
Tenendo conto che

2 2
cost § — (1—|—cos(28)> _ 1 4+ 2cos(20) 4 cos*(20)

2 4
1 N cos(26) N 1 14 cos(46)
4 2 4 2
3 cos(26)  cos(40)
"3 T2 T s
otteniamo
T (260) | cos(40)
4 3 cos(20 cos(46
/ (3:+y)dxdy—§ / (§+ 5 + 3 )d@
2 +y?<z+y —7/2
4/3  sin(26)  sin(40)\ |7
=—|=-0+ +
38 1 32 Iy

743 7T+7T oo
S 38\2  2) 2

3) : Soluzione tramite calcolo diretto:

La frontiera del solido descritto dalle disuguaglianze /22 + y? < z < 4
e la superficie composta da due pezzi:

1) 11 tratto S; della superficie conica z = /22 + y? tra le altezze 0 e 4,
che si puo parametrizzare come segue:

T = 2COoS
y:zsingp ) O§Z§4,0§<,0<27T.
=z

2) Il coperchio S, dell'imbuto S; , ciog il disco descritto da 2 +1y? < 42
e z =4, avendo la parametrizzazione

T = pcos¢
y:psingp , O§p§4,0§g0<27r.
z=4



Per calcolare 1’elemento di area e il versore normale per §; abbiamo da

calcolare il prodotto vettoriale £ y | x 5 y |, uguale a
¥ z\
o
77k . L
Jr Oy 0z 1 ] k ZC08 P
% % % = | —zsinyp zcosp 0 |= | Z811¥
@ @ % cos ¢ sing 1 —z
0z 0z 0z

Questo vettore punta fuori dal solido y/22 + 32 < z < 4 avendo il terzo
componente negativo. Risulta che I'’elemento d’area per §; ¢

do = \/22 cos? o + 22sin® o + 22 dedz = V2 zdpdz,

mentre il versore normale uscente e

2C0S oS (P

5 1 ) 1 .
n= zsing | = — | singp
V22 cos? o + 22 sin?  + 22 . V2 1

Ora abbiamo tutti gli ingredienti per calcolare il flusso del campo

ZL‘2

Vieg,y,2)=| ¢
22

attraverso Sp nella direzione uscente dal solido /a2 +y? < 2 <4 :

/(V-?Z)daz / (z3cos3g0+z3sin3g0—z3)d<pdz

S1 0<p<2m

0<z<4
2w 4
= /(( cos® o + sin® ¢ — 1)/z3dz) dy
0 0
2m 2m
= 64(/(1 — sin® p)dsin o —/(1 — cos? ¢)dcos p — 27r)
0 0

10



= —1287.

I1 calcolo del flusso attraverso S; e piu facile:

L’elemento d’area ¢ visibilmente do = dx dy = pdpdp ed il versore
normale uscente dal solido y/22 + y? < z < 4 ¢ in ogni punto uguale al

0
vettore | 0 | . Cosicché
1
27 4 27
/(V-ﬁ)daz / 16pdpdg0:16/(/pdp)d<,0:16/8d90
So 0<p<2m 0 0 0
0<p<4
= 256T.

Concludiamo ora che il flusso uscente del campo V' (z,y z) attraverso
la frontiera del solido /x? + y? < z < 4 ¢ uguale a

/(V -n)do + /(V -n)do = —1287 + 256 = 1287

51 82
Soluzione usando il teorema della divergenza:

Per poter applicare il teorema della divergenza, calcoliamo la diver-

1,2

genza del campo V(x,y,z) = | y* | : poiché

22

0 0

0
%(ﬁ) =2z, 8_y(y2) =2y, %(22) =2z,

risulta
(divV)(z,y,2) =2(x+y+2).

Usando il teorema della divergenza (Teorema di Gauss-Ostrogradski)
risulta ora che il flusso uscente del campo V(x,y z) dal solido

Vot +y? <z <4

11



4) :

¢ uguale all’integrale di volume

I:= / (divV)(z,y,z)dzdydz
\ T2 +y2<2<4
= / 2(x+y+2)dedydz.
Vot ty?<z<4

Per il calcolo di I ci conviene passare alle coordinate cilindriche

T = pcosy
y:psingp , O§p§2§4,0§90<27[‘,
Z =2z

per i quali abbiamo dzdydz = pdpdepdz :

I = ///2(pcos<,0+psing0+z)pdpd<pdz

0<p<z<d
0<p<Zr
// Qp(/ pcos<p+psing0+z)dgo)dpdz
0<p<z<4
2 2
// Qp( /cosgpdgoer/singpdgoJr/zdgp)dpdz
0<p<z<4 0 0
4
=47 // pzdpdz-47r/z</pdp) /z?’dz
0<p<z<4 o 0
—z2/2
= 1287.

a) Poiché f e dispari, ¢ identicamente uguale a —1 in (—m,0).
sua periodicita risulta che

1 per z € (lmr Jkm + 7r) con k pari,
f(x)=< —1 per z¢€ (k:7r kT 4+ 7r) con k dispari,
0 per x=kmwconk¢€Z.

12



Poiché f ¢ dispari, abbiamo

o) = 5 [ Fla)de =

Per k # 0 invece otteniamo

ce(f) = % /ﬂf(:r;)e“”dx = %(/ﬂeikwdx - /Oeik”’dx)
g 0

—T

1 | r
= — (e’”“” — e““” = —i/sm (kx)d
27 T
0 0
i cos(kx) |TT7 i )
T k R T
i (—1)F -1
o k

Cosicché la serie di Fourier di f e
j k-1,
i Z ( ) ezkx )
s k
0#keZ

Poiché la funzione f e regolare a tratti, la sua serie di Fourier converge
in ogni punto x € R a

flx —0)+ f(x +0)
2
che nel nostro caso ¢ uguale ad f(z) per ogni x € R. Cosicché
1 per z € (O,7r)

. _1\k _ .
% Z (1)716””2 —1 per xe(—w,O) .

0£kEZ 0 per x=—-m,7

Calcoliamo anche 1 coefficienti di Fourier reali :

ar(f) = c(f) + cx(f) =0, k>0,

4 21— (=1)*
() =il ) —e(f)) = 22T s
Con i coefficienti di Fourier reali risulta la convergenza

13



0o 1 per ZL‘E(O,W)
(1)K
3kz:;%sin(lm): —1 per z € (—m,0) .

7
0 per x=-—7m,7

b) Definiamo g : R — R tramite la formula
oa) = [ £©)c.
0

Allora g € continua e per ogni x € R\{k7; k € Z}, x essendo un punto
di continuita di f, g & derivabile in z e ¢'(x) = f(z). Inoltre,

4(0) = /f<5>d§=o.

Sia ora h : R — R ¢ una funzione continua qualsiasi soddisfacente le
condizioni

W(x)= f(x), xeR\{km; keZ},
h(0) =0.

Poiché h e continua e regolare a tratti, abbiamo per ogni z € R

xT

h(z) = h(z) — h(0) = / () d = / F(6)de = g(a).

c) Siccome
427

gz +2m) — g(x) = /f(f)df, reR

ed f e una funzione continua a tratti e di periodo 27, quindi avendo
lo stesso integrale su ogni intervallo di lunghezza 27, abbiamo

gz +27) — g(z) = / £(6)de = / £(€)de

_ /(—1)d§+/1d§:—7r+7T=0, r€R.

- 0

14



In altre parole, g e periodica e di periodo 27 .

E noto che tra i coefficienti di Fourier della funzione continua e regolare
a tratti g ed i coefficienti di Fourier della sua derivata abbiamo la
relazione

cx(9') = ike(g), 0#keZ.

Percio

1

cr(g) = Eck(g') = %Ck(f) _ 1 (=1)"-1

Tk
Il coefficiente ¢,(g) invece non possiamo dedurre dai coefficienti della

derivata f di g, perché alla derivazione si perde. Lo dobbiamo calcolare
direttamente.

0£keZ.

Poiché
z f1dé= =z per z € (0,7)
o) = [ flerae=4 0
4 [(-1)d¢ = —z per z € (—7,0),
0
2]36\, .Z'E(—ﬂ',ﬂ')
abbiamo
) T T o |z=m
CO(g):—/|x|dm:— pdr= -2 SN
2m T 2 |, 2
- 0

Calcoliamo anche i coefficienti di Fourier reali di g :

as(g) =2¢,(g9) =,

S
ol
—
<
N—
I
o
e
—
<
~
+
C
By
—
=)
~
I
=]

Osservazione 1.

Osserviamo che la funzione g nel compito precedente risulta pari. In
generale, se ¢ : (—a,a) — C ¢ una funzione continua e regolare a
tratti, allora

@ pari <= ¢’ dispari :

15



Supponiamo prima che ¢ & pari, cioe che p(—1z) = @(x) per ogni
x € (—a,a). Allora abbiamo per ogni = € (—a,a)

P (@) = S () = f(~a) (~a) = ~a),

cioe la derivata ¢’ e dispari.

Supponiamo adesso che ¢ ¢ dispari, cioe che ¢'(—x) = — ¢'(2)
per ogni z € (—a,a). Allora
(@)~ o)) = @'(x) + ¢l(=2) = ¢/(a) ~ () = 0
x N——
=—¢'(z)
per ogni z € (—a,a), quindi la funzione p(z) — ¢(—z) & costante.

Risulta

p(@) —p(=1) = 9(0) =p(=0) =0,  zc(=a,a),
cioe la funzione p(z) — p(—z) si annulla identicamente.

Similmente si verifica che
p dispari <= ¢’ pari.
Osservazione 2.

La funzione g nel compito essendo continua, regolare a tratti e periodica
di periodo 27, la sua serie di Fourier converge uniformamente. Cosicché
abbiamo nell’intervallo (— T, 7r)

T 2= (=1)F—1
5+;;Tcos(/w)—m,

cioe
1 7|z
———Z—coskx |x\<:>2ﬁcos(k:c):§—7,

k>1
k dlSpaI‘l k dispari

dove le convergenze sono uniforme. In particolare, per x =0,
> -z
k? 8
k>1
k dispari

D’altro canto, applicando I'identita di Parseval a g si otteniene 'ugualita

di
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I 5 (jasto)? + @) = 5+ Y

k=1 k>1
k dispari
con
17 17 3 E=T g2
—/‘g(m)}de:—/xde— — :i,
T R 3

cioe l'identita

E>1
k dispari
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