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Analisi Reale e Complessa, Test del 25.11.2011

1) Siano I = [0, 1], C l'insieme di Cantor, e V' un insieme diVitali.
a) Mostrare che ‘V X V‘i = ‘V‘f e che ‘V X V‘e < ‘V‘j
b) Stabilire se I x V,C' x V|V x V sono misurabili.

c) Stabilire se la misura interna di V' & nulla.

2) Sia G : R? — R? I'applicazione definita da
G($>y):: (x_y_|y|>y)a ([L’,y)ER2.

Si dimostri che per ogni funzione misurabile f : R? — R la composizione
f o G & misurabile.

3) Si verifichi che la funzione F': [0, 400) — R definita da
+oo

.2
F(s):= /e_sxsm xdx, s>0

T2

e continua ed e due volte derivabile in (O , +oo). Si calcoli la seconda derivata
in ogni s € (0,—|—oo).



Soluzioni:

a) Ricordiamo che la misura interna (di Lebesgue) di £ C R" &

|El; == sup |F].
FCE
F' chiuso

Ma, per la continuita monotona (crescente) della misura di Lebesgue,
abbiamo per ogni insieme chiuso F' € R"

|FN[=k, k"]

k—+4o00
—_

1F1,

ove gli insiemi F'N[—k, k]™ sono compatti. Risulta che abbiamo anche
a formula

|El; = sup |K].
KCE
K compatto

Mostriamo ora che
|E x E|; = |E|? :
Per ogni compatti K;, Ky C FE l'insieme K; X Ky ¢ compatto e
contenuto in £ x E', percio abbiamo

|K1||K2| = |K1 X K2| < |E X E|z

Risulta
|E|f = sup [Ki| - sup |K
KiCFE KeCE
Kj compatto K> compatto
= sup ‘K1HK2| < |EXE|Z
K ,KoCE

K1 ,K9 compatti

Per dimostrare la disuguaglianza reciproca, sia ora C' C E X E un
insieme compatto. La proiezione C; di C' C R™ x R™ sul primo
fattore cartesiano R"™ e la proiezione Cy di C sul secondo fattore
cartesiano R™ sono compatti quale immagini continue dell’insieme
compatto C'. Poiché

CcCyxCy e Cl,CQCE,

abbiamo



O < |C1 x Ca| = |C1]|Ce| < |E|7.
Di conseguenza vale anche
|[Ex E|;= sup |C|<|E|?.

CCExXE
C' compatto

Ora ricordiamo che la misura esterna (di Lebesgue) di E C R" &

Bl := inf |U].
EcCU
U aperto
Risulta :
|Ex E|l. < |E|? :

Per ogni aperti U , Uy D E l'insieme U; x Us € aperto e contenente
E x FE | percio

‘E X E|e < |U1 X UQ‘ = ‘Ul‘ |U2‘ .
Cosicché

|E><E|e§ inf |U1||U2|
ECU;,Usz

)

Uy ,Usz aperti
o . . . _ 2
= Jof U] - inf Uy =B
Uy aperto Uz compatto

b) Ricordiamo che, per A C R" e B C R* se A x B ¢ misurabile e
|Al. > 0 allora B ¢ misurabile :

Infatti, per il teorema di Fubini-Tonnelli I'insieme

B perze A
) perzdA’

¢ misurabile per quasi ogni z € R" e poiché A non ¢ di misura
nulla, esiste z € A con (A x B), misurabile.

(AxB)x:{yeRk;(x,y)eAxB}:{

In particolare, poiché I C R e V' C R non sono di misura nullae V' C R
non ¢ misurabile, gli insiemi 7 x V C R? e V x V C R? non possono
essere misurabili.

D’altro canto, siccome l'insieme di Cantor C' C R e di misura nulla,
I'insieme prodotto C' x R C R? & di misura nulla e la stessa cosa vale



per ogni sottoinsieme di C' x R, fra quali anche per C' x V. Cosicché
C x V & misurabile.

¢) Mostreremo che la misura di qualsiasi sottoinsieme misurabile di V'
ha misura nulla ed allora risulta :

|V|;= sup |F|=0.
Fcv
F' chiuso

Sia quindi £ C V misurabile.

Ricordiamo la definizione di V': considerata la relazione di equivalenza
in R definita da

r~y <= r—yecQ,
scegliamo in ogni classe di equivalenza un numero appartenente a [0, 1)

ed indichiamo con V' 'insieme dei numeri scelti. Allora, se {ry,7a, ... }
¢ 'insieme dei numeri razionali in [0, 1), allora gli insiemi

Tk + |4 5 k‘ Z 1
sono a due a due disgiunti e la loro unione ¢ contenuta in [0,2).
Di conseguenza,
Tk + E y k Z 1
sono insiemi misurabili a due a due disgiunti con I'unione contenuta in

[0,2) ed usando la o-additivita della misura di Lebesgue risulta

o e}

> In+ E| = U(rk+E)' <10,2)|=2.
k=1 k=0
In particolare
|7“k—|—E| — 0.

Ma la misura di Lebesgue € invariante sotto le traslazioni e quindi
|7 + E| = |E| per ogni k > 1. Percio |E| =0.

L’applicazione G : R? — R? ¢ invertibile e I'applicazione inversa si
trova risolvendo ’equazione vettoriale

(z—y—1lyl,y) = (u,v),



cioe il sistema di equazioni scalari
r—y—lyl =
y =

G (u,v) = (u+v+v],v).

< &

Risulta

Per verificare la misurabilita di f o G dobbiamo provare che l'insieme
(foG)HU) =G~ (f1(U))

€ misurabile per ogni aperto U C R. Ma, per la misurabilita della
funzione f, I'insieme f~!(U) C R? & misurabile, quindi basta verificare
che la controimmagine G™1(E) C R? di qualsiasi insieme misurabile
E C R? & misurabile. (Rimarchiamo che questa proprieta ¢ pilt forte
della misurabilita dell’applicazione G, che richiede la misurabilita di
G~Y(E) solo per gli insiemi di Borel £ !)

Questo risultera applicando il teorema seguente (Teorema 3.33 nel libro
R.L. Wheeden - A. Zygmund: Measure and Integral, discusso anche alle
lezioni) :

Se T : R* — R" ¢ una applicazione di Lipschitz, allora l’insieme
T(E) C R™ & misurabile per ogni E C R™ misurabile.

A questo fine resta solo a verificare che I'applicazione G~! : R? — RR?
¢ di Lipschitz : abbiamo per ogni (u,v), (u',v") € R?

2

|G (u,v) — G 0|
=(u+v+v|—u -0 — |v’|)2+(v—v’)2
< (Ju— |+ o =] + [Jo] = [V|])* + (v = v')?

————
< o]
< (Ju— /| +2\U—v'|)2+ (v —")?
=u—u)?+4(v—v)+4lu—d|lv—2|+@w—12)?
< 4(u—u’3g+(v—v’)2

<5(u—u)+6(v—1)? <6(u—u)+ (v—1)?)
= 6] (u,v) — (' )|,




cioe

‘G_l(u,v) — G_l(u’,v’)‘ < \/6}(11,1}) — (u’,v’)} )
Siccome
per z € (0, 1]

1
<< 1 520,
— perx € [l,+00)

;2
S S

0<e
< 2

ove la funzione (non dipendente da s!)

1 perzel0,1]
(0,+c0)32+— < 1
— perz €[l,+00)

¢ integrabile su (0, 4+00) , e le funzioni

.2
sy SINT T

[0,4+00) 2 s+ e~ 5

€ER, z € (0,400)
x

sono continue, la funzione F' € ben definita e continua.

La derivabilita di F'(s) sotto il segno dell’integrale & possibile in ogni
s € (0,400) . Infatti, esiste la derivata parziale

0 sin? x sin?
— e — =—e % , r>0,s>0
Js x x
e, per z > 0,s > ¢ > 0, abbiamo la maggiorazione
0 sin? sin? sin x
B 5 — ™5 — ™52 sin S e 5T S e T
s x x x

dove la funzione e~** ¢ integrabile su (0, +00) . Cosi F' risulta derivabile

in ogni s € (0,400) ed abbiamo

—+00

, o o ( _sin’x . sin’a
F'(s) = 25\ € o de=— [ e . dz
0

0

Ora anche la derivabilita di F'(s) sotto il segno dell'integrale ¢ possibile
in ogni s € (0,400). Infatti, esiste la derivata parziale

0 sin? i
s e = —e sin’z, r>0,5>0
s x




e, per z > 0,s > ¢ > 0, abbiamo la maggiorazione

102
8 (e—sx Sl x)‘ S 6—82} S 6—52}

s x

dove la funzione e~** ¢ integrabile su (0, +00). Cosi F’ ¢ derivabile in
ogni s € (0, +00) ed abbiamo

F(s) = (F")'(s)

“+oo 8 . 9 —+00
= — /—(e‘sx P x)dx: /e‘“siandx
0s x
0 0
+o0
/ .y 1 —cos(2z) (*)
= (& 7(125
2
0
+o0o +o0o
. 1 / —smd 1 / —sT (2 )d
=5 /¢ T—5 [ e eos(2z)dz.
0 0

Il primo integrale si calcola facilmente:
+o0o

1
/e‘sxdx = —.
s

0

Per calcolare il secondo integrale, calcoliamo 'integrale indefinito
/e_“ cos(2x)dz.

Tramite integrazione ripetuta per parti si ottiene
/e_“ cos(2x)dz
1 —ST
= — — [ cos(2z)de

S

1 2
= — —e *cos(2r) — - / e *sin(2x)dx
s s

1 2
= — _e 5% 2 J— 1 2 d —sT
Se cos(2z) + = /sm( r)de
4

1 2
= — — ST 2 —e %Tgi 2 -
S¢ cos(2z) + 2¢ sin(2x) =

/ e %" cos(2x)dx



da dove deduciamo che

1 1 2
/e_sw cos(2z)dx = 1 e (— — cos(2x) + 2 sin(2x))

s
L+
6—SZE .
=257 (2 sin(2z) — s cos(Qx)) :
Risulta
+0o0
/ e " cos(2x)d i
z)de =
s?2+4
0
e cosi (*) implica
1 S 2
F// - — . sk k
O = 5 T3y T SE ) )

Rimarco 1. Usando (**) possiamo calcolare esplicitamente prima
F'(s), e poi F(s), per ogni s € (0,+00) .

Infatti,
F//<S):L_;:L_M’
2s  2(s2+4) 2s  4(s?+4)
implica
1 1 1 52
F'(s) = 3 Ins— 1 In(s* +4)+C) = 1 In e +C.
Per determinare la costante C, rimarchiamo che
+oo +oo
o ( _sin’x . sin?x
|F'(s)| = /%(e 3 )dx :/e . dx
0 0
+oo
_ 1
g/eswdx:—, s>0
s

0

implica lim F'(s) = 0. Poiché anche lim In = 0, risulta che
s—+00 s—too 244

C1 =0 e cosi



1 2
Fi(s) =~ In—"

e 70

Per trovare una formula esplicita anche per F'(s), calcoliamo 'integrale
indefinito

/ln(52+a2)ds, a>0:
tramite itegrazione per parti si ottiene

2s
/ln(52 +a2) ds =3s ln(s2 +a2) — /smds

2 2 2 -9 2
:sln(82+a2)—/ (5" + o) a ds
52 + a2

= sln(s2—|—a2) 25—|—2a/<2)12+1d<2)

=3 ln(s2 + a2) — 25+ QOzalrctgi +C.
o

Risulta per F'(s),s > 0, che & una primitiva di

2
i —llnsz—lln(52+4),

In— =
s24+4 4 4

1
4
la formula

1 1
F(s) = 1(5 In s? — 23) - 1(5 In(s® +4) —25+4arctg%) + Oy

1 1

= Zslns2 — ZSIH(82+4) —arctggth'g
1 52 s

= ZSlnm—aTCth‘l—CQ.

Per determinare la costante C, usiamo la stima

+OO . 2 +OO . 2
sin® x sin® x
|F(s)] = e ——dr|= | e¥——dz
x x
0 0
+oo
—ST 1
< e dr = —, s> 0
s



che implica lim F(s) =0. Poiché

s—400
2 1 1 1
lim s In —> = lim —-h——=0-In— =0
s—+00 52 4 s—+o0 § 4 S et
<1+—2)
s
e
1 tg >
im arctg— = —
s—>+ooacg2 ’
' T . T .
rlsultaO:0—§+C’2,01oe CQZE. Di conseguenza
2
s s s S
F(s)z;—arctg§+zln82+4, s>0.

Rimarco 2. Poiché la funzione F' : [O,+oo) — R ¢ continua, la
formula precedente vale anche per s = 0 e risulta

—+00

o sin2xd oo s 5 s S
e 22 x—;—arctgg—l—i nm, 8_0.

0

In particolare
+o0o

sin? T
5 dr = — .
T 2

10



