NOME: .............o.t. MATRICOLA: ............ ...,

Corso di Laurea in Matematica, A.A. 2011/2012
Analisi Reale e Complessa, Test del 27.01.2012

1) Si dia un esempio di
(i) un dominio semplicemente connesso D di C non contenente I'origine,
(ii) una determinazione olomorfa log del logaritmo su D e

(iii) due punti z; # 2o in D con il prodotto 2725 contenuto in D
tali che
log (z122) # log z1 + log 2.

2) Si mostri che se D C C ¢ un dominio e 'immagine di una funzione
olomorfa f definita su D contiene una circonferenza

{zeC;\z—zo|:r}, 2, €C,r>0
allora esistono 0 < r; < r < ry tali che la corona circolare aperta
{zE(C; < |z — 2| <7“2}

¢ ancora contenuta nell'immagine di f.



3) Trovare i poli e gli sviluppi in serie di Laurent centrati in tali poli delle
seguenti funzioni :

22 1+sinz
z4+17 z+m

4) Si calcolino, per ogni a > 0, gli integrali impropri

+oo T
/ cos (ax) dz = lim cos (ax) de

??2+x+1 r—too | 24z 4+1
+oo . r .
/ sin (ax) dr = lim sin (ax) de
?4+x+1 r—too | w2+ x+1

integrando la funzione meromorfa

1az
e

22+z4+1
lungo una curva chiusa regolare a tratti adatta nel semipiano superiore ed
usando il teorema dei residui.

Z



Soluzioni:

Una determinazione olomorfa del logaritmo possiamo definire su ogni
dominio semplicemente conneso che non contiene l'origine. Solitamente
si lavora con determinazioni definite sul piano tagliato lungo un raggio
che parte dall’origine

{rewo;rZO}, 0, e R,
cioe sul dominio semplicemente connesso
Dy, :={re??; 0, <0 <0,+2m} .
Per ogni intero k, abbiamo una determinazione del logaritmo :

Dy, 2re —Inr+i(0+27k,) .

Ricordiamo due modi per verificare 'olomorfia della funzione
foor, : Do, 27€’ —Inr +i(0+27k,) .

Una possibilita sarebbe osservando che fy, 1, ¢ la funzione inversa
della funzione olomorfa

{wE(C;6’O+27rko<1mw<90—|—27r(k:0+1)}9zn—>ew

di cui le derivate non si annullano ed applicando poi il teorema
sull’olomorfia dell funzioni inverse (vedi, per esempio, gli appunti
C. Rea: Analisi reale e complessa, Capitolo 6, Osservazione 0.1 -
sulla pagina 79).

Un’altra possibilita ¢ di verificare direttamente che fy, 1, soddisfa
le equazioni di Cauchy-Riemann. A questo fine ci conviene scrivere
le equazioni di Cauchy-Riemann in coordinate polari (vedi anche
gli appunti C. Rea: Analisi reale e complessa, Capitolo 6, Esercizio
0.1.11 - sulle pagine 77-78) :

Sia f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) una funzione di classe C*
definita su un dominio complesso non contenente 1’origine.
Allora (nel caso generale solo localmente) possiamo passare a
coordinate polari tramite la sostituzione

r=rcosf, y=rsinb.

Indichiamo



u(r,0) :==wu(rcosf,rsinf), wv(r,0):=v(rcosf,rsind) .
La matrice delle derivate parziali della trasformazione

T\, (®)_ [ rcos 0
0 y ) \ rsinf
cosf —rsinf
sin 6 rcosf |’
la matrice della trasformazione inversa
AN
Y 0

cosl —rsind \ cos sinf
(sin@ rcos@) - _sm@ cos .

r r

essendo

sara

Per la regola della catena risulta

cosf sinf
gradu(z,y) = gradu(r,6) sinf  cosf |,

r r
quindi
ou Ou Ou sin 6
o cosf — %
ou Ou . Ou cos
8_y =35 sin 6 + %
Similmente,
ov  Ov Ov sin 6
Eriairm cosf — % s
ov Ov . Ov cos 0
8_y =5 sin @ + %

Risulta che le equazioni di Cauchy-Riemann

ou Ov ou ov

dr 9y dy o

si scrivono in coordinate polari come segue :

@cosﬁ—a—uy—@s'nﬁ—i-@cose
or o0 r  Or ! oy r
0_u ) Q—I—@COSH——@ 9+@sin9
o T e T T T o S T bg '



Sommando il prodotto della prima equazione con cosf al
prodotto della seconda equazione con sinf, e poi il prodotto
della prima equazione con — sin# al prodotto della seconda
equazione con cos 6, otteniamo il sistema equivalente

ou_1ov 1ou_ o .
o rod’ rood  or’
Questa e la forma usuale delle equazioni di Cauchy-Riemann
in coordinate polari.

Ora la parte reale e la parte immaginaria di fg, x, in coordinate
polari sono u(r,f) = In r rispettivamente v(r,0) = 0 + 27 k, .
Risultano

ou 1 ou Ov 0 ou 1

o o o
e si vede subito che fy, 1, soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann
come rappresentate in (*) .

Ma ritorniamo al compito.

Per qualsiasi 6, , se |k,| & abbastanza grande, per la determinazione
Dy, > 1€’ ——logre? =Inr+i(0+2mk,)

del logaritmo abbiamo

log (z122) # log z1 +log 2o per ogni 21,25 € Dy, .

Infatti, poiché abbiamo
O, +2mk, <Imlog z < 6,+2m(k,+ 1) per ogni z € Dy, ,
risulta per qualsiasi 21,29 € Dy, :
T log (2122) e(@o v 2k, 0, + 27 (ko + 1)) ,

Im(log 21 + log 22) 6(290 +47k,,20, + 47 (k, + 1))

e per avere sempre log (z123) # log 21 + log 2 basta scegliere k,
tale valga o

0,
O, +2m (ko +1) <20, +47k, < 1— oy <k,,



oppure
0,
om

20, +4m(k,+1) <0,+ 27k, < k,<2—

Ma anche per determinazioni meno esotiche del logaritmo possiamo
avere

log (z122) # log z1 + log z5.

Per esempio, con 6, =0 e k, = 0, cioe per la determinazione

{re!?; 0<6<2r} >re’ —logre’ =Inr+if,
abbiamo

log (e™'eF ") = Ti A mit 377% — log (¢™) +log (¢77) .

Indichiamo il disco aperto con centro in z, € C e di raggio p > 0 con
U,(2,) e la circonferenza che e la sua frontiera con 0U,(z,):

Up(Zo):{ZGC; ‘Z_Zo| <Py,
OUy(z) ={2€C; |z — 2| =p

Per l'ipotesi f(D) D 0U,(z,), percio la funzione f non e costante. Il
teorema dell’applicazione aperta implica che la sua immagine f(D) e
un insieme aperto. In altre parole il suo complementare F' = C\ f(D)
€ un insieme chiuso.

Ora possiamo finire la dimostrazione in due modi diversi.
Usando la distanza tra due insiemi.

Se f(D) = C allora abbiamo {z € C; 11 < |z — 2,| < r2} C f(D) per
qualsiasi 0 < r; <7 < ry. Se invece f(D) # C, cioe F # (), allora la
distanza

e:=d(0U,(2),F)=inf {|z — 2'|; 2 € OU,(z,) , 2 € F}
tra OU,(z,) e F' ¢ strettamente positiva :
Per ogni intero k > 1 esistono z; € 0U,(2,) e 2z € F tali che

1
|Zk—Zk/| <6+E . (**>



In particolare,
|2k — 20| < |2k — zk| + |2k — 20| < (e+ 1)+ 7, k>1

e cosl la successione ((zk 2K )) ¢ limitata. Risulta che una sua
k>1

sottosuccessione ((zkj 2] )) converge ad un punto (z,z') in
Jjz1
C?2. Poiché dU,(z,) e F sono insiemi chiusi, abbiamo
: / : /
z=lim 2, € 0U(2,), 2 =lim 2/ €F
J—>OO J—>OO

e (**) implica

, ) , . 1
e<|z—2=lim |z, -2/ <lim e+ -— ) =¢.
Cosicché e = [z — 2| > 0.
Sostanzialmente abbiamo dimostrato :

Se (X ,d) & uno spazio metrico, K C X & compatto, FF C X ¢
chiuso e K N F = (), allora la funzione

KxF>3(z,2)—d(z,2") € 0,400)
ha (almeno) un punto di minimo (T, , Tmin ) - Percio

d(K,F)=inf{d(z,7); z€ K, € F} .

¢ un minimo, uguale a d(Zmin , Trmin) > 0.

Adesso per
min{r—5,0}< rm<r<rg<r+4e

abbiamo l'inclusione desiderata :

Sia z € Ccon 1 < |z — z,| < 19. Allora
T

———(2—2,) € 0U,(2)

|2 — 2]

(z—zo)<1—4)‘:\|z—zo|—r\ <e.

(=2 +

2=l =

|2 — z,|

Percio z non puo appartenere ad F' e risulta che z € f(D).
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Usando il numero di Lebesgue per ricoprimenti di compatti.

Poiché 0 U,.(z,) & contenuto nell’insieme aperto f(D), per ogni punto
w di OU,(z,) esiste un r,, > 0 con U, (w) C f(D). L'insieme 0U,(z,)

essendo compatto, il suo ricoprimento aperto (U%w (w))w €OUM () ha un

sottoricoprimento finito (Ure; (w;)), <j<p Allora
. <j<

Tap; .
5::min{ 2J 1<y Sp}

e un numero di Lebesgue rispetto al ricoprimento (Urw (w))weaU.(z ) di
0 U,(z,), cioe per qualsiasi ¢ € 0 U,(z,) il disco Us(¢) ¢ contenuto in
un insieme U, (z),w € 0U,(z,) , del ricoprimento :

Infatti, per qualsiasi ( € 0 U,(z,) esiste un 1 < j < p tale che
¢ € Urw; (w;) ed allora abbiamo per ogni (" € Us(()
2

Tws;
|C/—wj\SlC'—C\+|C—wj|<5+7J§7“wja

cioe ¢’ appartiene a Uy, (w;).
Sostanzialmente abbiamo dimostrato :

Se (Z,d) & uno spazio metrico, K C Z & compatto e (UL)LGI e
un ricoprimento aperto di K , allora esiste un § > 0 (un numero
di Lebesgue rispetto al ricoprimento (U[’)LE ; di K) soddisfacente
la seguente condizione :

Per qualsiasi ( € K esiste un ¢ € [ tale che
{C’EZ; |C’—§|<5} cUuU,.

In parole : per qualsiasi ¢ € K la palla {(’ €Z;|¢—-(| < 5}
e contenuta in un insieme U, ,¢ € I, del ricoprimento.

Adesso per
min{r—5,0}<r1 <r<reo<r+9
abbiamo l'inclusione desiderata :

Sia z € C con r; < |z — z,| < ro. Allora



3) :

(z—zo)(l— - )':}|z—zo|—r\<5.

Percio z € Us(¢). Ma Us(¢) € contenuto in uno degli insiemi
Uy, (w) con w € dU,(z,), che a sua volta ¢ contenuto in f(D).
Cosi concludiamo che z € f(D).

La funzione ha un polo semplice nel zero semplice z = —1

z
del denominatore, che non e un zero anche del numeratore. Poiché il
2

+1
serie di Laurent attorno a questo polo, basta sviluppare il numeratore

in serie di potenze e dividere questa con z + 1: da
2= (z+1) -1 =1-2(z+1)+ (2 +1)?

otteniamo lo sviluppo in serie di Laurent

in

denominatore ¢ z+ 1 = z — (—1), per trovare lo sviluppo di

22 1
= -2 1).
z+1 z+1 +(z+1)
. 1+ sinz ) ..
Per la funzione ———— procediamo similmente : essa ha un polo
247
semplice in z = —7 e dallo sviluppo in serie di potenze
l+sinz=1-sin(z+n) = 1—iﬂ(2+w)2k+l
prt (2k+1)!
otteniamo
1+ sinz L (1Rt -
Z4m _z+7r+kZ:0 2k+1 (z+m)
1 1 1 41 6
—Z+7T—1+3—(z+7r) 5!(z+7r) +W(Z+7T) —
Indichiamo
etaz eiaz
f(z) = :



z € (C\{e%”,e_%”}.

Allora f ¢ una funzione meromorfa con un polo semplice in in e3 * ed
il suo residuo in questo punto e

Res(f) = lim (z—e¥7)f(2)

e3 "’ z—e 3 °
) (Z — €73 ’) et . et
= hrn 5 = hm — v—
Z_)@%’ri 224+ z+1 quQT"iZ—e_TZ
27 .
ez'ae_-’%Z 6ia(cos 2,7”+isin2_%)
- o - o - = ..
P R o 22s11r1277r
gal-a+ig) iy
iv3 iv3
_aV3
(& 2 ( a L. CL)
= COS — — 78S — ) .
iv3 2 2

D’altro canto indichiamo, per ogni r > 0, con 0*U,"(0) il semicerchio
{zeC; |zl =r,Inz >0}
orientato contro il senso delle lancette :
OTUF(0) elacurva [0, 7] 2t — re € C.

Sia ora r > 1 e consideriamo la curva chiusa 7, nel semipiano superiore
chiuso che si ottiene componendo

il segmento [—r,7],
con il
il semicerchio 0T UF(0) .

Per il teorema dei residui abbiamo

9 e
/f(z)dz:Qm'eRés;(f) = %(cos%—z’sin%) :
Yr

quindi
r 2me= %" a a
/f(x)dx—l— /f(z)dZ:T(COSE—ZSIHE>,

otUF(0)
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B

a

/f(x)dxz%(cos%—zsm— /f

atuUF(0

Ora la stima

eiaz
)d )| d O BraE—
| [rowls [lrelad= [ e
U (0) a+ U (0) U (0)
62a(Rez+iImz)

<T7r sup
|z|=r,Imz>0

224+z+1

‘e—aImz eiaRoz ‘

<7r sup
|z|=r,Im2>0 |Z|2 - |Z| —1

Tr -
_ r
—r2—r—-1’

[

at+UT(0)

implica

(si potrebbe usare anche il lemma di Jordan, ma in questa situazione
non abbiamo veramente bisogno di sfruttare l'acutezza del lemma di
Jordan). Risulta

+0o0 . r
62[1(2 eZCL.CB
———dzx = 1 —d
/x2+x+1 o rigrnoo/xz—l—xjtl *
“o “r (F5)
2me” =y ( a . a)
=———(cos— —isin —
V3 2 2

e concludiamo:

+oo av3
cos (ax) 2 e ¥ a
—————dr = —— cos — ,
2?24+x+1 V3 2
T a3
sin (ax) 2re™2 | a
————dor = ——sin—.
2 +r+1 V3 2
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Rimarco. Si vede facilmente che possiamo passare al limite per 0 <
a — 0 sotto il segno di integrale ottenendo la validita di (***) anche
pera=20:

+o0o

/ 1 d 27
——dr = —.
2+z+1 \/§

Ma scopriamo adesso che accade per a < 0. Usando la sostituzione
r = —t si ottiene

400 . 400 i (—a)t
etaz R ell—a
——dx " = —dt.
/:L’2+x+1 /tz—t+1
Indichiamo per convenienza b := —a > 0. Ripetendo i calcoli nella

soluzione del compito precedente per la funzione

e
A
anziché per f(z), si ottiene
+00 '
ibt _ b3
2 b b
/ = 2miRes(g) = e ((cos 5 #isin g )
Cosicché
e iax av3
/ I P 2me2 (cosg _ ising)
22 + 7+ 1 V3 2 2)

Concludiamo che vale per ogni a € R
+oo ; la| V3

et Qo —— 2me” 2 a Ca
2 4r+1 z__T<COS§_Zsm§>’

— 00

cioe

oo la|v3

/ cos (ax) 2mwe” " 2 a
————dr=———cos—,
2+x+1 V3 2

—0o0

+oo lalv3

/ sin (ax) 2wre” 2 a
—————dr=————sin—.
?2+r+1 V3 2

— 00
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